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Irasbeli préba - 2025 jinius
Matematika szak

I. TETEL. Algebra

1. (2 pont) A komplex szamok (C,+, -) testében adjunk példat:

i) (C,-) egy olyan zirt részhalmazdra, mely nem csoport az indukalt miivelettel;

ii) egy olyan részgytiriire, amelyik nem résztest.
Indokoljuk meg a valaszokat.

2. (2 pont) Legyen abed egy 45-el oszthatd 4 jegyfl szém.

a) Hatdrozzuk meg a + b + ¢ lehetséges értékeinek halmazét.

b) Hatdrozzuk meg b + ¢ lehetséges értékeinek szdmét. Indoklés.

3. (5 pont) Legyen f : R — R3 tgy, hogy f(z,v,2) = (z + ay + z,az + y, 7 + ay), ahol a egy valds
paraméter.

a) Igazoljuk, hogy f egy valds linedris fliggvény.
b) Hatdrozzuk meg f métrixat a kanonikus bazisra nézve.
¢) Milyen a € R értékekre lesz f valds linedris izomorfizmus?

II. TETEL. Matematikai analizis

1. (3 pont) Szdmitsuk ki a lim a,, hatarértéket, ahol
n—oo

1

2 ’\L/(n2 +1)(n%2+4)...(2n2).

an =

2. (2 pont) Tanuldnyozzuk a

sor természetét az a > 0 valés paraméter szerint.

3. (2 pont) Adjuk meg az

f:R—=R, f(x):cos2g

fliggvény a = 0 pontban felirt 2n-ed rendti Taylor-féle polinomjat.

/eﬁ dx.

4. (2 pont) Az x > 0 esetén szdmitsuk ki:



III. TETEL. Geometria

1. (3 pont) Egy ABCD négyzet egyik csticsa az A(3,1) pontban taldlhaté és az egyik dtldjaad:y—x =0
egyenesen helyezkedik el.

a) Ird fel a négyzet masik atldjanak egyenletét.
b) Milyen szoget zdrnak be négyzet oldalai az Ox tengellyel?
c) Ird fel a négyzet oldalainak egyenleteit.

x

2. (3 pont) Adott az ; +y? =1 egyenletii ellipszis.
a) Hatdrozzuk meg az ellipszis Fy és Fy fékuszpontjainak koordinatait.
b) Irjuk fel az [Fy Fy)] 4tmérdjii kor egyenletét.
c¢) Hatdrozzuk meg az ellipszis azon M pontjdt, amelyre az Fl/J\TF‘Q sz6g derékszog.

3. (3 puncte) Adottak az A(1,2,3), B(3,2,1) pontok és a d egyenes:

d-: r+z+2=0
" ly+1l=0.

a) Igazoljuk, hogy az AB és d egyenesek parhuzamosak.
b) frjuk fel az A ponton athaladé és d egyenesre meréleges sik egyenletét.

¢) Hatdrozzuk meg az A pont szimmetrikusét a d egyenesre nézve.

MEGJEGYZESEK:
Minden tétel kotelezd. A tételekre teljesen kidolgozott megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdél. A minimélis &tmendjegy 5,00.
Munkaidé 3 éra.
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I. TETEL. Algebra
HivatalbOl ... 1p
1. i) Példdul Z zart részhalmaz (C, -)-ben, de nem részcsoport mert 2 nem invertalhaté Z-ben a szorzasra
0TS/ 1p

ii) Példaul Z részgytirii a (C,+,-) testben, de nem résztest, mert 2 € Z* nem invertdlhaté Z-ben a
SZOTZASTA TIEZVE vttt e ettt e ettt e et e e et e e e et e e e et e e e e e 1p

2. a) 45 =15-9 és mivel (5,9) =1, 45 | abed pontosan akkor ha 5 | abed és 9 | abed

Innen, d € {0,5} 59 | @+ b4 CAd . enneeni e 0.5p

Mivel a € {1,2,...,9} és b,c € {0,1,...,9}, b+ ¢ € N legtébb 18 lehet, mig a + b + ¢ € N* legtébb 27

lehet.

Had=0,a+b+c€{9,18,27},éshad=5a+b+c+5€{9,18,27},

tehdt @+ b4 c € {4,9,13, 18,22, 27 oot 0.5p
b) b+ ¢ minden természetes értéket felvehet 0-tdl 18-ig, tehat 19 darab értéket vehet fel ............. 1p

Ha b+ ¢ € {0, 18}, akkor vehet6 a = 4, d = 5.
Ha b+ ce {1,...,8}, akkor veheté a =9 — (b + ¢) (ami nem nulla) és d = 0.
Hab+ce{9,...,17}, akkor veheté a = 18 — (b + ¢) (ami nem nulla) és d = 0.

3. a) Annak igaZOIésa» hOgy f((1'7y, Z) + ({E/, y/a Z/)) = f(xvy7 Z) + f(x/7y/7 ZI)7 V(.’IJ, yaz)a (CE/, Z/, Z/) € RS 1p

Annak igazoldsa, hogy f(a(z,y,2)) = af(r,y,2), Va € R, V(x,y,2) ER3.......oo i, 1p
vagy, alternativ mddon, annak igazolasa, hogy
flala,y,2) + B2y 7)) = af(x,y,2) + Bf(a,y 2), Vo, BER, V(z,y,2), (z',y,2") eR? ... 2p
b) f£(1,0,0) = (1,a,1), £(0,1,0) = (a,1,a), £(0,0,1) = (1,0,0), " 'reeeeeneeaaaanananen.. 1p
1 a 1
ahonnan, f métrixa a kanonikus bézisranézve A= | a 1 0 | € M3(R) ..., 1p
1 a O
c) f valés lindris izomorfizmus < A invertdlhaté M3(R)-ben < det AZO0.......ooviiiiiin... 0.5p

Mivel det A = a? — 1, kivetkezik, hogy f valés linedris izomorfizmus pontosan ha a € R\ {£1}..0.5p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol . ... 1p

. Mivel
Wm2+1n2 422 n24n2 1\° 2\° ny 2
an = T P i+ (= (2] ) (1 (B)),

n n n n n n
.................................................................................................. 0.50p
ezért ) )

1 1 2 2

lnanz{ln <1+ () ) + In <1+ () ) +...—|—1n(1+ (ﬁ> )}

n n n n
.................................................................................................. 0.50p
Tekintsiik az f : [0,1] — R, f(z) = In(1 + 2?) fiiggvényt.
.................................................................................................. 0.25p
Mivel f folytonos a [0, 1] intervallumon, ezért hasznédlhatjuk a kévetkezd tulajdonsdgot:

1 1 2 !
lim {f () +f<) +...+f(")} :/ f(z) dz

n—oo n n n n 0
.................................................................................................. 0.25p
Kovetkezésképp

1
lim Ina, :/ In(1 + 2?) da.

n—oo 0
.................................................................................................. 0.50p
A parcidlis integréalds képlete alapjan

' .t 1 2 1
Jim o, = win(4a?) | ‘/0 x'md‘”:m‘zfo ( 1+a:2> =
1 T T
= 1n2—2(x—arctgm)‘:1n2—2(1—7) —+In2-2.

0 4 2
.................................................................................................. 0.75p
Kovetkezésképp lim a, = ez 1272,

n—oo
.................................................................................................. 0.25p
. Az adott sor pozitiv tagi. Jeldlje
a+n?
Ty =
a’fL

a sor altalanos tagjat.
.................................................................................................. 0.25p



A héanyados kritérium kovetkezményének alapjan:

1)2 " 1
limM:hm at(n+l) ¢ ==,

n—oo I n— 00 antl a+ n2 a
.................................................................................................. 0.50p
Ekkor

e a>1esetén a Y x, sor konvergens,
n>1
e a <1esetén a Y, x, sor divergens.
n>1
.................................................................................................. 0.50p
Az a =1 esetén a sor altalanos tagja:
Tn, =14+ n?.
Mivel lim (1+ n?) = +o0, ezért a Y. x,, sor divergens.

n— 00 n>1
.................................................................................................. 0.50p
Kovetkezésképp a > x, sor akkor és csak akkor konvergens, ha a > 1.

n>1
.................................................................................................. 0.25p

. Az f fiiggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt 2n-ed rendii Taylor-féle polinom a kovetkez6 fliggvény:

o= FE(0) g
T2n;0f R — Rv T2n;0f(m) = Z K x.
k=0
.................................................................................................. 0.25p
Az f figgvény végtelen sokszor derivalhaté az R halmazon, mint elemi fliggvények Osszetett fiiggvénye.
.................................................................................................. 0.25p
TetszOleges x € R esetén meghatdrozzuk az f fiiggvény derivaltjait:
1 1
f(z)= 2005% : (—sin g) 5773 sin .
.................................................................................................. 0.25p
Indukcidval igazolhatd, hogy tetszoleges n € N esetén
M (z) = —lsin (:E +(n— 1)E> .

2 2
.................................................................................................. 0.75p
Innen x = 0 esetén kapjuk, hogy

1. m 0, ha n=2t+1
= (-05) =y !
£(0) 5 sin (n 1)2 { ~1(=1)"', ha n=2t
.................................................................................................. 0.25p
Kovetkezésképp
n 1(_1)k—1 ok 1 1‘2 1‘4 376 N xQn
Ton: =140 A Iy (I N D Ly
2o (x) =1+ +I; 2 (2k) " s\ ~w T YT G

.................................................................................................. 0.25p



4. A
V=t
véltozdcserét hasznaljuk.
.................................................................................................. 0.50p

Ekkor
x =t? = dx = 2t dt.

.................................................................................................. 0.50p

Innen kapjuk parcialis integralassal, hogy

/eﬁd.ﬁ:/€t~2tdt=/(et)/~2tdt=2t€t—2/€tdt:2€t(t—1)+C:2€\/E(\/.E—1)+C.

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol ... 1p
ca)dy Ldoemy -moa=—1;, mi=1=mo= 1o 0.5p
A masik dtlé egenlete do :y —1=—=1(x —=3) S x+y—4=0. .0t 0.5p

b) m; = 1 = az Ox tengely és a d; 4tl6 altal bezart szog 45°. A négyzet 4tl6i szintén 45 fokos szoget
zarnak be az atlokkal, tehdt a négyzet két oldala parhuzamos az Ox tengellyel, a masik kett6é pedig

merdleges az Oz tengelyre. Tehét az oldalak és az Ox tengely szoge 0° illetve 90°. ................ 0.5p
C)AD|Ox = AD :y=1;AB L Oz = AB 1 T = 3. it 0.5p
B,Cedi :y=2=B(3,3), D(1, 1) «@tutiitt e 0.5p
BC :y=3,CD :2=1=C(1,3). ottt e 0.5p
. a) A fékuszpontok koordindtdi F1(—+v/3,0) si Fa(v/3,0) ..o 1p

b) Az [Fy F»] atméréjii C kor kozéppontja O(0,0) és sugara /3, tehdt a kor egyenlete

2 +y? =3.

c) Fl/Z\ﬁg akkor és csakis akkor derékszog, ha az M pont rajta van a C korén és kilonbozik az Fy, Fy
PONEOK O .o 0.5p

Tehét az M (xz,y) pont koordindtéi egyszerre teljesitik az aldbbi egyenleteket
2

€ 2
i =1
1Y

ahonnan

..................................................................................................... 1p
SR I
. a) A d egyenes egy irdnyvektorad = Ny x No=|1 0 1 |=(-1,0,1).
0 1 0
AB = (2,0,-2) = 2-d = AB | de «.oeeee e 1p
b) d(—-1,0,1) Lo, A(1,2,3) ea=a:—1-(z—1)+0-(y—2)+1-(z2—3)=0
S T — 2 2 = 0 1p
c¢) Legyen {A'} =and:
r—z2+2=0
Al rtz42=0 = A(-2,-1,0)
y+1=0.



Az A’ pont igy az A pont vetiilete a d egyenesre, és ezéltal felez6pontja [AA"] szakasznak, ahol A” pont
az A szimmetrikusa a d egyenesre nézve. Igy

T A :2{1’,‘A/ —l‘A:—B
A" ¢ yar =2ya —ya=—4 = A"(-5,-4,-3).
ZAN = QZA/ —ZA = -3.

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.



