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SUBIECTUL I. Algebra

1. (3 puncte) Demonstrati ca
fiZs—Zs, f(T)=3x

este un morfism de grupuri intre (Zs, +) si (Z¢, +). Este f morfism si intre inelele (Zs, +, -) si (Zg, +,-)?
2. (6 puncte) Fie
S={(,y,2) R’ |z +2y + 2 =0}
si consideram subspatiul generat T = ((—1,1,0),(—2,0,1)) in R-spatiul vectorial R3.

a) Demonstrati ci S este subspatiu in R-spatiul vectorial R3.
b) Formeaza vectorii (1,0, —1), (0,1,—2) o bazd in R-spatiul vectorial S?

¢) Sa se determine cite o bazd in R-spatiile vectoriale S+ T si SNT.
SUBIECTUL II. Analizd matematica

1. (3 puncte) Consideram sirul (z,,),>0 definit prin zo =1 si

xpe®n (e — 1)

=0,1,2,...
eQIn_l_xn n )y Sy

Tn+1 =

)

a) Sa se demonstreze cd e® > 1+ z, pentru oricare x € R\{0}.

b) S& se arate ca sirul (z,)n>0 este convergent si lim z, = 0.
- n— oo

c¢) Folosind eventual lema lui Stolz-Cesaro, si se calculeze limita: lim naz,.
n—oo

2. (2 puncte) Studiati prin discutie dupd parametrul real o natura seriei de numere reale:

sin £ — sin -

z : n n+1
n« '

n>1

3. (2 puncte) Scrieti formula lui Maclaurin cu rest de tip Lagrange, de rang n > 3, atagatd functiei
f:R — R, unde
f(x) = (42% — 8x)e®, Vr €R.

In determinarea derivatei de ordinul n a functiei f se poate folosi formula lui Leibniz, privind derivata
de ordinul n a produsului de functii.

4. (2 puncte) Calculati integrala:

dx.

/1ac—|—2—(x—|—1)ln(x—|—l)
0 (x +1)(x+2)2



SUBIECTUL III. Geometrie

. (2 puncte) Si se determine coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A(—1,1) pe dreapta de
ecuatie 2z — 4y + 1 = 0.

. (2 puncte) Sa se scrie ecuatia parabolei cu varful in origine si cu axa de simetrie pe axa Oz, care
admite o tangenta de ecuatie x —y + 1 = 0.

x—1 y+2 2z-2

-3
si este perpendicular pe planul 7 determinat de punctele A(0,0,-5), B(1,1,0), C(0,3,1).

. (2 puncte) S& se determine ecuatia planului care contine dreapta d de ecuatii

20 +y+2—-—1=0

. (3 puncte) Sa se calculeze distanta de la punctul A(1,3,5) la dreapta d : { Syt 2:—83=0"

NOTA:

Pentru fiecare subiect se acordd 1 punct din oficiu.
Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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L 3 1 1p
1. f fiind definita pe clase de resturi, trebuie verificat faptul ci e bine definitd (independenta de alegerea

reprezentantilor).

Intr-adevir, daci z = §, atunci y = x + 8k, deci f(7) = 3(3:/—&-—\816) — 31 + 24k = 37 = f(@) ..... 1p
f este un morfism de grupuri deoarece

JE+2) =f@+2) =3 +2)=32+32=32+32=F(Z)+ f(2) e rerrrerererereieieiiii.. 1p
f este un morfism de inele, caci

f(32)=f(@2) =322=3-72=90-72=32-32= f(@)f(2) oo e e 1p

2. a)

b)

S este subspatiu vectorial pentru ca:

(0,0,0) € S, decarece 042 04 0 = 0. ..ottt 0.5p

Pentru orice (z,y, 2), (z/,y/,2') € S (deci x + 2y + 2 =2"+ 2y + 2/ =0) gi a,ad’ € R avem
a(z,y,z) +d(@,y,2') = (ax + a2’ ay + d'y';az + d'2') € S,

cici ax + a'x' +2(ay +a'y ) +az+d'2 =alr+2y+z2)+d (2 +2y +2)=0.............. 1.5p
Vectorii (1,0,—1), (0,1, —2) formeazi o baza in R-spatiul vectorial S pentru ci:
eapartin lui S, caci 1+2-04+(=1) =0+2- 14 (=2) =0 ..coiiiiiiiiiiiii e 0.5p
e sunt liniar independenti, deoarece
a=20
a(1,0,—1) + b(0,1,~2) = (0,0,0) = b=0 = a=b=00eeeerereeeiiiii. 0.5p
—a—2b=0

e genereaza spatiul S, caci
pentru (z,y,z) € S arbitrar, din « 4+ 2y + z = 0 rezulta (z,y, 2) = (x,y, —x — 2y),
si se observa cd (z,y, —x — 2y) = (1,0, =1) + y(0,1,—2) .o oo 0.5p
Avem S+ T = (SUT) = (1,0, -1), (0,1, ~2), (—1,1,0), (—2,0,1)) si
1 0o -1 =2

dimg(S+T)=rang ( 0 1 L 0 | =8, 1p
-1 -2 0 1
1 0 -1
iar din rang | 0 1 1 | =3, avem c& vectorii (1,0,—-1), (0,1, —2),(—1,1,0) formeaza o bazi
-1 -2 0
PEITU S A T o 0.5p

Avem dimg(SNT) = dimg S + dimg T — dimg(S +7T) =2+ 2 — 3 =1 si ciutdm un vector nenul
in T care sa satisfaca ecuatia care determina pe S. Un vector din T au forma generala

a(—1,1,0) + b(—2,0,1) = (—a — 2b,a, b)
gi din (—a — 2b,a,b) € S obtinem

(—a—2b)+2a+b=0=a=0.
Luand, de exemplu, a = b = 1, gasim vectorul (—3,1,1) care apartine lui SN7T si care, fiind nenul,
formeaza 0 Daza I S N T ...ttt e e 1p

NOTA: Orice altd solutie corectd va fi punctatd corespunzitor.
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SUBIECTUL II. Analiza matematica

1. a) Se definegte functia f: R — R,
fl)=€e"—1—2, VaxeR.

Deoarece ea este derivabild iar derivata acesteia este negativd pe (—o0,0) si pozitivd pe (0, 00),
anulandu-se doar in 0, functia f are punctul z = 0 punct de minim global, astfel f(x) > f(0) = 0, deci

e’ >14+x, Vx#O.

.............................................................................................. (0,5p)
b)
e Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca x, > 0.
Daci z,, > 0, atunci e?*» > e > 1+ z,,, deci x,,1 > 0 pentru orice n > 0............... (0,5p)
e Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca sirul (z,) este strict descresciator. Avem
€2 > 1+ x,, de unde
Tpetr (e —1 Tp (14 )y — e
LTn+1 — Tn = 7; ( )_xn: n(2 - )<07
e*n —1 —x, e¥n —1 —xy,
deci 1 < Ty PENEIU OTICE 70 2> 0. oot vttt (0,5p)
e Deoarece girul (z,,) este strict descrescitor gi marginit inferior, din teorema lui Weierstrass, rezulta
ca sirul (z,) este convergent, deci exista lim z, =: 1 € R.
n—oo
Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem cd 1 =0. .............................. (0,5p)
1 1 . o1 1 . )
¢) Deoarece —— > —— > 0 pentru orice n > 0 si lim — = — = oo, putem aplica lema lui
Tnt1 Ty T n—oo I, 0+
Stolz-Cesaro:
.............................................................................................. (0,5p)
. .n . (n+1)—n Tp+1Tn
lim nx, = lm = lm ~———=lim ——— =
n—oo n—o00 o n—oo E— ~ n—00 Ty — Tp41
2o%n (oTn _q
I pem(et = 1) a(et = 1)
= lim ——-=lim ————— = lim ——— =
n—oo Tn(e"n—1—xn) n—oo e%n —1 —x, n—oo e¥n — 1 — 1,
e2tn —1—zg,,
x(e® —1 e’ — 1+ ze” xe® e’
SN ol D U Sl s =1+ lim —— =2.
Noer*—1—x 20 e*—1 2\0 e? — 1 N
.............................................................................................. (0,5p)

2. Notam prin z,, termenul general al seriei. Se constatd c& seria Y x,, este cu termeni pozitivi, gi se va
incerca aplicarea criteriului IL.b) de comparatie pentru serii cu termeni pozitivi, pornind de la seria
armonica generalizata

convergenta : dacaa>1

n>1 divergenta : dacaa <1



3.

Scopul este determinarea unei valori a parametrului a asfel incat

lim 2 € (0,00),

n—oo yn

caz in care cele doud serii Yz, §1 Yy, au aceeagi naturd. ..., (0.25p)

Se va tine cont de faptul ca atunci cand (a,) C R este un gir cu lim a, = 0, atunci
n—oo

lim S00n) _

n— oo an
............................................................................................. (0.25p)
Deoarece

. . 94 1 2n+1
sin — — sin = 2sin
n n nin+1) nin+1)
i
. 2n+1
im —— = lim — = 0,
n—oon(n+1) n-oon(n+ 1)
avem . )
sin ———~ 1
lim % =1gi lim COSL =cos0=1,
............................................................................................. (0.25p)
deci
_ sin gy 2n + 1 1 1, _ na
lim — = lim 2. ————= -co . -—nft = lim —————~.
n—oo Yy, n—oo FCEsy) n(n + 1) n(n + 1) ne n—oo npot2 (1 + E)
Aceasta limitd va fi in (0, 00) doar in cazul in care
a=ao-+2.
.............................................................................................. (0.5p)

Atunci, lim,_, % = 2 deci, conform criteriul de comparatie IL.b) seria > x,, are aceeagi naturd cu
: _ 1
seria Y yn = > avz-

In concluzie,
convergenta : daca o> —1

divergenta : daca o < —1

e Determinarea derivatei de ordinul n, n > 2 a functiei f (orice solutie corectd, alternativi baremu-
lui va fi punctatd corespunzétor cu (1p) )
Observam ci functia f este un produs dintre o functie polinomiala g(x) = 42? — 8z si h(z) = €,
astfel ea este indefinit derivabila pe R.

Fie z € R arbitrar ales. Derivata de ordinul n a functiei f in punctul = se va calcula cu ajutorul
formulei lui Leibniz pentru derivata de ordinul n pentru produsul a doua functii. Astfel, daca

f(z) = g(x) - h(x), atunci .
F @) =" Chg™ P (@)h P (x).
k=0



iar
A (z)=e®, ¥Yn>0
....................................................................................... (0.25 p)
De aceea,
i > 2, ) (x) = Crg(@)h™ (x) + Cp g (@)D (2) + O 29" ()" ().
Astfel )
Vn > 2, f"(z) = e® |42® — 8z + n(8z — 8) + n(nQ— )8 .

e Formula lui Maclaurin implica utilizarea polinomului lui Taylor de rang n si a restului de tip
Lagrange, toate dezvoltate in jurul punctului a = 0. Astfel, deoarece functia f este indefinit
derivabila pe R,

P (k) (n+1)
Vr € R,3cintre x §i 0 a. 1. f(x):Zf (O)xk—i-f (C)wnﬂ.
= kK

(n+ 1!
......................................................................................... (0.5p)
Avem

fO)y=0, fl(0)=-8 si ¥Yn>2 fM(0)=4n(n-3),
........................................................................................ (0.25p)
astfel
Ve € R,dc intre x 5i 0 a. 1.
B " 4(k —3) e [4c? —8c+ (n+1)(8c —8) +4(n+1)n|
J(w) =8 kZZZ (k—l)!xk (n+1)! A
........................................................................................ (0.25p)
4. Avem
r+2—(r+1)n(x+1)
(z +1)(x + 2)2 B
82 —In(x +1) C (In(z+1))(z+2) —In(z+1)(z+2) (ln(x + 1)>/

N (xz+2)2 N (z+2)2 B x4+ 2 '
................................................................................................ (1p)
Atunci )

le4+2—(z4+1)In(z+1) B Vn(z+ 1)) _In(z+1) | In2

/0 (x4 1)(x +2)2 dm_/o ( z+2 ) = ‘_3
................................................................................................ (1p)

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL III. Geometrie

L 3 1 1p
1. Fie e dreapta care este perpendiculard pe dreapta d si trece prin punctul A(—1,1). Panta acestei
drepte este m, = —m%i = —2. Deci ecuatia dreptei e este: y —1=—-2(x+1) < 2x+y+1=0....1p
Proiectia punctului A pe dreapta d este intersectia dreptelor e si d, adica punctul A’(f%, 0). ..... 1p

2. Metoda 1. Axa Oz fiind axa de simetrie a parabolei cu varful in orgine, deducem ca ecuatia parabolei
are forma: y? = 2px. Ecuatia tangentei la aceastid parabold intr-un punct Mo(o, o) a parabolei este

tiyyo =p(x+20) S t:px —YYo + Do = 00 oot 1p
Tangenta t coincide cu dreapta x —y + 1 = 0, deci ]% = ;ylo = Z? Sy =psix=1.

Punctul de tangenta M(1,yo) apartine parabolei, deci y3 = 2p - 1. Dar yo = p, de unde obtinem c&
p? = 2p & p =2, astfel ecuatia parabolei este y2 = 4T, ... ... 1p

Metoda 2. Dreapta dati trebuie si intersecteze parabola intr-un punct dublu, adicd (x + 1)% = 2px
are o solutie dubld. Discriminantul ecuatiei trebuie si fie 0, adica A =4(1 —p)? —4=0<p=2.

3. Ecuatia planului 7 este

06 351 06 "o Ty oz
=0<= =0«<|1 1 5 =0<=3x+2y—2-5=0.
11 0 1 1 1 5 1 0 3 6
0 3 1 1 0 3 6 1
Un vector normal al planului 7 este (3,2, —1) ...t 1p
r—1 y+2 z-2
Ecuatia planului cerut este 2 -3 2 =0<«<=2r—-8y—132+9=0 ............... 1p
3 2 -1

4. Determinam coordonatele unui punct M al dreptei si unui vector director d.

Fie z = a.

2z 4+y=—-a+1
3r+y=—-2a+3

Solutia sistemului este S = {(—a+2,a —3,a) |a € R} = {a(-1,1,1) + (2,-3,0) |« € R}. ..... 1p
) 3 ;

Rezulta ecuatiile dreptei d: % = % = %, adicd un vector director este d(—1,1,1) si un punct

M are coordonatele (2,—3,0). ...t 1p
— .
MAXxd —

Distanta de la A la d este d(A,d) = |||CZ]>|<|7 unde M A(-1,6,5)

B A A
MAxd=| -1 6 5 |=7—4j+5k Realti d(A,d)= Y55 = VI] ... 1p
-1 1 1

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



