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Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

1. (7 puncte) Fie

[\

—_

[N

w

S

v:{(g Z)Ia,beR}.

a) S& se arate cid V este un subspatiu al R-spatiului vectorial Ms(R).

b) Fie
1 0 11 1 -1
=l d)e=(on)e=(o )

Sa se arate c& V = (A, B, C) si si se determine dimensiunea R-spatiului vectorial V.

(3 1) =

este un morfism surjectiv de grupuri de la (V,+) la (R, +).

c) Sa se arate ca functia

. (2 puncte) S& se arate ca pentru orice n € N numerele intregi 6n — 1 gi 10n — 1 sunt relativ prime,
apoi sa se determine un c.m.m.m.c. al lor.

SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (2 puncte) Determinati limita sirului de numere reale (x,)n>2 , avand termenul general
In22+1n33+...+Inn"
xn:n T —: —|—nn, Vn > 2.
n

. (2 puncte) Studiati prin discutie dupa parametrul real a > 0, natura seriei de numere reale cu termeni
pozitivi:
1 n
Sa(2-1)
n
n>1
. (2 puncte) Scrieti polinomul lui Taylor de gradul n € N atagat functiei
f:(2,00) =2 R, flx)=vz—2
in punctul a = 3.

. (3 puncte) Sa se calculeze valoarea integralei

3m

/4 (e“(sinz + cosx)) In (1_COS$) dzx.

sinx
2



SUBIECTUL III. Geometrie

1. (2 puncte) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul M(—1,1,—2) si este perpendiculard
pe planul determinat de punctele A(1,—1,1), B(-2,1,3) si C(4, -5, —2).

2. (3 puncte) Demonstrati ca dreptele de ecuatii

2 y-1
2yl

i —3 Z9 T 1

z+y—2=0
r—y—5z—8=0

sunt paralele i calculati distanta de la punctul P;(—2,1,0) la dreapta ds.
3. (2 puncte) Se di hiperbola 22 — 4y = 16.

a) S& se determine distanta dintre focarele hiperbolei.

b) S& se scrie ecuatiile asimptotelor hiperbolei.

4. (2 puncte) Se dau punctele A(1,6) si B(4,—3). Sa se scrie ecuatia cercului cu centrul pe axa Oz si
care trece prin punctele A si B.

NOTA.
Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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L 3 1 1p
1. a) Se aplica teorema de caracterizare a subspatiului:
10
02<O 1>€V ....................................................................... 0.5p
. R a b a b\ _ [a+d b+V
Pentru orice a,a’, b, b GRavem(O a)—l—( A 0 atd eV ..o 1p
Pentru orice a € R si orice a,b € R avem « - a b =« o-b eV 1p
0 a 0 a-a
mvuwAan@vx—<g Z)jm&WGR:X—aA+BB+%7O)
a b\ 1 0 11 1 -1 at+B+v=a
(8 0 =a( L) oa( 5 ) a(d ) e {2
. . . a=a—b—2y o .
Sistemul (S) este compatibil | nedeterminat, B=b+tn , ceea ce demonstreaza existenta
scalarilor «, 8,7 € R si completeaza demonstratia faptului ca V = (A, B,C) ................. 0.5p
Calculul dimensiunii Iuil gV . ..o 1p
Varianta 1 de calcul:
Observam ca B + C = 2A4; rezulta A, B, C liniar dependente si atunci dimg V' < 2......... 0.5p
Verificam ci A gi B sunt liniar liniar independente, deci dimg V' =2....................... 0.5p

Yarianta 2 de calcul:

In Incercarea de a proba liniar independenta vectorilor A, B, C, egalitatea aA + B + vC = O4

a+pB+v=0
B—v=0

conduce la sistemul omogen

care este compatibil nedeterminat. Cum scalarii

«, B, nu sunt toti nuli, vectorii A, B, C sunt liniar dependenti, si astfel dimg V" <2....... 0.5p
Se justifica pentru oricare 2 vectori alesi dintre vectorii A, B, C' c&a sunt liniar independenti si
atunci dimg V' > 2. Deci dimp V = 2 ... 0.5p

c¢) Verificarea faptului ca f este omomorfism de grupuri ...t
Pentru orice a,a’,b,b’ € R avem

(5 o)+ (o w))=r(( " w))=er=s((52)) oo (5 @)

Justificarea faptului ca f este surjectiva ....... ... 1p
(Exemplu: Vy € R,3X = < g 2 ) astfel incat f(X) =y.)

. . . .. . .. d|6n—1 .

2.  Fien € N arbitrar gi d € N un divizor comun pentru 6n —1 si 10n — 1, adica d|10n—1" Atunci

d|5(6n—1) d|30n—5 _ _ _

{d3(10n—1) & d|30n—3 =d|2[=B0n—-3)—B0n—5)]|=d=1saud=2........ 1p
Cum 6n — 1 e impar (ca, de altfel, si 10n — 1), d nu poate fi 2.

Prin urmare, d = 1 gi atunci, evident, (6n —1,10n —1) =1 ... .o, 0.5p

(6n —1,10n — 1)[6n — 1,10n — 1] = (6n — 1)(10n — 1) = [6n — 1,10n — 1] = (bn — 1)(10n — 1) ....... 0.5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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1. Aplicam lema lui Stolz-Cesaro pentru girurile intermediare (a,) si (b,) avand termenii generali

an=Im2%+mn3%+ ... +Inn", b, =n*, VYn>2,

deoarece
lim b, = lim n? = +o0.

n—oo n—oo
.............................................................................................. (0,5p)
Verificam existenta limitei

. Qpy1 — Qp In(n + 1)7+! n
n1~>oo bn+1 — bn ngrolo (n + 1)2 —n? n1~>oo 2n + 1 H(Tl + ) & &
................................................................................................ (1p)
Astfel
. . An+1 Gnp
1 n= lim — =1
oo T e by neo byt — by
.............................................................................................. (0,5p)
2. Utilizam criteriul radacinii:
(= lim {a, =l "”21n—1' 21—2
= Jim, Vo= fim ffor (220 ) = Jmoa (20 ) =20
.............................................................................................. (0,5p)
e Daca ¢ =2a < 1, adica a < %, atunci seria este convergenta; ......... ... ... oL (0,5p)
e dacd { =2a > 1, adicd a > 1, atunci seria este divergentd; ............................... (0,5p)
e daca £ =2a =1, adicd a = %, atunci termenul general al seriei nu tinde la 0:
2n] 4
) 1 n 1 n ) 1 n ) 1 —zn 4
dn(5) (20) = (-g) = [(1—%) ] e
deci seria este dIVErgenta. ... ... ... . (0,5p)

3. Polinomul lui Taylor atasat functiei f : I — R si unui punct a € I in care functia este de n ori
derivabila este functia polinomiala T}, o f : R = R,

n (k)
Toaf(z) =" / k!<“) (z—a)f, VzeR

Pentru problema actuald I = (2,00), iar a = 3.

Derivata de ordinul 1 a functiei f este



derivata de ordinul 2 a funtiei f este

.............................................................................................. (0,5p)
Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca pentru oricare n > 2
-1 n—1 e
F(z) = % S(2n =3 (z—2)" T
.............................................................................................. (0,5p)
Remarcam faptul ca
1
f(3)715 f’(g):§7
iar
1 — f®(3) k
Tosf(z) = 1+5(@=3)+) (e —3)" =
k=2
= 1+1(x—3)+§:ﬂ-(2k—3)”(w—3)k Vr e R
2 = 2k k! b ’ '
.............................................................................................. (0,5p)
4. Observam c& (e sin@) = €7 (SILE 4 COST) -t vvetnett ettt e et (1,0p)
Aplicam integrarea prin parti:
T . 1—coszx ki Y 1—coszx
e’(sinx +cosz) In | ——— | de = (esinz) In| ——— | dz =
% ST % S T
i 3n
1—cosz EX sinz  sin?2 — cosz + cos®x
= e¥sinzln - — e*sinx - . — dx =
sinx . b 1 —cosz sin“ x
3
.............................................................................................. (1,0p)
Obtinem valoarea integralei:
1 Kl 1 i
= e%iln(ﬁJrl)f emdx:e3%—21n(\/§+1)few =
3 3
n 1 ™
= 7 2ln(\/§+1)—1) +e2

.............................................................................................. (1,0p)

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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L 3 1 1p
T Y z 1
. . 1 -1 1 1 .
1. Ecuatia planului ABC: 9 1 3 117 0< 2z —3y+ 62— 11 =0, de unde N(2,-3,6) [sau
4 -5 -2 1

N:Exﬁ] ................................................................................. 1p

Ecuatiile dreptei perpendiculare pe (ABC): g T T TG e 1p
. . > 1 -1 1 -1
2. a) Un vector director al dreptei ds este da(pa, g2,72), unde ps = 1 _s 6, q2 1 5| =
4, r9 = ‘ 1 _11 = -2, d; =-2- d_i = d_i si d_; colindari ...... ... ... .. . 1p
. —_—
b) Un punct al dreptei ds este Pa(4,—4,0), P1(—2,1,0) € d1, Py P2(6,—5,0) ...ccooveviiiiiiiiia. 1p
- .
) d(Py,dy) = % D 1p
2
Observatie O alta solutie posibila:
a) si b) identic ca mai sus
¢) Coordonatele proiectiei Q a lui Py pe do sunt (—2,0,—2), d(P1,d2) = d(P1,Q) =5 .......... 1p
2?2
3. Ecuatia hiperbolei se poate scrie sub forma 6 1= 1,deunde avem a =4, b=2 ........... 0.5p
a) 2 =a2+ b2 =20= FF =4V 5. 0.5p
1
b) Ecuatiile asimptotelor: y = iix. ............................................................. 1p
4. Varianta 1. Centrul cercului are coordonatele Mo(¢,0) ..... ..o, 0.5p
r=|MoA| = |MoB| &1 =(t—1)24+36=(t —4)2 + 90ttt 0.5p
t = —2, deci Mp(—2,0) si r? = 45. Ecuatia cercului este: (z+2)% +¢y>=45............cini. 1p
Varianta 2. Centrul cercului se afli pe mediatoarea segmentului [AB]. Mijlocul segmentului AB
este P(%, %), panta mediatoarei este mg = —miB = g = % Deci ecuatia mediatoarei este y — % =
@ = 5) @ m =By 2 =0, 1p
Centrul cercului {M} = Oz Nd, deci M(—2,0). Raza este r = |[MA| = /45. Astfel ecuatia cercului
eSte (T 4 2) 2 2 = A 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



