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I TETEL. Algebra

1. (7 pont) Legyen V = {( g b > |a,b€]R}.
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a) Igazoljuk, hogy V résztere az M(R) valds vektortérnek.

(3 9) o= () e 7))

Igazoljuk, hogy V' = (A, B, C) és hatdrozzuk meg a V valds vektortér dimenzi6jét.

s (3 1)

fiiggvény sziirjektiv csoportmorfizmus (V, +)-bdl (R, +)-ba.

b) Legyen

¢) Igzoljuk, hogy az

. (2 pont) Igazoljuk, hogy minden n € N-re 6n — 1 és 10n — 1 relativ primek, majd hatdrozzuk meg a
legkisebb kozos tobbszorosiiket.

II. TETEL. Matematikai analizis

. (2 pont) Hatdrozzuk meg az (x,,),>2 valés szdmsorozat hatdrértékét, amelynek éltaldnos tagja
In22+m3%+... +Inn"
Ty = * —: + , Vn>2.
n

. (2 pont) Az a > 0 valés paraméter fiiggvényében tanulményozzuk a kovetkezd pozitiv tagi valds

szédmsor természetét: .
1
S (2 - ) |
n

n>1

. (2 pont) Trjuk fel az
f:(2,00) =R, flz)=+vzx—-2
fliggvény n-edrendii Taylor-féle polinomjat az a = 3 pontban!
. (3 pont) Szamitsuk ki az

3m
P

J

1—
(e“(sinz + cosx)) In (COS$> dx

sinx

hatarozott integralt!



III. TETEL. Geometria

. (2 pont) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenleteit, amely athalad az M(—1,1,—2) ponton és
merdleges az A(1,—1,1), B(—2,1,3) és C(4,—5,—2) pontok altal meghatdrozott sikra.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy a

dlt

x+2_y—1_i,‘d. r+y—z=0
3 2 19"\ a—y-52-8=0

egyenletekkel megadott egyenesek parhuzamosak egymdssal és szamitsuk ki a P;(—2,1,0) pont do
egyenestol vett tavolsagat.

. (2 pont) Adott az 22 — 4y* = 16 hiperbola.

a) Hatdrozzuk meg a hiperbola fékuszpontjai kozti tdvolsdgot.

b) frjuk fel a hiperbola aszimptotdinak egyenleteit.

. (2 pont) frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja az Ox tengelyen talalhaté
valamint dthalad az A(1,6) és B(4, —3) pontokon.

MEGJEGYZES.

Minden tétel kotelezé. Minden feladathoz teljes megoldds megadésa sziikséges.
Minden tétel esetén jar 1 pont hivatalbdl. A legkisebb dtmend jegy 5,00.
A munkaidé 3 éra.
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Javitékulcs
I TETEL. Algebra
Hivatalbol . . .o 1p
a) A részterek jellemzési tételét alkalmazzuk:
1 0
02<O 1>€V ....................................................................... 0.5p
P . a b a b\ _ [a+d b+V
Ha a,a’,b,b" € R tetszoleges, akkor < 0 a ) + ( A 0 atd eV ... 1p
HaaERésmbeRtetszéleges,akkora-(a b):(aa a'b)eV ................. 1p
0 a 0 «a-a

b) V = (A4,B,C) & VX = g Ja,B,vER: X =aA+BB+~C (1)

b
GH¢<8 2) ( 3 < >+7<é El>@4$‘{a+%tlz% ..... 1p

Az (S) rendszer kompatibilis | hatdrozatlan, gi Z;}; — 2y , ami garantdlja az o, 3,7 € R
skaldrok 1étezését, lezdrva ezaltal annak bizonyitdsat, hogy V.= (A, B,C).................... 0.5p

A dimg V' dimenzié meghatarozdsa, pontosabban

1. Mdédszer:
Eszrevessziik, hogy B + C' = 2A, ahonnan A, B, C linearisan fiiggd, tehat dimg V < 2...... 0.5p
Ellenérizziik, hogy A és B linedrisan fiiggetlenek, tehat dimg V =2......... .. ... ... ... 0.5p
2. Mddszer:

Az aA + BB 4 vC = O, egyenl6ség az linearis homogén egyenletrendszerhez

=0
p—v=0
vezet, amelyik kompatibilis hatarozatlan. Mivel van nem trividlis megoldas, azt jelenti, hogy
léteznek «a, 5, nem mind nullék tgy, hogy aA + 8B +~vyC = O,, vagyis A, B, C' linedrisan fiiggo,
tehat dimr Vo 0.5p

Igazoljuk, hogy az A, B, C vektorok kozil kettd linearisan fiiggetlen, tehat dimg V' =2....0.5p

¢) f csoportmorfizmus, hiszen ha a,a’,b, b’ € R tetszbleges, akkor ...... ...t 1p
a b a v - a+ad b4V _ ;L a b a b
(5 o) (5w )=r (0 e ) == (5 0)) = (05 )
sz eIV, oo e 1p
hiszen ha y € R tetszOleges, akkor 1étezik példaul X = ( g 2 ) dgy, hogy f(X) =y
" . , - e . d|6n—1
Legyen n € N tetszoleges és d € N a 6n — 1 és 10n — 1 egy kozos osztdja, vagyis d|10n—1"
15601 |
d|b5(6n—1 d|30n—5
{ d|3(10n — 1) @{ d|30n—3 =d|2[=B0n—-3)—B0n—5)]=d=1vagyd=2...... 1p
Mivel 6n — 1 pdratlan (ahogy amigy 10n — 1 is), d nem lehet 2.
Tehdt d =1, vagyis (6n — 1,100 — 1) =1 oottt e 0.5p
(6n —1,10n —1)[6n — 1,10n — 1] = (6n — 1)(10n — 1) = [6n — 1,10n — 1] = (6bn — 1)(10n — 1) ....... 0.5p

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis

HivatalbOl ... (1p)

. Alkalmazzuk a Cesaro-Stolz—tételt az x,, = ‘g—: alaku altaldnos tagu sorozatra, ahol

a, =In22 +In3%+ ... +Inn", b, =n?, Vn>2,

mert
lim b, = lim n? = +o0.

n—oo n—oo
.............................................................................................. (0,5p)
Ellenérizziik a hatarérték 1étezését

. Opy1—Gp o In(n+ 1) n+1 1 B
AL ML S S T R T
................................................................................................ (1p)
Tehat a tétel szerint
a . Gn+41 — ap
lim z, = lim = lim

n—o0 n—o0 by, n—00 by41 — by,

.............................................................................................. (0,5p)
. A gyokkritériumot fogjuk alkalmazni:
(= lim a, = 1 "”21n—l' 21—2
= Jim = Jim Yo (20 ) = dima (20 = 20

.............................................................................................. (0,5p)
e Ha l=2a < 1, vagyis a < %, akkor a Sor KONVErgens; . .......ouueeeieen i eiananen.. (0,5p)
e ha { =2a > 1, vagyis a > %7 akkor a Sor divergens; . ... ..o (0,5p)

e ha ¢ =2a =1, vagyis a = %, akkor a sor altalanos tagja nem tart 0-hoz:

1
n n n —2n 2
im (1) (2-1) —im (1-L) = um [(1-2 —e 2 #£0,
n—oo \ 2 n n—00 2n n—00 2n

€z€rt a SOT dIVETrZENS. .. ...t (0,5p)

. Az f: T = R (n+ 1)-szer derivdlhaté fiiggvény n-edrendli Taylor-féle polinomja az a € I pontban a
Thof R—R,

Tuf@) =3 L@ a0, voer
k=0 ’

POLNOMITGEVENY. . ..ot (0,5p)
Jelen feladat esetén I = (2,00) és a = 3.

Az f fuggvény elsérendili derivéltja:

Nl=

fa)=5e-2%,



mig a fliggvény masodrendli derivaltja

1 1
rw=z(-3) -2
.............................................................................................. (0,5p)
Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy minden n > 2 esetén
-1 n—1 e
F () = % 2 =3 (z—2)" .
.............................................................................................. (0,5p)
Megjegyezziik, hogy
1
f(3):15 f’(g):§7
mig
F®(3)
Tosf(z) = 1+-(z—3)+) O (z—3)F =
k=2
- (_1)1671 " k
= l+s(@=3)+), s (2E— 3@ —3)", Vo eR
k=2
.............................................................................................. (0,5p)
4. Eszrevessziik, hogy (€% sinz) = e (SINE + COST) ... onvrnrtnt et (1,0p)
A parcidlis integrélas képletét alkalmazva
Kl o 1—cosx Kl Y 1—cosx
e’(sinz 4+ cosz) In | ———— | dx = (esinz) In| ———— | dx =
z sinz z sinz
37‘" 3m
o <1—cosw> /T o sinz  sin®2 — cosz + cos?x
= efsinzgln| ——— — e*sinx - . — dr =
sinx . z 1—cosz sin” x
3
.............................................................................................. (1,0p)
Kapjuk, hogy a hatdrozott integral értéke:
1 Kl 1 s
- 6%”72 1n(ﬁ+1)7/ emdz:e%”—Q In(V2+1)—e” | =
3 3
~ 1 ™
= 7 <21n(\/§—|—1) —1) +e2
.............................................................................................. (1,0p)

MEGJEGYZES: Minden eltérd helyes megoldds ardnyosan pontozédik.
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III. TETEL. Geometria
HivatalbOl ... 1p
T y z 1
1. Az ABC sik egyenlete: 9 _11 :1,) 1 =0« 2x—3y+ 62— 11 = 0, ahonnan N(?, —3,6) [vagy
4 -5 -2 1
N =AB x 1@] ................................................................................. 1p
Az ABC sikra meréleges egyenes egyenlete: v —2|_ 1 = y_—31 _— —g RTINS 1p
2. a) A ds egyenes egy irdnyvektora d_;(pg,qQ,rg), ahol py = ‘ _11 :é ‘ =—6,qp = — ’ 1 :é ‘ = 4,
ro = ’ } _11 ‘ =2, dy=—2-dy = dy és d kollinearisak .................ccooiiiiiiiiiii i, 1p
b) A ds egyenes egy pontja P»(4,—4,0). P;(—2,1,0) € dy, ]TP;(G, =5,0) 1p
¢) d(Py,dy) — Wﬁixnd“ B e Ip

Megjegyzés. Egy masik lehetséges megoldas:

a) és b) mint az elébb

c) A P; pont Q vetiilete a dy egyenesre: Q(—2,0,—2), d(Py,d2) =d(P1,Q) =5 ................ 1p
22 2
3. A hiperbola egyenlet felirhaté az 6 1 1 alakba, ahonnan a =4, b=2 ................... 0.5p
a) 2 =a2 4+ b2 =20= FF = 20 =4V 0. 0.5p
1
b) Az aszimptotdk egyenletei: y = :l:ix. ........................................................ 1p
4. 1. Médszer. A kor kozéppontja Mo(t,0) ..ottt 0.5p
r=|MoA| = |MoB| &1 =(t—1)24+36=(t —4)2 + 90ttt 0.5p
t=—2, My(—2,0) és r? = 45. A kor egyenlete: (2 +2)2+ 5% =45. ...t 1p

2. Mbébdszer A kor kozéppontja rajta van az AB szakasz felezOmerdlegesén. Az AB szakasz

felez6pontja P(%,%), irdnytényezdje mg = fmiB = % = % Az oldalfelez6 merdleges egyenlete
y—%z%(m—%)@m—3y+2:0 ............................................................... 1p
A kor kozéppontja {M} = Oz Nd, tehdt M(—2,0). A sugara r = |[MA| = /45, a kor egyenlete
(4 2) 2 A 2 = D o 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfelelGen lesz pontozva.



