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SUBIECTUL I. Algebra

. (5 puncte)

a) S& se arate cd 38Z N 247 este subgrup in grupul (Z,+).
Este gi subinel in inelul (Z, +,-)?

b) S& se arate c& 38Z U 247 nu este subgrup in grupul (Z, +).

¢) Sa se determine o pereche (a,b) € Z x Z astfel incat 38a + 24b = 2.
Deduceti ca 38Z + 247 = 27.

. (4 puncte) Fie
f:RSHRQa f(x,y,z):(xfy,erz)

a) Sa se arate ca f este o transformare liniara de R-spatii vectoriale.
b) S& se scrie matricea transformarii liniare f in perechea formatd din bazele canonice.

c¢) Formeazi vectorii f(1,2,0) si f(0,1,2) o bazd in codomeniu? Justificare.
SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (2 puncte) Determinati limita sirului de numere reale (x,,),>2, avand termenul general

142+4...4+n
Ty = , VYn>2.
TV )

. (2 puncte) Studiati prin discutie dupa parametrul real a > 0, natura seriei de numere reale cu termeni
pozitivi:
n?—n+3\"
a-—— | .

> 7

n>1
. (2 puncte) Scrieti polinomul lui Taylor de gradul n € N atagat functiei

f:(2,00) =R, f(z)=(z—2)In(z—2)

in punctul a = 3.

. (3 puncte) Consideram functia

1
frl000) 5 R fm)= im 05 o

a) S& se calculeze f(2).

b) Sa se arate ca f(z) = % pentru orice z € [0, 2).



SUBIECTUL III. Geometrie

. (2 puncte) Determinati ecuatia planului care trece prin punctul M (1, —2,1) si este perpendicular pe

dreapta
d- r—2y+2-3=0
"l r+y—2+2=0

. (3 puncte) Determinati distanta dintre dreptele

x+7 y+4 z+3 . r—21 y+5 z-2
= = §1d2: = =

dii—3 1 ) 6 1 1

. (2 puncte) Sa se scrie ecuatia elipsei, daca se stie cd axele de simetrie ale elipsei sunt axele de
coordonate, distanta focala este 10, iar lungimea axei mici este 24.

. (2 puncte) Fie M(zo,y0) un punct pe parabola y?> = 2x. Tangenta dusi in M la parabold inter-
secteaza axa Oy In punctul N.

a) Sa se determine coordonatele centrului de greutate G al triunghiului OM N, unde O(0,0) este
originea sistemului de coordonate.

b) S& se demonstreze ca paralela dusd prin punctul N la axa Oz trece prin punctul G.

NOTA.

Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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L 75Ty L 1p
1. a) Se aplica teorema de caracterizare a subgrupului:
0 € 38Z N 24Z i pentru orice a,b € 38Z N24Z avem a,b € 38Z sia,b€24Z.................. 0.5p
Varianta 1: Din 387,247 < Z avem a —b € 38Z sia —b € 24Z, decia —b € 38ZN247Z ...... 1p
Varianta 2:
Din 387,247 < Z avem a+b € 38Z sia+be€ 247, deci a+b € 38ZN24Z ................. 0.5p
Din 387,247 < 7Z avem —a € 38Z si —a € 247, deci —a € 38ZN24Z ..., 0.5p
Subgrupul aditiv 387 N 247 este si subinel in (Z, +, -) el fiind inchis in raport cu inmultirea.
Mai precis 38Z, 247 fiind subinele in Z avem ab € 387 si ab € 247, deci ab € 38ZN 247 ..... 0.5p

2. a)

Observatie: Verificarea completa a proprietatilor din teorema de caracterizare se poate face si
folosind proprietati ale divizibilitatii numerelor intregi (de exemplu, suma, diferenta, produsul a
doi multipli de 38 sunt, de asemenea, multipli de 38).
Multimea 38Z U 247 nu este subgrup in (Z,+), ea nefiind parte stabila in raport cu adunarea.
De exemplu 38,24 € 38Z U247, dar 38 +24 =62 ¢ 38Z U247 .. ....ovvvviiiniiiiiiiiiiinn. 1p
Se aplica algoritmul lui Euclid:
38=1-24+14
24=1-14410
14=1-10+4
10=2-4+42(5i4=2-2+40)
Deaici2=10-2-4=3-10—2-14=3-24—-5-14=8-24—-5-38

Deci putem ua a = — 5, b= 8. .. 1p
Din 2 = 38a + 24b rezulta ca 2k = 38ak + 24bk € 387 + 247, pentru orice k € Z,

prin urmare 27 C 38Z + 247 ... ... 0.5p

Avem si 38k + 241 = 2(19k + 121) € 2Z, pentru orice k,l € Z, deci 38Z +24Z C2Z .......... 0.5p

f este transformare liniara de R-spatii vectoriale pentru ca:

Varianta 1: f este aditivii, deoarece pentru orice (x,y, 2), (2/,y’,2') € R® avem
[y, 2) + (@' y,2") = fla+a"y+y,2+2)=(x+2" - (y+y)z+a' +2+2)=

=(@—yz+2)+ @ -y, 2’ +2)=f(x,y,2)+ f@ ¢, 2) oo 1p
f este R-omogena, deoarece pentru orice a € R si (z,y, z) € R® avem
fla(z,y, 2)) = flaz,ay,az) = (ax — ay,ax + az) = a(x —y,x + 2) = af(x,y,2) . cceveen. .. 1p

Varianta 2: Pentru orice a,b € R si (,y, 2), (2,9, 2') € R? avem
fla(z,y, 2)+b(2',y', 2')) = flax+bx’,ay+by', az+b2") = (ax+bx’ —(ay+by'), ax+bx'+az+bz") =

=alzr—y,x+2)+ba —y, 2’ +2)=af(x,y,2) +bf(x', ¢/, 2") o 2p
Varianta 1: Calculam f(1,0,0) = (1,1), f(0,1,0) = (—1,0), f(0,0,1) = (0,1), de unde matricea
lui f in perechea formatéa din bazele canonice este 1 _01 (; ............................... 1p
Varianta 2: Din f(z,y,2)! = voyy _ (b -1 5 avem c& matricea lui f relativ la
) o x+z 1 0 1 z ’
. 1 -1 0
bazele canonice este (1 0 1> ............................................................. 1p
Avem f(1,2,0) = (—1,1) si f(0,1,2) = (—1,2), iar acesti vectori sunt liniar independenti pentru
ca 711 ;1 # 0, deci formeaza a baza in spatiul bidimensional gR? .......................... 1p

NOTA: Orice alt solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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T 1 P (1p)
M (T V2 AD) > BN 7= 4100 (0,5p)
n—00 n—o00
Aplicdm lema lui Stolz-Cesaro si o consecinta a ei:.................oooiiiiiiiiiiii (0,5p)
. 1+24...+n
lim

n—00 1 4+ v/20 4+ ...+ nl

., (I4+2+...+n+n+1)—1+2+...4+n) B

n=oo (14 V214 ...+ ¥nl+ "/ (n+ 1)) — (1+ V2l +... + Vnl)

.............................................................................................. (0,5p)
, n+1 , (n+ 1)+t . (n+2)"2 (n+1)
= lim —— = lim "%/———— = lim . =
n—00 "+1/(n + 1)[ n—00 (n —+ 1)! n—00 (n + 2)! (n + 1)"+1
1 n+1
= lim <1 + > =
n—o0 n+1
.............................................................................................. (0,5p)
. Utilizam criteriul radacinii:
. o nz2—-n+3\" n>—n+3
£= i, Van = lim \/( n) =T =
.............................................................................................. (0,5p)
e Daca £ = a < 1, atunci seria este CONVETZENta; . ...\ vuver ettt (0,5p)
e daca £ = a > 1, atunci seria este diVergenta,; . . ........ouutirt it (0,5p)
e daca £ = a = 1, atunci termenul general al seriei nu tinde la 0:
n n2 3-n
. n?—n+3 . 3—n\" . 3—n\37" 2"
lim — = lim [1+ 3 = lim {1+ 5 =
n—o00 n n—oo n n—oo n
lim 3=5.p 1
f— en—oo n = e # 07

deci seria este diVErgenta. ... ... ... . (0,5p)

. Polinomul lui Taylor atasat functiei f : I — R si unui punct a € [ in care functia este de n ori
derivabila este functia polinomiald T}, o f : R = R,

Thof(z) = i f(kk)'(a) (x —a)*, VzeR.

Pentru problema actuald I = (2, 00), iar a = 3.

Derivata de ordinul 1 a functiei f este

() =In(z—2) +1,



astfel concluzionam ca derivata de ordin n > 2 a functiei f este

f(") (x) = ln("fl)(x —2).

.............................................................................................. (0,5p)
Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca pentru oricare n > 1
™ (z) = (=1)"H(n - 1)!(z —2)™"
Astfel, pentru oricare n > 2
(@) = (~1)"2(n - 2w — 2~V
.............................................................................................. (0,5p)

Remarcam faptul ca

astfel

f(k

naf() $—3+Z

4. a) Folosim calculul limitelor unor giruri cu ajutorul integralei Riemann, adica pentru f € C[0, 1] avem

,ﬂan§3f() IRCL:

.............................................................................................. (0,5p)
1 — k 1 — k Lo
2) = lim = — L
=t s G B T e b i
.............................................................................................. (0,5p)
1

= Vi+a?| =v2-1

.............................................................................................. (1,0p)

b) Fixam o valoare x € [0,2). Deoarece vn2 + 1 < v/n2? + k¥ < v/n2 + n® pentru orice k = 1,2,...,n,
avem

k < k < k
VnZ+nt T Vn2+ kT T V241

iar dupa Insumare

de unde

n(n+1) Z < (+1) n+1 Z n+1
2vn? +n® T 1\/n2+k~L 2vn? + 2n\/1+n"L S (v 1\/m 201 +n-2

Trecand la limitd dupa n (n — o0), obtinem ca f(z) = 3, deoarece x € [0,2).



Solutie alternativa pentru punctul b).

Fixam o valoare = € [0,2). Deoarece n = vVn2 < v/n2 + k% < /n2 + n? pentru orice k = 1,2, ...

avem

k < k k
Vn24+n® T V24 kT T on

iar dupa insumare

k=1 k=1 k=1
Deoarece
1k /1 21 1
lim — - = rdr=—| =—- i
n%oonkz::ln 0 20y 2
I k I k 1~k 1 1
im =y — — Jim =y ——— —lim =y 2. lim —— —Z.1=
D e e 2 e i i, e
prin teorema clestelui avem
1 k
lim — — =, Vze€]l0,2).
M2 ey el

NOTA: Orice alt solutie corecta va fi punctata corespunzator.

7n7
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L 3 1 1p
1. Un vector director d al dreptei d este cf(l, /0 1p
Ecuatia planului este 1(x — 1) + 2(y +2)+3(z —1) =02+ 2y+32=0 ..., .. 1p
2. Varianta 1. M;(—7,—4,-3) € d1, M2(21,—5,2) € da, deci M1 M5(28,—1,5) ....ocvviiiiiiii.. 1p
Lo 28 -1 5
(MlMg,dl,dg) = 3 4 —2 = =3 109 1p
6 —4 -1
s Lo
I - - My Ms,dy,d
di x dy = —127 — 95 — 36k, d(dy, ds) = OO My, dyy o)l gy 1p
[ldy x da|

Varianta 2. Fie « planul ce contine dreapta d; si este paralel cu dreapta ds:

x+7 y+4 z+3
a: 3 4 -2 |=0&(z4+7)(-12)—(y+4)9+(2+3)(—36) =0«
6 —4 -1

S a AT+ 3y 122476 = 0 oo 1p
Fie M2(21, 75, 2) S dg, atunci d(dl, dg) = d(Mz,O&) .............................................. 1p
4-2143-(—5)+12-2+76 169
d(Mg,a):| +3 (5 + + |:—:13. .......................................... 1p
V42 432 +122 13
3.2c=10=c=05, 20 = 24 = b = 12 .o i 1p
A2 = b2 4 €% = 160 o 0.5p
E 1 L 0
i PSEI: —— = = . e )
cuatla elipsel 169 + i P
4. Ecuatia tangentei: yyo = x + z¢ = N(0, %) .................................................... 0.5p
Yo + 2 2
a) coordonatele lui G sunt: zg = @7 Yo = vo _ %0 T 0.5p
3 3 30
2
b) punctul My se afli pe parabold, deci y3 = 2zo. Astfel yg = w -2 _ yn, deci paralela
Yo Yo
prin IV la Oz trece Print G .. ..o et et 1p

NOTA: Orice alt solutie corecta va fi punctata corespunzator.



