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Az alap- és szakismeretek felmérése szobeli vizsga keretében torténik. Ez harom feladatbdl
all a kovetkez6 bontésban:

e egy algebratétel,

e cgy analizistétel,

e ecgy mértantétel.

Gondolkodasi id6 a 3 feladatra Osszesen 20 perc.

A megoldéasok bemutatési ideje 6sszesen 10 perc.

A pontozas menete:

e egy jegy (1-10 ig) minden tételre (ahol 1 pont hivatalbdl jar);
e a végso jegy a 3 tételre adott jegy szamtani kozéparanyosa.

Megj. Mindegyik tétel esetében kilon pontozzuk a helyes vdlaszt és kilon az indokldst.

1 Vialtozat (minta)

1. Legyen R = {a + biv/3 | a,b € Q}. Résztest-e R a (C,+,-) testben? Indoklss.

1 & k"
2. Hatdrozzuk meg a lim — Z In (1 + ) hatarértéket.

n—oo n n
k=1
3. Tekintjiikk az ABCD tetraédert A(3,4,2), B(5,14,4), C(—3,—4,0) illetve D(1,—4,—1)
csicsokkal. Ha G a BCD haromszog silypontja, irjuk fel az AG egyenes egyenletét és
hatdrozzuk meg az AG egyenes és (BCD) sik altal bezédrt szoget.

2 Valtozat (minta)

1. Hatdrozzuk meg az a € R paramétert ugy, hogy a v; = (a,1,1), vo = (1,a,1), v3 =
(1,1,a) vektorok bazist alkossanak az R3 valés vektortérben. Adjuk meg az (1,1,1) vektor
koordinétait ebben a béazisban.

2. Szamoljuk ki:

1 1
lim ]. + \/5 + oo + \/ﬁ

3. Egy hdromszog oldalainak felezépontjai M (1,2), M2(3,4), M3(5, —1). Hatdrozzuk meg

a haromszog oldalegyeneseinek egyenleteit.




Megoldasok
1 Valtozat

1. A résztestek jellemzési tételét alkalmazzuk:
a) Mivel 0 = 0 + 0iv/3, 1 = 1 + 0iy/3 és 0,1 € Q, kdvetkezik, hogy 0,1 € R.
b) Igazoljuk, hogy =,y € R =z —y,x2y € R.
c) Legyen 0 # = = a + biv/3 € R. Ekkor 71 = a+b1i\/§ = Z;fgg = a2f3b2 - a2f3b2i\/§ € R,
. b
hiszen ﬁ“g)bg, 73 € Q.
Tehat R résztest C-ben.

2. Legyen
1 ¢ E\* 1~k k
an == — ln<1+> = — ln(1+>.
n n n n n
k=1 k=1
Innen a, = o(f; A™,&"), ahol f:[0,1] = R, f(z) = xIn(1 + z),
1 2 1 2
A”z( —,— >ED1V01 =(—,—, )EPi(A”)
n’'n’ n’'n

Mivel ||A™|| — 0, azt kapjuk, hogy

lim an/ f(z da:—/ zIn(l+z)de =
n—oo 0

3. A G pont koordinatai G(1,2,1). Igy az AG egyenes egyenlete

r—1 y—2 z-1
AG: — = .
2 2 1

Meghatarozzuk a (BCD) sik egyenletét:

z—1 y+4 z4+1
(BCD) : 4 18 5 =0«
—4 0 1

(BCD) : 18(z —1) — 24(y +4) + 72(z + 1) = 0 &

(BCD) : 3z — 4y + 122 — 7 = 0.

Igy a sik normélvektora N (3,—4,12). Az AG egyenes irdnyvektora d(2,2,1). Tehat,

-

d-N _[6-8+12] _10
dll-[IN]| - 3-13 39

sin (AGTB\C'D)) =



2 Valtozat

1. A vy, va, v3 vektorok béazist alkotnak R3-ben < a kanonikus bazisbeli koordinataoszlopaik
determindnsa A nem nulla

Mivel A = (a+2)(a — 1)? kdvetkezik, hogy a vq,v2, v3 vektorok bazist alkotnak R3-ben <
acR\{-21}.

Meghatarozzuk aq, as, ag € R skalarokat ugy, hogy Z?:l a;v; = v. Innen

1
a+2

a] = g = (3 =

2. A Cesaro-Stolz lemma alapjan:

1+ L+...+L <1+i+...+i+ : )—(1+i+...+i)
lim V2 ‘/ﬁ:lim V2 vn ntl V2 "/ =

n—00 \/ﬁ n—00 n+1-— \/ﬁ
1 1

hm TL—H = hm ’I’L+l( = m —— =

nsooy/n+1—yn n=o(yYn+l—yn)(vn+1l+n) noco  n+l

= lim (1+ vn =2.

n—o0 vn+1

3. 1 Megoldas Legyen ABC' a keresett haromszog tgy, hogy M1 a BC, My a CA, Ms az
AB oldal felezOpontja. A kozépvonal-tétel alapjan:

Bl

e az AB irdnyvektora m(l 2);

e a BC irdnyvektora ]\Wg@, —5);

e a C'A iranyvektora ]\m(él, —-3).
A fentiek alapjan,

o
e az AB egyenes dtmegy az M3 ponton és parhuzamos az M; Ms(2,2) vektorral, tehét az

egyenlete
r—5 y+1

2 2

AB :

vagyis
AB:z—y—6=0.

—_
e a BC egyenes atmegy az M; ponton és parhuzamos az MyMs(2, —5) vektorral, tehat az

egyenlete
xr—1 y—2
BC': =
2 )

vagyis
BC:bx+2y—9=0.

—
e a C'A egyenes atmegy az My ponton és parhuzamos az MzM; (4, —3) vektorral, tehat az
egyenlete

vagyis
CA:3x+4y—25=0.

2 Megoldas A felezépontok koordinatéi alapjan meghatarozzuk a csicsok koordinatdit, majd
felirjuk az oldalegyenesek egyenleteit 2 adott ponton atmend egyenesek egyenleteiként.



