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Graf neorientat

1 Recapitulare - Need to know

Un graf neorientat este o pereche G = (V, U), unde V este o multime finita, nevid3, de
varfuri (noduri), iar U este o multime de submultimi cu doua elemente din V, numite

muchii.
‘ e V=1{1,23,4,5}
U= {[17 2]7 [17 5]7 [27 3]7 [27 5]‘/ [47 5]}
\ Varfurile 1 si 2 sunt adiacente.
e @ Muchiile [1, 2] si [2, 3] sunt incidente (au extrem-
° itatea comuna 2).
Vecinii lui 2: {1, 3, 5}.

stud. Rares-Andrei Cotoi | Grafuri si arbori


https://www.linkedin.com/in/crares/

Gradul unui varf

1 Recapitulare - Need to know

Gradul unui varf x, notat d(x), este numarul de varfuri adiacente cu x (echivalent,
numdrul de muchii incidente cu x).

0 e d(1)=2, d(2)=3, d(3)=1
\ di4)=1, d(5) =
Varf izolat: d(x) =
e @ Varf terminal: d(x) =1 (ex: 3,4)
° Grad maxim posibil: n — 1
Teorema: Z d(x) = 2m,unde m = |U]|.

xeV
Consecintd: Numarul de varfuri de grad impar este un numar par.
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Matricea de adiacenta

1 Recapitulare - Need to know

Matricea de adiacentd a unui graf neorientat G = (V, U) cu n varfuri este o matrice A de
1, dacali,jle U

dimensiune n x n, unde 4;; =
0, altfel

010 01
1 01 01
A=]10 1 0 0 O
0 00 01
11010

e Matricea este simetrica fata de diagonala principala.
e Diagonala principala contine doar 0.
¢ d(x) = suma elementelor de pe linia (sau coloana) x.

stud. Rares-Andrei Cotoi | Grafuri si arbori


https://www.linkedin.com/in/crares/

Graf partial. Subgraf. Graf complementar

1 Recapitulare - Need to know

Fie G = (V,U) un graf neorientat cu n varfuri si m muchii.

Graf partial G; = (V,U;), unde U; C U: se pastreaza toate varfurile, se elimina eventual
muchii.

Subgraf G; = (V1,U;), unde V; C V si U; contine toate muchiile din U cu ambele
extremitati in V;: se elimina eventual varfuri si muchiile incidente cu ele.

Graf complementar G = (V,U): muchia [x,y] € U < [x,y] ¢ U.
Formule:

e Numar de grafuri partiale: 2™ (orice submultime a muchiilor)

e Numar de subgrafuri: 2" — 1 (orice submultime nevida a varfurilor)

e Graful complementar este unic
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Graf complet. Graf bipartit

1 Recapitulare - Need to know

Graf complet K;,: oricare doua varfuri distincte sunt adiacente. = C,% = @ muchii,
dx)=n—1Vxe V.
Nr. grafuri neorientate distincte cu n varfuri: 2= 2z (fiecare pereche poate fi sau nu

muchie).

Graf bipartit: JA, B C VcuAU B = V, AN B = (), iar orice muchie are o extremitate in A
si cealalta in B.

“0
(2) o A=1{1,2,3},B={4,5)

° Bipartit complet: Vx € A,y € B, [x,y] € U.

A B
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Lant. Ciclu

1 Recapitulare - Need to know

Lant: succesiune de varfuri L = [x1,xg, . ..,Xk| in care oricare doud consecutive sunt
adiacente. Lungime: k — 1.

Lant elementar: varfuri distincte. Lant simplu: muchii distincte.

Ciclu: lant simplu cu x; = x;. Lungimea minima: 3.
Ciclu elementar: toate varfurile distincte, exceptand x; = xx.

‘ ° e [1,2, 3] - lant elementar
[1,2,5,4,1] - ciclu elementar

[4,1,2,3] - lant elementar
° e Un graf fara cicluri: aciclic.
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Conexitate. Componente conexe

1 Recapitulare - Need to know

Un graf neorientat este conex daca pentru oricare doua varfuri x, y exista cel putin un lant
delaxlay.

O componenta conexa este un subgraf conex maximal (nu se mai poate adduga un varf
fara a pierde conexitatea).

Un graf este conex < are o singura componenta conexa.

Graful de mai sus are 3 componente conexe: C; = {1,2,3}, Co = {4,5}, C3 = {6}.
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Parcurgerea in latime (BFS)

1 Recapitulare - Need to know

BFS (Breadth-First Search) exploreaza graful nivel cu nivel, pornind de la un varf sursa,
folosind o coada.

La fiecare pas, se extrage un varf din coada si se adauga vecinii nevizitati.

BFS din varful 1:

Nivel o: {1}

Nivel 1: {2, 3}

Nivel 2: {4,5,6}

Nivel 3: {7}

Ordine vizitare: 1,2,3,4,5,6,7

Utild pentru: distante minime, componente
conexe.
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Parcurgerea in adancime (DFS)

1 Recapitulare - Need to know

DFS (Depth-First Search) exploreaza graful cat mai in adancime, pornind de la un varf
sursa, folosind o stiva (sau recursivitate).

Se avanseaza pe un vecin nevizitat; daca nu mai exista, se revine la varful anterior.
DFS din varful 1:

1 — 2 — 4 (4 nu are vecini nevizitati)
— 5 — 7 (7 nu are vecini nevizitati)
— 3 — 6 (6 nu are vecini nevizitati)

Ordine vizitare: 1,2,4,5,7,3,6

Utild pentru: componente conexe, detectia ci-
clurilor.
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Arbori

1 Recapitulare - Need to know

Un arbore este un graf conex si aciclic.
Proprietati:
e Un arbore cu n varfuri are exactn — 1
muchii.
e Este conex minimal: eliminarea oricarei
muchii deconecteaza graful.

e Este aciclic maximal: adaugarea oricarei
muchii creeaza un ciclu.

e intre oricare doua varfuri existd un unic lant.

O padure este un graf aciclic (fiecare componenta conexa este un arbore).
Un arbore partial al unui graf G este un graf partial al lui G care este arbore.
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Arbori binari

1 Recapitulare - Need to know

Un arbore binar este un arbore cu radacina in care fiecare nod are cel mult 2 copii: copilul
stang si copilul drept.

0 Traversari (vizitarea tuturor nodurilor):
e e e Preordine (RSD): radacina, stanga, dreapta
¢ Inordine (SRD): stanga, radacina, dreapta

o e ¢ Postordine (SDR): stanga, dreapta, radacina
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Traversari - exemplu
1 Recapitulare - Need to know

Preordine (R — S — D):

1,2,4,5,3
(1)

e e Inordine (S— R — D):
4,2,5,1,3

° e Postordine (S — D — R):

4,5,2,3,1
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Cuprins

2 Recapitulare - Nice to know

» Recapitulare - Nice to know
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Graf eulerian

2 Recapitulare - Nice to know

Ciclu eulerian: ciclu care contine toate muchiile grafului (fiecare muchie apare exact o
dat3).
Graf eulerian: graf care contine un ciclu eulerian.

Teorema: Un graf neorientat fara varfuri izolate este eulerian < este conex si toate
varfurile au grad par.

Lant eulerian: lant simplu care contine toate muchiile. Exista < graful este conex si are
exact 2 varfuri de grad impar (acestea vor fi extremitatile lantului).
d(1) =3,d(2) =3,d(3) =4
G\ 5 d(4) =2,d(5) =2
Varfuri de grad impar: 1, 2 (exact 2)
= nu este eulerian, dar admite
lant eulerian: [1,4,3,5,2,3,1,2]
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Graf hamiltonian

2 Recapitulare - Nice to know

Ciclu hamiltonian: ciclu elementar care contine toate varfurile grafului.
Graf hamiltonian: graf care contine un ciclu hamiltonian.
Conditii suficiente (daca nu sunt indeplinite, nu inseamna ca graful nu e hamiltonian):

e Dacan > 3sid(x) > § pentru Vx € V, atunci G este hamiltonian.

e Teorema Ore: Daca d(x) + d(y) > n pentru orice x, y neadiacente, atunci G este
hamiltonian.

°‘ e Ciclu hamiltonian (rosu):

[1,2,3,4,5,1]
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Graf orientat

2 Recapitulare - Nice to know

Un graf orientat (digraf) este o pereche G = (V, U), unde U contine perechi ordonate
(x,y) numite arce. Arcul (x,y) # (y,X).

V=1{1,23,4}

‘ a U=1{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4),(4,2)}

Grad interior d~ (x): nr. arce care intrd in x
Grad exterior d ™ (x ) nr. arce care ies din x

(J—>) d+(1) = 2,d-(1) =

dt(2) =1,d(2) =

Teorems: » dt(x) =) d (x) =

xev xev
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Graf orientat - matricea de adiacenta

2 Recapitulare - Nice to know

Matricea de adiacenta a unui graf orientat nu este neaparat simetrica.

1, daca (i,j)eU
Aij =
0, altfel

O—) 4=
0
o ‘ ( : ) d*(x) = suma pe linia x

d_( ) = suma pe coloana x

o O O o
— O O =
O O+ O

=

Nr. grafuri orientate cu n noduri: 4 (ﬁecare pereche: 4 variante).
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DAG. Sortare topologica

2 Recapitulare - Nice to know

DAG (Directed Acyclic Graph): graf orientat fara cicluri.

Sortare topologica: ordonare liniara a varfurilor astfel incat, pentru orice arc (u,v), u
apare Tnaintea lui v. Posibila doar in DAG-uri.
O sortare topologica valida:

‘ e 1,2,3,4,5
Alta sortare valida:
e 1,3,4,2,5
91{ Algoritmul: se foloseste BFS (algoritmul lui

Kahn): se porneste de la nodurile cud™ = 0,
se elimina, si se repeta.

stud. Rares-Andrei Cotoi | Grafuri si arbori


https://www.linkedin.com/in/crares/

Tare conexitate

2 Recapitulare - Nice to know

Un graf orientat este tare conex daca Vx,y € V (distincte), exista drum delaxlay sidela
ylax.

O componenta tare conexa (CTC) este un subgraf tare conex maximal.

CTC; ={1,2,3}

CTC; = {4,5,6}

Graful nu este tare conex (nu exista drum de
ladlal).

Algoritm: Kosaraju (2 parcurgeri DFS: una pe
graful initial, una pe graful transpus).
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Cheat sheet - formule

2 Recapitulare - Nice to know

Grafuri neorientate:

> d(x) = 2m; nr. varfuri grad impar: par
Kp:m = "("7;1),d(x) =n-1

n(n—1)

Nr. grafuri distincte, n varfuri: 2
Nr. grafuri partiale: 2™
Nr. subgrafuri: 2" — 1
Arbore, n varfuri: n — 1 muchii
Eulerian < conex + d(x) par Vx

Lant eulerian < conex + exact 2 cu d impar

Grafuri neorientate (cont.):
e Hamilton (suf.): d(x) > 7,Vx,n >3
e Ore: d(x) + d(y) > n, Vx,y neadiac.

e Cicluri hamilton. in K,: @
Grafuri orientate:
o Ydt(x)=>d (x)=m

. . . n(n—1)
o Nr. grafuri orientate, n noduri: 4

e Tare conex < Vx,y: 3drumx = ysiy — x

e Sortare topologica: doar in DAG
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Problema 1

3 Probleme
10. Se considera urmatorul arbore binar: Care dintre urmitoarele siruri de noduri corespund
1 traversdrii arborelui in preordine?
E 1 A 1,2,4,53
I\ B. 4,2,5,1,3
4 s C. 1,2,3,45
D. 4,5,2,3,1

Sursa: Admitere UBB iulie 2024
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Problema 1 - solutie

3 Probleme

Arborele binar:

(1)
) ©
© ©

Traversarea in preordine (RSD: radacina — stanga — dreapta):
1 ., 2,45 3
~—~ N , ~—

radacind sybarbore stang subarbore drept

Rezultat: 1,2,4,5,3 = Raspunsul corect este A.
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Problema 2

3 Probleme

7. Se considerd urmatorul arbore binar:

5 Care dintre urmatoarele siruri de noduri corespund traversarii arborelui in postordine?
I\
3 8 A.2,3,4,5,6,8,9 B.4,3,2,9,8,6,5
2/ : 6” \9 C.2,4,3,6,9,8,5 D.9,6,8,5,3,2,4

Sursa: Admitere UBB septembrie 2024
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Problema 2 - solutie

3 Probleme

Arborele binar:

Traversarea in postordine (SDR: stinga — dreapta — radacina):

2,4,3 , 6,9,8 ., 5 .Rezultat:2,4,3,6,9,8,5 = Raspunsul corect este C.
—— —— ~~

subarbore stang subarbore drept radacina
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Problema 3

3 Probleme

13. Construim un graf neorientat in modul urmitor: pentru fiecare numar natural a, astfel incat 2 < n < 20, addugam un
nod etichetat cu acel numdr, iar intre doud noduri cu etichete x i y addugim o muchie, daci y este divizor propriu al lui x.

Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevarate?

. Graful construit are 5 componente conexe.
Doar nodurile 12, 18 s1 20 au gradul maxim.
Pentru oricare 2 numere neprime X, y (2 <x <y < n), gradul lui x este mai mare sau egal decdt gradul lui y.

Exista un singur nod cu gradul 1.

gowp

Sursa: Admitere UBB iulie 2025
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Problema 3 - solutie

3 Probleme

Nodurile grafului: {2, 3,...,20}. Muchia [x, y] exista daca y|x si y # x.

A. Graful are 5 componente conexe.

Componenta principala contine toate numerele compuse si factorii lor primi din [2, 20]:
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14,15, 16, 18, 20} (conectate prin relatii de divizibilitate).
Numerele prime {11, 13,17, 19} sunt izolate (multiplii lor depasesc 20). Total: 1 +4 = 5
componente. Adevarat.

B. Doar nodurile 12, 18 si 20 au gradul maxim.
d(2) = 9 (2 este divizor pentru 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20), deci nodul 2 are gradul
maxim, nu 12, 18, 20 (care au d = 4). Fals.
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Problema 3 - solutie

3 Probleme

C. Pentru oricare 2 numere neprime x,y (2 < x <y <n),d(x) > d(y).
Contraexemplu: x = 9 (compus), y = 10 (compus), 9 < 10.

d(9) = 2 (muchii: [9, 3], [18,9]), d(10) = 3 (muchii: [10, 2], [10, 5], [20, 10]).
d(9) < d(10), deci conditia nu este respectata. Fals.

D. Exista un singur nod cu gradul 1.
Nodul 7 are d(7) = 1 (singura muchie: [14, 7]). Verificand toate celelalte noduri din
componenta principala, toate au grad > 2, iar nodurile izolate au grad 0. Adevarat.

Raspunsul corect este AD.
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Problema 4

3 Probleme

14. Precizati cate grafuri neorientate distincte cu 5 noduri, numerotate de la 1 la 5, se pot construi, astfel incdt nodul 3 sa
aibd gradul 1. Doud grafuri sunt distincte daci matricele lor de adiacenta sunt diferite.

A 2P B. 5! C. 5xct D, ¥

Sursa: Admitere UBB septembrie 2025
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Problema 4 - solutie

3 Probleme

Avem 5 noduri, {1,2, 3,4, 5} si vrem ca nodul 3 sa aiba gradul 1.

Pasul 1: Alegem cu care nod este conectat nodul 3. Posibilitati: 1,2, 4 sau 5 = 4 variante.

Pasul 2: Celelalte 3 muchii posibile cu nodul 3 (i.e., [3, x] pentru x nealese) nu trebuie s3
existe (pentru a mentine d(3) = 1).

Pasul 3: Muchiile care nu implica nodul 3 pot fi orice combinatie. Acestea sunt muchiile
intre nodurile {1,2,4, 5}, adica CZ = 6 muchii posibile. Fiecare poate fi prezenta sau nu
= 2% = 64 variante.

Total: 4 x 2% = 4 x 64 = 256 = 28 = Raspunsul corect este A.
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Grafuri si arbori

Multumesc pentru atentie!

33/33 stud. Rares-Andrei Cotoi | Grafuri si arbori


https://www.linkedin.com/in/crares/

	Recapitulare - Need to know
	Recapitulare - Nice to know
	Probleme

