UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Concurs MATE-INFO UBB 2022
Proba scrisi la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA: Problemele pot avea unul sau mai multe raspunsuri corecte,
care trebuie indicate de candidat in sistemul electronic. Notarea subiectului de tip grila se
face conform sistemului de punctare partiala din regulamentul concursului.
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1. Fie z = sin 7. Atunci

x:\gg; x:%; 3:>0; @x<0.

2. Daca intr-un sistem cartezian de coordonate varfurile triunghiului ABC' au coordonatele A(2,3),
B(—1,1), C(—3,4), iar G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci mijlocul F' al segmentului
AG are coordonatele

F(0,0); F(%,%); F(—%,%); @alté valoare.
3. Numarul solutiilor ecuatiei 3sinz — 2 = 0 pe intervalul [0, 7] este

0; 1; 2; @ infinit.

4. Consideram in R ecuatia v#2 — 3 = 22 — 5. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Ecuatia nu are solutii. Ecuatia are exact doua solutii.
Ecuatia are exact patru solutii. @ Ecuatia are numai solutii pozitive.

5. Numarul termenilor rationali din dezvoltarea (\@ + \3/5) 300 este
50; 51; 52; (D] 150.

11
10

19; 20; 21; D] 22.

7. Fie (zp)n>1 un sir de numere reale pozitive, cu proprietatea ca (n + 1)x,+1 — na, < 0, oricare ar fi
n > 1. Atunci limita sirului este:

1; E 0 nu exista; @ 0.

8. Functia f : R — R, definita prin

flz) = { e;z% daca xz <0
T

6. Fie matricea A = ( ) € M3(R). Suma elementelor in matricea A5 este:

+z+a dacax >0,

este continua daca:

aER; azl;

a = 0; @ nu exista o € R astfel incat functia sa fie continua.



9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f(z) = v/ — 1 in punctul de abscisa x = 9 este:
Al -12y+2-15=0; [B]12y—a—15=0; [Cly—122—15=0; [D]y+12z+15=0.

10. Multimea solutiilor ecuatiei

3 3

4.sinx-cos°x —4-sinx-cosx =1

este
(Al{z+5 | kez); [Bl{Z+%|kez); [Cl{EZ—kr|keZ); [D{Z+i|kez)

11. Varfurile A si B ale paralelogramului ABCD se gasesc pe dreapta de ecuatie 3x —y — 4 = 0, iar
punctul de intersectie O al diagonalelor AC si BD are coordonatele (3,4). Daca coordonatele varfului A
sunt (0, —4), atunci ecuatia dreptei C'D este:

[Alz+3y—42=0;, [Blz—3y—-6=0; [C|3z—y—6=0; [D]y=3z+6.

12. Fie functia f : R — R definita prin f(xz) = 2z — [2z], unde prin [a] se noteaza partea intreaga a lui
a € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f are perioada %; f este injectiva; f este surjectiva; @ f este para.

13. Fie suma S, = i + 2i% + 3i3 + .-+ + ni",n € N*, unde i este unitatea imaginara (i = —1). Care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Sa020 este un numar real. | S2020| este un numar irational.

Partea imaginara a lui Soggo este egala cu 1011. @ |Sa022| = 1011.
14. Fie (z,y) € Ri solutia sistemului de ecuatii
logggs  + loggy y = 0
log,, 225 — log, 64 = 1.

Valoarea expresiei logs, (a:3) — logsp y este egala cu:
0; 12; L; [D] 10.
15. Suma solutiilor ecuatiei 671 — 4% = 32 este

—1; 0; 1; D] 2.

16. Punctul A(3,1) este varful unui patrat in care o diagonala se afld pe dreapta de ecuatie y — x = 0.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Distanta de la varful A la aceasta diagonala este egala cu 2.

Ecuatia dreptei pe care se afla cealalta diagonala este z +y + 2 = 0.

Aria patratului este 4.

@ Punctul C(1, 3) este de asemenea varf al patratului.

17. Fie triunghiul ABC, in care notam BC' = a, AC = b, AB = c¢. Presupunem ca lungimea medianei
AM este egald cu c. Atunci:

a2+2c2:3b2; a2+2c2:2b2; cosC’:é—z; @COSC:%.

1 1
18. Valoarea limitei lim (2 — > este:
=0 \ T sin”

1 1
—g; —1; 0; @ 5



19. Fie functia f : R — R, definita prin f(x) = arctgx + arcctgx pentru orice x € R. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

T
J-)=-3.

flz) = g, pentru orice z € (0, 00).
Functia f este impara.

[D] lim f(z) = lim_f(a).

1
20. Numarul solutiilor reale ale ecuatiei xe® = -3 este:

[A]o; [B]1; [C]2; D] 3.

21. Fie ABC un triunghi si A’ € [BC], B’ € [CA], C'" € [AB] astfel incat %—‘g = %—Ji = ’;1‘%, = a. Daca
Aapc este aria triunghiului ABC' si Ay p¢r este aria triunghiului A’B’C’, atunci

f;{w/clzl—l’)a(l—a); MEE,I];

A ABC A“ABC
Cl 2ABC 4 1902(1 — )2 ABC L],
AABC a( a) @ AABC [2 ]
fltgxetzdt

22. Valoarea limitei lim este:

z—Z 1ctg T ot2q¢

L B 0; [D] -1.

23. Triunghiul ABC in care are loc relatia sin(B) + cos(B) = sin(C) + cos(C) este:

dreptunghic isoscel echilateral @ dreptunghic sau isoscel.

24. Fie (an)nen+ sirul definit prin

1 1 1 2 1 n .
an=1\l—5+ =5+ =5+ 5+ -+ 5+ 3, pentru fiecare n € N*.
n? n n? n n? n

Se noteaza cu £ = lim a,. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
n—oo

[A]e=0; [B] ¢ =2 [ClreR\Q; (D] ¢ = .

25. Doua laturi ale unui dreptunghi se afla pe dreptele date prin ecuatiile:

(di):2z — 3y +5=0
(d2):3z+2y—7=0

i unul din varfurile sale este punctul A(2, —3). Ecuatiile dreptelor pe care se afla celelalte doua laturi
ale dreptunghiului sunt:

[A]22—3y—13=05i 3z +2y = 0; Bly+3=2(z-2)siy+3=—3(x—2);

[Cl2¢—3y+13=05i 3z —2y = 0; D]y-3=2(x-2)siy—3=-3(z—2).

NI

26. Consideram « € C un parametru si sistemul de ecuatii liniare cu 3 necunoscute
2r+ay+2z =1

dr —y+52z =1
20+ 10y 4+ 2 =1.



Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:

Matricea sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui .
Matricea extinsa a sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui a.
Sistemul dat este incompatibil daca si numai daca « # 3.

@ Sistemul dat este compatibil daca gi numai daca « # 3.

27. Fie G C R o multime astfel incat expresia

zy
T kY = N,y e G
Y 20y —z—y+1 Y

definegte o lege de compozitie pe G. Care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate?

G poate fi intervalul (0, 2). G poate fi intervalul (0,1).
Daca G = (0,1), atunci ,,*” admite un element neutru.
@ Daci G = (0,1), atunci simetricul lui 3 este 2.

28. Valoarea integralei
2022

1
/ nx de
1+ 22

_1
2022

este:
0; 1; 2; D] 3.

29. Fie z,y,z € Z* astfel incat zy, yz, zx sunt in progresie geometrica cu ratia un numar intreg diferit
de 1.

Daca y este patrat perfect, atunci si z este patrat perfect.
Daca z este patrat perfect, atunci si y este patrat perfect.
Daca y este patrat perfect, atunci gi x este patrat perfect.

Daca z este patrat perfect, atunci si x este patrat perfect.

2 (2 — z)2n1

30. Fie (zp)nen+ sirul definit prin z,, = /

———— dux, pentru fiecare n € N*. Care dintre urmatoarele
y (24 z)mt O0P

afirmatii sunt adevarate?

. . 1 .
Tog = Téz;' nll_}ngo n’z, = 1. nh_)rgo NTy, = 3 @ nh_)rglona:n =0.
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1. Fie x = sin 7. Atunci

x:\gg; :E:%; 3:>0; @x<0.

Raspuns:
falsa; adevarata; adevarata; @ falsa.
121 1 121
Solutie: Y2133 9099 4 5 deci 33 2022 + %.
™ s 1
in (2022 7) I ——
sin < 0221 + G sin 5 5

2. Daca intr-un sistem cartezian de coordonate varfurile triunghiului ABC au coordonatele A(2,3),
B(—1,1), C(—3,4), iar G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci mijlocul F' al segmentului
AG are coordonatele

F(0,0); F(%,%); F(—%,%); @alté valoare.

Raspuns:

falsi; adevirati; falsi; |D| falsi.

Solutie: Coordonatele centrului de greutate sunt: G <2+(_1)+(_3), 3"‘:1))"‘4) =G (—%, %) . Mijlocul segmen-

3
tului AG are coordonatele: F' <M, 3+8/3> =F (%, %) .

2

3. Numarul solutiilor ecuatiei 3sinz — 2 = 0 pe intervalul [0, 7] este
0; 1; 2; [D] infinit.
Raspuns:
falsi; falsi; adevirati; D] falsa.

2
3

Solutie: Multimea solutiilor este: {arcsin £

T — arcsin %}, multime cu doua elemente.

4. Consideram in R ecuatia V22 — 3 = 22 — 5. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Ecuatia nu are solutii. Ecuatia are exact doua solutii.
Ecuatia are exact patru solutii. @ Fcuatia are numai solutii pozitive.
Raspuns:

falsi; adevirati; fals; D] falsa.



Solutie: Din cauza radicalului trebuie sa avem 22 —3 > 0si #2—5 > 0, deci z € (—o0, —\/E]U[\/g, +00).
Prin ridicare la patrat obtinem

22 -3=(%-5)? = 22 -3=2"-1022+25 —= 2?1122 +28=0.

Prin introducerea notatiei y = 22 ecuatia anteriora se poate scrie in forms y? — 11y + 28 = 0. Aceasts
ecuatie cvadratica are solutii y; = 4 si 4o = 7. De aceea solutiile ecuatiei 2* — 1122428 = 0 sunt 1 = —2,
xo = 2, x3 = —\/7 si ©4 = /7. Dintre aceste solutii numai z3 si x4 satisfac conditia 22 — 5 > 0, deci

ecuatia 22 — 3 = 22 — 5 are dous solutii si , sunt false, iar adevarata. O solutie este negativa,
deci @l este falsa.

5. Numarul termenilor rationali din dezvoltarea (ﬂ + {3/5) 300 este
50; 51; 52; (D] 150.
Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie: Tppy = C52'502 .55, 0 < k < 300.
Pentru ca termenii sa fie rationali este necesar k sa fie divizibil atat cu 2 cat si cu 3, deci k divizibil

cu 6. Asadar k € {0,6,12,...,300}. Sunt 51 de termeni rationali.

6. Fie matricea A = <1 (1)> € M3 (R). Suma elementelor in matricea A° este:
19; 20; 21; D] 22.
Raspuns:
falsa; falsi; adevirati; |D| falsi.

Fn anl
Fy=1si F,41=F,+ F,_1, Yn > 1. Suma elementelor in A™ este

Solugie: Observam cid A™ = (Fn"H Fr > , unde (F},)n>0 este sirul lui Fibonacci definit prin Fy = 0,

Sn:(Fn+1+Fn)+(Fn+Fn—1):Fn+2+Fn+1:Fn+3-

Prin urmare S5 = Fg = 21.
. . . . 8 5
Rezultatul poate fi obtinut si prin calcularea matricelor A%, A% si A5 = (5 3>.
7. Fie (zp)p>1 un sir de numere reale pozitive, cu proprietatea ca (n + 1)x,+1 — na, < 0, oricare ar fi
n > 1. Atunci limita sirului este:

1; E 00 nu exista,; @ 0.

Raspuns:

falsa; falsa; falsa; @ adevarata.

. x .
Solutie: Avem x1 > 2x9 > 323> ...>nx, = 0<x,< Lo im z, = 0.
n

n—oo

8. Functia f : R — R, definita prin

1
e o2 daca z <0
€T =
/(@) {x3+x+a daca = > 0,

este continua daca:



aeR; azl;

a=0; @ nu exista o € R astfel incat functia sa fie continua.
Raspuns:

falsX; falsX; adevirati; D] falsa.

Solutie: Functia f este continua pe intervalele (—oo,0) si (0, 00), deci trebuie studiata continuitatea
in punctul £ = 0. Avem

1 pr— 1 —I%: 1 pr— 1 3 pr— p—
lip f(a) = lime ™ =0, lm (@) = lm(a" +2+0) = a = f(0).

Folosind definitia continuitatii cu ajutorul limitelor laterale, deducem ca o = 0.

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f(z) = /= — 1 in punctul de abscisd x = 9 este:
[A]-12y+2—-15=0; [B]12y—2—-15=0; [Cly—122—15=0; [D]y+122+15=0.

Raspuns:

falsX; adevirati; fals; D] falsa.

1
Solutie: Tinand cont de faptul ca f’(a:) = 73 % 1)2, obtinem ecuatia tangentei
x J—
1
y—f(9) = f'(9)(x—9) & y—Q:E(a:—Q) & 12y —x —15=0.

10. Multimea solutiilor ecuatiei

4.sinx-cos®x —4-sin®x-cosx =1
este
(Al{z+k | kezy;, [Bl{Z+% |kezy [Cl{Z-kn|keZ}); [DI{Z+%|kez).
Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie: 4 -sinx -cos®>x —4-sindz-cosz =1« 4-sinz-cosz - (cos?x —sin’z) =1 &
2-sin2r-cos2z=1esinde=14dre{f+2%kn|kellsrec{E+5 |LeZ}

Deci afirmatia este adevarata iar , si @ sunt false.

11. Varfurile A si B ale paralelogramului ABCD se gasesc pe dreapta de ecuatie 3z — y — 4 = 0, iar

punctul de intersectie O al diagonalelor AC' si BD are coordonatele (3,4). Daca coordonatele varfului A
sunt (0, —4), atunci ecuatia dreptei C'D este:

[Alz+3y—42=0; [Blz—-3y—6=0; [C]3s—y—6=0; [D]y=3z+6.
Raspuns:
falsi; falsi; adevirati; |D| falsi.
Solutie: Punctul C' este simetricul lui A fata de O, deci avem

0
xo:w o 3= +2x0

S o =06



si
YA + Yo —4+yc
= AT =2
2 2

Panta dreptei C'D este egala cu panta dreptei AB, adica este 3. Deci ecuatia dreptei C'D este

& yo = 12.

y—12=3(x—6) & 3z—y—6=0.

12. Fie functia f : R — R definita prin f(z) = 2z — [2z], unde prin [a] se noteaza partea intreaga a lui
a € R. Care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate?

f are perioada %; f este injectiva,; f este surjectiva; @ f este para.

Raspuns:
adevirati; fals¥; fals; D] falsa.

Solutie: Functia f are perioada %, deoarece pentru orice x € R avem

f<x+;) :2<x+;> _ [2(%2)] — w1 — 20 1] = 22 — [22] = f(a).

Aceasta arata si ca f nu este injectiva si nici surjectiva, deoarece imaginea functiei f coincide cu imaginea
restrictiei lui f pe intervalul [0, 5], deci 2 ¢ Im f. Cum f(%) =1 f(=3) = 3, functia f nu este para.

13. Fie suma S, = i + 2i2 4+ 3i3 + .-+ + ni",n € N*, unde 7 este unitatea imaginara (i = —1). Care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
S9020 este un numar real. |S2020| este un numar irational.
Partea imaginara a lui Soggo este egald cu 1011. @ |S2022| = 1011.
Raspuns:
falsa; adevarata; adevarata; @ falsa.
Solutie: Se stie c& % = 1,4+ = § 4+2 = _1 443 = _j pentru orice k € N. Considerim sumele
intermediare:

s1=1i+22+ 33 +4i* =2 —2i,
§9 =515+ 6i5 + 7" 4+ 8% =2 — 2i,

s505 = 201742017 4 20182918 4 201942019 4 202042020 = 2 — 2;.
Avem
S2020 = $1 + 82 + ... + 8505 = 505(2 — 2¢) = 1010(1 — 1),

deci Sap20 nu este un numar real, iar [Sag0| = 1010v/2 € R\ Q, adica |Sag20| este un numar irational.
Scriem

Sao2a = San20 + 202142021 4 2022i20%2 = 1010(1 — i) 4 20217 — 2022 = —1012 + 10114,

deci partea imaginara a lui Sgggo este egala cu 1011, iar |Sggoe| = \/(—1012)2 + 10112 # 1011.
14. Fie (z,y) € Ri solutia sistemului de ecuatii

logges © +1ogga y = 0
log,, 225 — log, 64 = 1.

Valoarea expresiei logs, (:1:3) — logs, y este egala cu:

0; 12; 1; (D] 10.



Raspuns:
falsa; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie: Fie (z,y) € R? o solutie pentru acest sistem. Daci notdm cu A = logyys = si B = logg, y
atunci din prima ecuatie deducem A + B = 0 = B = —A. Folosind a doua ecuatie deducem 1 — 4

A B —
% + % =1, deci A=2si B=—2. Agadar, logyys ¥ = 2, deci z = 2252 = 15*. Similar, logg, y = —2, deci
y=064"2=2712
Obtinem atunci ca expresia ceruta logs, (:U3) —logsyy = logsy (1512 - 212) = 12, deci raspunsul corect
este .

15. Suma solutiilor ecuatiei 6571 — 4% = 32 este

—1; 0; 1; D] 2.
Raspuns:

falsi; adevirati; fals; D] falsa.

Solutie: Putem transcrie ecuatia in
3 T 3 2z
6-(=) —1= .
(z) = ()

)z, obtinem ecuatia de gradul doi t?> — 6t + 1 = 0, cu solutiile t12 = 3% 2v/2. Daca

3
3 T1+T2

= (j)m, atunci
16. Punctul A(3,1) este varful unui patrat in care o diagonala se afla pe dreapta de ecuatie y — x = 0.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Distanta de la varful A la aceastd diagonald este egalad cu 2.
Ecuatia dreptei pe care se afla cealalta diagonala este x +y + 2 = 0.
Aria patratului este 4.

@ Punctul C(1, 3) este de asemenea varf al patratului.

deci 1 + 29 = 0.

Raspuns:
falsa; falsa; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Distanta de la A la dreapta data este

1-3
d= et B V2.
12 + (_1)2
Diagonala a doua a patratului trece prin punctul A si este perpendiculara pe diagonala data. Prin urmare
dy:y—1=(=1)(x —3), deci dg : x + y — 4 = 0. Aria patratului este egald cu jumatate din patratul

lungimii diagonalei, deci % = 4. Punctul C(1, 3) este simetricul lui A in raport cu diagonala data.

17. Fie triunghiul ABC, in care notam BC = a, AC = b, AB = ¢. Presupunem ca lungimea medianei
AM este egald cu c. Atunci:

a2+2c2:3b2; a2+202:2b2; cosCz%—Z; @COSC:%.
Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.



Solutie: Din teorema medianei deducem ci AM?2 = P+ _ 2 Folosind ipoteza AM = ¢ deducem
2 1

a?+2¢? = 2b%. Deci rispunsul este fals si raspunsul este adevarat. Utilizand in relatia anterioara,
teorema cosinusului pentru latura AB obtinem 3a = 4bcosC. Deci afirmatia @ este adevarata si

afirmatia falsa.

18. Valoarea limitei lim <12 — 12> este:
=0 \ sin“
1 1
l!—g; B]-1; [C]o; 3
Raspuns:

adevirati; fals¥; fals; [D] falsa.

Solutie: Prin calcul obtinem:

. 1 1 . sin?x — 22 . sinx—x . sinx+zx
lim | 5 —-———)=lm———5—=lim —— im —
=0 \ x sin® x =0 2x2sin‘zx z—0 x2sinz -0 sinzx
. sinx —=x . cosz — 1
:211m27_:211m - 5
z—0 z*sinx z—0 2z sinx + T cosx
. —sinz
=2lim — o
z—0 2sinx + 4z cosx — z?sinx
. —Cos X
=2 lim - 3
z—0 6cosz — 6xrsinx — x° cosx
1
3

19. Fie functia f : R — R, definita prin f(x) = arctgx + arcctgx pentru orice x € R. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

T
J-)=-3.
flz) = g, pentru orice z € (0, 00).
Functia f este impara.
[D] lim f(2) = lim_f(a).
Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.

Solutie: Din faptul ca
1 1
1422 1422

f'(x)

=0 pentru orice z € R,

™
rezultd ca functia f este constantd pe R. Prin urmare, f(x) = f(0) = 5 pentru orice x € R, de unde

rezulta imediat ca doar afirmatiile si @ sunt adevarate.

20. Numarul solutiilor reale ale ecuatiei xe” = 1 este:
0; 1; 2; D]3.
Raspuns:

falsi; falsi; adevirati; D] falsa.

Solutie: Consideram functia f : R — R, definitd prin f(z) = ze®, Vo € R. Avem f'(z) = (z + 1)e”
pentru orice z € R. Tabelul urmator rezuma variatia lui f.



x| —oo —1 00

7@ — - 0+ =
IR

1 1
Cum —— < —3 < 0, din tabel reiese ca ecuatia xe® = -3 are exact doua solutii.
e

21. Fie ABC un triunghi si A’ € [BC], B’ € [CA], C" € [AB] astfel incat %—‘g = %’i] = ’2‘%/ = . Daci
A pror este aria triunghiului A’B’/C’, atunci

AA/;B'g' 1-3a(l — a); AAch/ [4,1];

A rgror 2. : el 1
ClZgmer =1 -1202(1 - a)%; Appe ¢ 1],
Raspuns: adevarata; E adevarata; falsa; @ falsa.
Solutie: BA. = %’i’ = i—%’ = « € [0,1]. Din formula ariei cu sinus, ariile triunghiurilor AB'C’, A’BC’

si AB'C sunt egale cu a(l — a)Aape. Rezultd Ay picr = Aape — 3a(l — a)Aape, deci

Aaprcr 9 1\* 1 1
2 =1-3a(l-a)=3a"-3a+1=3(a—=| +-€|-,1].
g af «) o o =3 1 1

ftgx tzdt
22. Valoarea limitei lim S @ G
7% ftgﬂc et? dt

1; E 5 0; El —1.

Raspuns:

falsa; falsa; falsa; @ adevarata.

Solutie: Functia f : R — R, definita prin f(t) = etQ, este continué, deci admite primitive. Fie F' o
primitiva a lui f. Avem

este:

B el dt F(tgz) — F(1 tgz)(1 + tg?
i flt _ iy LD = FO) o Sgn)( et
e [T edt oG F(ctgz) — F(1) 2—2 f(ctgz)(—1 — ctg?x)

23. Triunghiul ABC in care are loc relatia sin(B) + cos(B) = sin(C) + cos(C) este:

dreptunghic isoscel echilateral @ dreptunghic sau isoscel.
Rdspuns: falsi; falsi; fals¥; |D]adevirata.

Solutie: Rescriem relatia data astfel: sin(B) — sin(C) = cos(C) — cos(B). Transformam diferentele in
produse si obtinem:

2sinB_CcosB+C—2sinB_CsinB+C
2 2 2 2
sau
) B—C( B+C ) B—i—C’)
sin 5 cos 5 — sin =

Din sin B2C = 0 se obtine B — C = 0, deci triunghiul este isoscel. Relatia cos B+C — sin B+C = 0 poate
fi rescrisa cos B+C = sin (2 BJQFC) de unde B + C = 7, deci in acest caz trlunghlul este dreptunghic.

24. Fie (an)nen+ sirul definit prin

\/1+1+\/1+2+ +\/ﬁ tru fi €N
a, = N i J— —_— —_— —3 entru necare n .
" n?  n3 n?  n3 n? g3 P




Se noteaza cu £ = lim a,. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
n—oo

fz(); Ez%; EE@\Q; @Zzoo.
Raspuns:

falsy; falsX; adevirati; D] falsa.

Solutie: Se observa ca

1 1 2
an:<\/1++\/1++"‘+\/1+7n> pentru fiecare n € N*.
n n n n

Fie f: [0,1] = R, f(z) = /1 4+ z. Pentru fiecare n € N* se considera diviziunea A,, = (0, %, %, cel ”T_l, 1)
a intervalului [0, 1] §i &, = (%, %, ce ”T_l, 1) sistemul de puncte intermediare asociat diviziunii A,,. Pentru

fiecare n € N* termenul a,, este suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A, si sistemului de puncte

intermediare &,, adicd a, = oa, (f,&,). Intrucat lim ||A,|| = lim — = 0, integrabilitatea functiei f
n—o00 n—oo N
implica
1

1 1
eznlggomn(f,gn):/o f(x)dx:/o Vitade = §(1+x)% :%(2\6—1).

0
Rezulta ca doar afirmatia este adevarata.

25. Doua laturi ale unui dreptunghi se afla pe dreptele date prin ecuatiile:
(di1):2x—3y+5=0

(d2):3z+2y—7=0

si unul din varfurile sale este punctul A(2,—3). Ecuatiile dreptelor pe care se afla celelalte doua laturi
ale dreptunghiului sunt:

[A] 2z — 3y — 13 =0si 3z 4 2y = 0; Bly+3=2(x-2)siy+3=—3(z—2)

[C] 2z —3y+13 =05si 3z — 2y = 0; D]y-3=2(x—-2)siy—3=-3(x—2).

Raspuns:

adevarata; adevarata; falsa; @ falsa.
Solutie: Se observa ca dreptele dy si do sunt perpendiculare avand pantele my = % si mo = —% si nu

trec prin punctul A. Astfel celelalte laturi ale dreptunghiului trec prin A si sunt paralele cu dy, respectiv
ds. Dreapta paralela dusa prin A la d; are ecuatia: 20 — 3y — 13 = 0sauy + 3 = %(x — 2). Dreapta
paralela dusa prin A la dy are ecuatia: y + 3 = —%(CE —2) sau 3z + 2y = 0.

26. Consideram « € C un parametru si sistemul de ecuatii liniare cu 3 necunoscute

2r+ay+2z =1
dr —y+52z =1
2vr+10y+2 =1.

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:

Matricea sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui .
Matricea extinsa a sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui a.
Sistemul dat este incompatibil daca gi numai daca o # 3.



@ Sistemul dat este compatibil daca gi numai daca o # 3.

Raspuns:
falsa; adevarata, falsa; @ adevarata.
Solutie:
Matricea sistemului gi matricea extinsa a sistemului sunt
2 a 2 2 a 21
A=1[4 -1 5|, respectivA=[4 -1 5 1
2 10 1 2 10 1 1

Avem det(A) = 6cr — 18 = 0 daca si numai daca a = 3, deci sistemul este compatibil daca a # 3.

In cazul cind @ = 3 avem rang(A) = 2 si rang(A) = 3, deci din teorema Kronecker-Capelli urmeazi ci
sistemul este incompatibil pentru o = 3.

27. Fie G C R o multime astfel incat expresia

ry
* Y = Nr,y e G
vy 2y —zx—y+1 wY

defineste o lege de compozitie pe G. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

G poate fi intervalul (0, 2). G poate fi intervalul (0,1).
Daca G = (0, 1), atunci ,,*” admite un element neutru.
@ Daci G = (0,1), atunci simetricul lui # este 2.

Raspuns:
falsa; adevarata; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Pentru x = % siy = % expresia din numitor este 0, deci este fals. Daca 0 < z,y < 1,

atunci zy > 0 ¢i (1 — z)(1 — y) > 0; adunand, obtinem 2zy — x — y + 1 > 0; de aici rezulta usor ca
0<axy<1,deci este adevarat. Din conditia x * e = x pentru orice x € (0,1) obtinem ca elementul
neutru este e = %, deci este adevirat. Din x * 2’ = % obtinem 2z’ = 1 — z, deci @ este adevarat.

28. Valoarea integralei
2022

Inx
—d
/ 1+a22 "

_1_
2022

este:

[A]o; [B]1; [C]2; D] 3.

Raspuns:
adevarata; falsa; falsa; @ falsa.
Solutie: Facem schimbarea de variabila x = % Atunci dz = —t% dt si
2022 | 309 - X 2022 2022 .
n- n- —
/de - / (- dt:/ tdt:/ L P
1+ 22 14+ 4 t2 t2+1 t2+1
1 2022 t 1 1
2022 2022 2022
2022 2022




2022
Inx

T2 de=0

In consecinta, avem /

1
2022

29. Fie x,y, 2z € Z* astfel incat zy, yz, zx sunt in progresie geometrica cu ratia un numar intreg diferit
de 1.
Daca y este patrat perfect, atunci si z este patrat perfect.
Daca z este patrat perfect, atunci gi y este patrat perfect.
Daca y este patrat perfect, atunci si x este patrat perfect.
Daca z este patrat perfect, atunci si x este patrat perfect.

Raspuns:

adevarata; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie:
Fie g ratia progresiei geometrice. Rezuld ci gry = yz si qyz = zx, adici ¢’zy = zz. Prin urmare,

2z = ¢?y, deci si sunt adevarate.

Pentru y = 1, x = 2 §i 2z = 4 conditiile cerute sunt satisfacute, y si z sunt patrate perfecte iar x nu

este, deci raspunsurile si @ sunt false.
2 (2 —x 2n—1

30. Fie (zp)nen+ sirul definit prin z,, = / dx, pentru fiecare n € N*. Care dintre urmétoarele

o (24 )2l
afirmatii sunt adevarate?

. . 1 .
To3 = Tilm. nh_)H(;lo n’z, = 1. nll_}ngo Ny, = 3 @ nh_)ng@mcn =0.

Raspuns:

adevarata; falsa; adevarata; @ falsa.

Solutie: Fie n € N*. Atunci

2
/2 2 g\t L 1/2 2 z\* 1! /2_g ’d 1 /2-2\*"

€T — - —_— xr = —— . €r= ——
"o \2+=2 (2 + )2 4 )y \2+z 2+ 8n \2+z/) |

Intrucat 184 = 8 - 23, rezultd c& doar afirmatiile si sunt adevarate.

8n’
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