BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

MATE-INFO UBB verseny — 2022
MATEMATIKA irasbeli proba

FONTOS MEGJEGYZES: A feladatoknak egy vagy tobb helyes valasza is lehet, ame-
lyeket a versenyzé az elektronikus rendszerben kell bejeloljon. A tesztkérdések valaszainak
kiértékelése a versenyszabalyzatban szereplé pontozasi rendszer alapjan torténik.

121
33 7. Ekkor

1. Legyen x = sin

x:\gg; x:%; 3:>0; @x<0.

2. Egy Descartes-féle koordindta-rendszerben az ABC haromszog cstcsainak koordindtéi A(2, 3), B(—1,1),
C(—3,4), illetve G az ABC' haromszog silypontja. Ekkor az AG szakasz F felezépontjanak koordinatai

(4] #10,0) 8] F(3, 1) [ (-2, D] mis éntc
3. A [0, 7] intervallumon a 3sinx — 2 = 0 egyenlet megoldasainak szama

0; 1; 2; @ végtelen.

4. Az R halmazon vizsgaljuk a V22 — 3 = 22 — 5 egyenletet. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak?

Az egyenletnek nincs megoldasa.

Az egyenletnek pontosan két megoldasa van.
Az egyenletnek pontosan négy megolddsa van.
@ Az egyenletnek csak pozitiv megolddsai vannak.

5. A (\/ﬁ + \3/5) 500 kifejtésében a racionalis tagok szama
50; 51; 52; (D] 150.

11
10

19; 20; 21; D] 22.

7. Legyen (xy,)n,>1 pozitiv tagl valés szamsorozat, amelyre (n+ 1)x,4+1 —nz, < 0, minden n > 1 esetén.
Ekkor a sorozat hatarértéke

1; E 0 nem létezik; @ 0.

8. Az

6. Adott az A = ( ) € My(R) métrix. Az A® métrix elemeinek dsszege

fz) =

e_z%, haz <0
2 +x+a, haz>0

Osszefiiggéssel értelmezett f : R — R fliggvény folytonos, ha

aER; azl;

a = 0; @ nem létezik olyan o € R, amelyre a fiiggvény folytonos.



9. Az x = 9 abszcissz&ji pontban az f(x) = /x — 1 fliggvény grafikonjdhoz huzott érinté egyenlete

[A]-12y+2—-15=0; [B]12y—2—-15=0; [Cly—12¢0—15=0; [D]y+122+15=0.

10. A 4-sinz - cos®z — 4 -sin® z - cosz = 1 egyenlet megolddsainak halmaza

(Al{s+%kezy [BI{+5Irez} [Cl{§-brlkezy [DI{f+% kez}

11. Az ABCD paralelogramma A és B cstcsai a 3z — y — 4 = 0 egyenletii egyenesen taldlhatdk, mig az
AC és BD 4tlok O metszéspontjdnak koordindtéi (3,4). Ha az A csucs koordinatai (0, —4), akkor a C'D
egyenes egyenlete

[A]z+3y—42=0; B]z—3y—6=0; (Cl3z—y—6=0; D]y =3z +6.

12. Az f: R — R fuggvényt az f(x) = 2z — [2z] képlettel értelmezziik, ahol [a] az a € R szdm egész
része. Az aldbbi allitasok koziil melyek igazak?

Az f fliggvény periédusa %
Az f fliggvény injektiv.

Az f figgvény sziirjektiv.
@ Az f fiiggvény péros.

13. Adott az S, =i + 2i® + 3i3 +--- + ni®, n € N* Osszeg, ahol i az imagindrius egység (i2 = —1). Az
aldbbi allitasok koziil melyek igazak?

Az Sog9¢ valds szam. Az |Sa020| szém irraciondlis.
Az So022 imagindrius része egyenld 1011-gyel. @ |S2022| = 1011.

14. Legyen (x,y) € Ri az aldbbi egyenletrendszer megoldasa

log,, 225 —log, 64 = 1.

Ekkor a logs, (:B?’) — logs, y kifejezés értéke
0; 12; 1 [D]10.
15. A 67T — 4% = 32% egyenlet megolddsainak Gsszege

—1; O; 1; @2.

16. Egy négyzet egyik csicsa A(3,1) és egyik &tléja tartéegyenesének egyenlete y — xz = 0. Az aldbbi
allitdsok kozil melyek igazak?

Az A csucs tavolsdga a megadott atlotdl 2.
A masik atlé tartéegyenesének egyenlete x + y + 2 = 0.

A négyzet teriilete 4.
@ A C(1,3) pont szintén a négyzet csucsa.

17. Az ABC héromszog oldalainak hossza BC' = a, AC = b, AB = c¢. Ha az AM oldalfelez6 hossza c,
akkor

a2+262:3b2; a2+202:262; cosC:%; @COSC:%.

1 1
18. A lim | — — —=— | hatarérték
z—0 \ 22  sin?z

1 1
[A] -3 B]-1; [c]o; D]



19. Az f: R — R fliggvényt az f(z) = arctgx + arcctg = képlettel értelmezziik. Az alabbi allitasok koziil
melyek igazak?

F=1) =3
f(x) = g, minden z € (0, 00) esetén.

Az f fiiggvény paratlan.
[D] iy f@) = lom,_ (@)

1
20. Az ze® = —3 egyenlet valos megoldasainak szama

[A]o0; [B]1; [C]2; D] 3.

. Z aromszogben vegyuk lel az € , € , € pontokat ugy, hogy
21. Az ABC hia ogb ik fel A’ BC], B’ CA], ¢’ AB kat 1 h
%é: = %’i’ = é‘% = «. Ha Typc az ABC hiromszog teriilete és Ty g az A’ B'C’ haromszog tertilete,

akkor

le_gau_a); Me[%,l];

TTABC TTABC
C] ZABY 1 1202(1 — @) “ABC 1],
TABC ( ) IE' TABC [2 ]
CofEetar
22. A lim ~————— hatarérték

ctgxr 42
z—7 1g et"dt

L; Bl 0; [D] 1.
23. A héromszog, amelyre teljesiil a sin(B) 4 cos(B) = sin(C') + cos(C') dsszefiiggés
derékszogii; egyenld szari; egyenls oldald;  [D] derékszogii vagy egyenld szért.

24. Az (ap)nen+ sorozat altaldnos tagja

1 1 1 2 1 n ) . )
an =1\ 5+ 5+ 5+ 5+ -+ 5+ 3, mindenn € N" esetén.
n n n n n n

Hasznéljuk az ¢ = lim a,, jelolést. Az alabbi éllitasok koziil melyek igazak?
n—oo

[Ale=o0. [B] ¢ =2, [C]lteR\ Q. D] ¢ = .

25. Egy téglalap egyik csticsa A(2,—3) és két oldala a

(di): 2z — 3y +5=0,
(d2) :3z+2y—7=0,

egyenletil egyeneseken taldlhatd. A két egyenes egyenlete, amelyeken a téglalap masik két oldala talalhaté

Al22 — 3y —13=106és 3z + 2y = 0;

y y
y+3:%(:c—2)ésy+3:—%(a:—2);
Cl|2x —3y+13=04és 3z — 2y =0;

D]y-3=2(a-2)ésy—3=-3(x—2).



26. Legyen a € C egy paraméter és vizsgaljuk a kovetkezd 3 ismeretlenes linedris egyenletrendszert

2z + ay+2z=1
dr— y+oz=1
2z +10y+ z=1.

Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Az a barmely értékére a rendszer métrixdnak rangja 3.

Az o barmely értékére a rendszer bovitett matrixanak rangja 3.

A megadott rendszer inkompatibilis akkor és csakis akkor, ha o # 3.
@ A megadott rendszer kompatibilis akkor és csakis akkor, ha o # 3.

27. Legyen G C R egy olyan halmaz, amelyre

Ty
2oy —x —y+ 1’

THRY = Ve,y € G

egy miiveletet értelmez a G halmazon. Az aldbbi éllitasok koziil melyek igazak?

A G megegyezhet a (0,2) intervallummal.
A G megegyezhet a (0,1) intervallummal.
Ha G = (0,1), akkor a ,,+” miiveletnek van semleges eleme.
@ Ha G = (0,1), akkor

:1,) szimmetrikus eleme %

28. Az
2022

1
/de
14 22

_1_
2022

integrél értéke
0; 1; 2; D] 3.

29. Adottak az x,y, z € Z* szamok tgy, hogy xy, yz, zx mértani haladvanyt alkotnak, melynek hanyadosa
egy 1-t0l kiilonboz6 egész szam. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Ha y teljes négyzet, akkor z is teljes négyzet.
Ha 2z teljes négyzet, akkor y is teljes négyzet.
Ha y teljes négyzet, akkor x is teljes négyzet.
@ Ha z teljes négyzet, akkor x is teljes négyzet.

2 2_x2n71

30. Adott az (x,,)pen+ sorozat, melynek dltaldnos tagja x,, = / dz, minden n € N* esetén.

o (24 x)2ntl
Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

1 1
Tog = 81 nh_)rrolo n’z, = 1. nh—%lo NT, = 3 @ nh_)ngo ne, = 0.
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MEGOLDASOK

12133

1. Legyen z = sin 7. Ekkor

x:\ég; I:%; 33>0; @x<0.

Vilasz:

hamis; igaz; igaz; @ hamis.
12133 1 12133 1

Megoldds: Mivel = 2022+ 7, ezért T = 20227 + % fgy sin (202% n %) - sin% =5

2. Egy Descartes-féle koordindta-rendszerben az ABC haromszog cstcsainak koordinatai A(2, 3), B(—1,1),
C(—3,4), illetve G az ABC' haromszog silypontja. Ekkor az AG szakasz F felezépontjanak koordinatai

(&) 710.0), 5] #(2, €1 r(-2.3) D] mis .

Vilasz:

hamis; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: A sulypont koordinatai G (2+(_1?)’+(_3), 3*;’*4) =G (-%,3) . Az AG szakasz felezépontjdnak
koordinatdi pedig F (22, 02) — p (2,17).

3. A [0, 7] intervallumon a 3sinxz — 2 = 0 egyenlet megoldasainak szdma
0; 1; 2; @ végtelen.
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

Megoldds: A megoldésok halmaza {arcsin %, T — arcsin %}, amely egy két elemii halmaz.

4. Az R halmazon vizsgaljuk a vx2? — 3 = 22 — 5 egyenletet. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Az egyenletnek nincs megoldasa.

Az egyenletnek pontosan két megolddsa van.
Az egyenletnek pontosan négy megolddsa van.
@ Az egyenletnek csak pozitiv megolddsai vannak.

Vilasz:
hamis; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: A gydok miatt 22 —3 > 0 és 22 — 5 > 0, ahonnan = € (—oo, —/5] U [v/5, +00). Négyzetre
emeléssel kapjuk, hogy

2-3=01?-5)? < 22 -3=2"-1022+25 = ' - 1122 +28=0.



Bevezetve az y = 22 jelolést, az el6z6 egyenlet atirhaté y? — 11y + 28 = 0 alakba. Ennek a masodfoki
egyenletnek a gyokei y; = 4 és yo = 7. Innen kapjuk az z% — 1122 + 28 = 0 egyenlet 21 = —2, 29 = 2,
x3 = —V7 és xq4 = VT gyokeit. Ezek koziil csak x3 és x4 teljesitik az z2 — 5 > 0 feltételt, ezért a

V2?2 —3 = 22 — 5 egyenletnek két megolddsa van. Tehét , hamisak, mig igaz. Az egyik
megoldas negativ, ezért @ is hamis.

5. A (\/§ + %) 300 kifejtésében a racionalis tagok szama

50; 51; 52; (D] 150.
Vilasz:

hamis; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: A Newton-binomidlis tétellel kapott kifejtés tagjai Ty = C§002150_§ : 52, 0 <k < 300.
Ahhoz, hogy a Tj11 tag racionalis legyen sziikséges, hogy k oszthaté legyen 2-vel is és 3-mal is, tehat
k oszthaté kell legyen 6-tal. Igy k € {0,6,12,...,300} és 51 tag racionélis.

6. Adott az A = <1 é) € M3(R) métrix. Az A® métrix elemeinek dsszege

19; 20; 21; D] 22.
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.
. A ” n Fn-‘,—l Fn . .
Megoldds: Eszrevehetd, hogy A™ = r 7 , ahol (F,)n>0 a Fibonacci sorozat, amelyet az
n n—1 -

Fy =0, Ff =1 és minden n > 1 esetén F,,41 = F,, + F,_1 rekurziéval értelmeziink. Az A™ métrix
elemeinek Osszege

Sn: (Fn+1+Fn)+(Fn+Fn—1) :Fn+2+Fn+1 :Fn+3‘
Innen kapjuk, hogy a keresett Osszeg S5 = Fg = 21.

Az eredmény az A% = (? 1) LAY = (g 3) és AS = <§ g) matrixok kiszamolasaval is megkaphato.

7. Legyen (xy,)n>1 pozitiv tagi valés szamsorozat, amelyre (n+ 1)z, — nz, < 0, minden n > 1 esetén.
Ekkor a sorozat hatarértéke

1; E 03 nem létezik; @ 0.
Vilasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.

Megoldds: A megadott egyenlOtlenséghdl kapjuk, hogy x1 > 2x0 > 3x3 > ..

. > nxy, ahonnan
:E . 7’ 7 7 .7 .
0<z, < —1, minden n € N* esetén. A fogé tétel alapjén lim z, = 0.
n n—oo

8. Az )
f(a:):{eng’ hax <0
r+r+a haz>0
Osszefiiggéssel értelmezett f : R — R fliggvény folytonos, ha
a € R; a=1;

a=0; @ nem létezik olyan o € R, amelyre a fiiggvény folytonos.



Vilasz:
hamis; hamis; igaz; @ hamis.

Megoldds: Minden « € R esetén az f fiiggvény folytonos a (—o0,0) és (0,00) intervallumokon, ezért
elég vizsgdalni a folytonossigot az x = 0 pontban.

Kiszamoljuk a fliggvény jobb és bal oldali hatarértékét az x = 0 pontban:

1 -
li =lime 22 =0 és i = lim (2° =a= f(0).
ml%f(w) e és xl{%f(x) ml{fg](w +x+a)=a= f(0)

A folytonossag jobb és bal oldali hatarértékekkel valé jellemzésébél kapjuk, hogy o = 0.

9. Az x =9 abszcisszdju pontban az f(x) = v/z — 1 fliggvény grafikonjdhoz hiizott érinté egyenlete
[A]-12y+2-15=0; [B]12y—2—-15=0; [Cly—122—15=0; [D]y+122+15=0.

Vadlasz:

hamis; igaz; hamis; @ hamis.

1
Megoldds: Mivel f'(x) = ————, minden x # 1 esetén, ezért az érinté egyenlete
(=) 3/ (x—1)2

y—fO) = O z-9) < y—2:1—12(x—9) & 12y—2-15=0.

10. A 4-sinz-cos’x —4-sin®x - cosz = 1 egyenlet megolddsainak halmaza
Al {§+5Ikez); [B{§+%kez} [C]{f-krlkez}; [DI{5+5|kez}).
Vilasz:
hamis; igaz; hamis; D] hamis.
Megoldds: A megadott egyenlet a kovetkezSképpen alakithaté at:

4-sin z-cos® x—4-sin® z-cosz = 1 < 4-sin z-cos ac-(cos.2 x—sin? x) =1< 2-sin2z-cos2x =1 < sinde = 1,

ahonnan 4z € {% + 2kr | k € Z}, vagyis © € {Z + & | k € Z}. Tehit a allitds igaz, mig az [A],
és [ D] dllitdsok hamisak.

11. Az ABCD paralelogramma A és B cstcsai a 3z — y — 4 = 0 egyenletii egyenesen taldlhatdk, mig az
AC és BD 4atlék O metszéspontjanak koordinatéi (3,4). Ha az A cstcs koordinatai (0, —4), akkor a C'D
egyenes egyenlete

[A]z+3y—42=0; Blz—3y—6=0; [Cl3z—y—6=0; D]y =3z+6.
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

Megoldds: A C pont az A pont szimmetrikusa az O pontra nézve, ezért

0
xO:M@3: +xo¢>$C:6
2 2
& + 4+

2 2



A CD egyenes irdnytényezoje megegyezik az AB egyenes iranytényezdjével, amely 3-mal egyenld. Ezek
alapjan felirhaté a C'D egyenes egyenlete

y—12=3(x—6) & 3z—y—6=0.

12. Az f: R — R fiiggvényt az f(x) = 2z — [2z] képlettel értelmezziik, ahol [a] az a € R szadm egész
része. Az aldbbi allitasok koziil melyek igazak?

Az f fliggvény peridédusa % Az f figgvény injektiv.
Az f fiiggvény sziirjektiv. @ Az f fliggvény péros.
Vilasz:

igaz; hamis; hamis; @ hamis.

Megoldds: Az f fiiggvény periddusa %, mivel minden x € R esetén

f<x+;> :2<x+;> - [2(:5—1—;)] =25 41— 22+ 1] = 2z — [22] = f(x).

Ez alapjan az f fliggvény nem injektiv és nem is sziirjektiv, mert az f fiiggvény képe megegyezik a [0, %]
intervallum f altali képével, ezért 2 ¢ Im f. Mivel f (%) = i és f (—%) = %, ezért az f fliggvény nem
paros.

13. Adott az S, =i + 2i® + 3i3 +--- + ni™, n € N* Osszeg, ahol i az imagindrius egység (i2 = —1). Az
alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Az Sog9¢ valds szam. Az |Sa020| szém irraciondlis.

Az Ss022 imagindrius része egyenld 1011-gyel. @ |S2022| = 1011.

Vilasz:

hamis; igaz; igaz; @ hamis.
Megoldds: Ismert, hogy i*F = 1, i*+1 =4 442 = 1 *+3 = _; minden k € N esetén. A kozbeesd

értékek Osszege:

s1 =1+ 2>+ 33 +4i* =2 — 2,
s9 = 5i° + 6i% + 71" + 8% =2 — 2i,

505 = 201742017 4 2018i291® 4+ 201942019 + 202042020 = 2 — 2;.

Kapjuk, hogy

So020 = 81+ 82+ ... + 8505 = H05(2 — 24) = 1010(1 — 4),
tehat Sagep nem valés szam. Tovabba |Sogeq| = 10104/2 € R\ Q, tehdt |Sageo| irraciondlis szam.
Kiszamoljuk, hogy

Sao22 = San20 + 202132021 + 202212022 = 1010(1 — i) 4 20217 — 2022 = —1012 + 10114,

ahonnan az Sageo imagindrius része 1011 és [Sapaz| = /(—1012)2 + 10112 # 1011.

14. Legyen (z,y) € R%r az alabbi egyenletrendszer megoldasa

logges © +1oges y = 0
log, 225 — log, 64 = 1.



Ekkor a logs, (333) — logs, vy kifejezés értéke
0; 12; 1; (D] 10.
Vilasz:

hamis; E igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: Legyen (x,y) € R? az egyenletrendszer egy megolddsa. Ha bevezetjiik az A = loggos @

és B = logg, y jeloléseket, akkor az els6 egyenlet alapjan A + B = 0, ahonnan B = —A. A maésodik

egyenlet alapjan % 1 l A + A =1, tehat A =2 és B = —2. Azt kaptuk, hogy logyys = 2, ahonnan

x = 2252 = 154, Hasonloan logg, y = —2, ahonnan y = 6472 = 2712,
Végiil a keresett kifejezés értéke logs, (:1:3) —logsgy = 10g30(1512 -212) =12, {gy a helyes valasz.

15. A 671! — 47 = 32% ¢gyenlet megoldésainak Gsszege
~1; 0; 1; D] 2.

Vilasz:

hamis; E igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: Az egyenlet atirhatd
3 T 3 2x
6-(=) —1=|{=
(z) ()
3

alakba. Bevezetve a t = (i)x jelolést, a t?> — 6t + 1 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk, amelynek
megoldésai t12 = 3 + 2v2. Hat; = (%)zl és ty = (%)m, akkor

3 T1+T2
(2> :tl‘t2:9*8:1,

tehat 1 4+ x2 = 0.

16. Egy négyzet egyik csicsa A(3,1) és egyik &tléja tartéegyenesének egyenlete y — x = 0. Az aldbbi
allitasok kozil melyek igazak?

Az A csucs tavolsaga a megadott 4tl6tdl 2.
A masik atlo tartéegyenesének egyenlete x +y + 2 = 0.

A négyzet teriilete 4.
@ A C(1,3) pont szintén a négyzet cstcsa.

Vilasz:
hamis; E hamis; igaz; @ igaz.

Megoldds: Az A csucs tavolsdga a megadott egyenestdl

1-3
d:‘—':ﬂ.
12+(71)2

Négyzet masik 4tloja atmegy az A ponton és meréleges a megadott atléra, ezért do : y —1 = (—1)(x —3),

tehat do : x +y — 4 = 0. A négyzet teriilete egyenl6 az atl6 hossza négyzetének felével, tehat (2\[) =4.

A C(1,3) pont az A cstcs szimmetrikusa a megadott atléra nézve, ezért a C' pont is a négyzet csucsa.

17. Az ABC haromszog oldalainak hossza BC = a, AC = b, AB = ¢. Ha az AM oldalfelez6 hossza c,
akkor

a2+262:362; a2—|—202:2b2; COSC 3b, @COSC:—



Vidlasz:

hamis; igaz; hamis;

@ igaz.

Megoldds: Az oldalfelezd tétel alapjan AM? = @ — %. Felhasznéalva az AM = c feltevést kapjuk,

hogy a? 4 2¢? = 2b%. Tehét az valasz hamis, mig a valasz igaz.

Felhasznalva az el6z6 Osszefiiggést és az AB oldalra felirt koszinusztételt kapjuk, hogy 3a = 4bcos C.

Tehat a @ valasz igaz, mig a valasz hamis.

1 1
18. A lim | — — —=— | hatdrérték
z—0 \ 22  sin?z

1
—5; —1; 0;

Vilasz:
igaz; hamis; hamis;

Megoldds: Szamolassal kapjuk, hogy

. 1 1 ~ sin?x — 22 . sinx—x .. sinz+x
lim | 5 - ——— | =lim———-—=1lim lim
x sin“ x

20 2 -0 22sin’x =0 x?sinx z—0 sinz

. sinx—=x . cosx — 1

:2hm27,:2hm - 3
z—0 x?sinz z—0 2z sinx + x< cos T
. —sinx

=2 lim — 3
z—02sinx + 4xcosx — x*sinx
) — oS

=2 lim - 3
z—06cosxr — 6xsinx — x4 coszx
1
3

@ hamis.

19. Az f: R — R fliggvényt az f(z) = arctgx + arcctg = képlettel értelmezziik. Az alabbi llitasok koziil

melyek igazak?

T
f=)=-5.
f(z) = %, minden z € (0, 00) esetén.
Az f fiiggvény paratlan.
@ lim f(z) = lim f(z).

T—r00 Tr—r—00

Vilasz:
hamis; igaz; hamis;
Megoldds: Minden x € R esetén

o 1
1422 1422

f'(x) =0,

@ igaz.

ezért az f fiiggvény konstans az R halmazon. Ez alapjén minden x € R esetén f(z) = f(0) = g, ahonnan

azonnal adédik, hogy csak a és @ valaszok igazak.

1
20. Az xze” = -3 egyenlet valés megoldasainak szama

0; 1; 2;



Vilasz:
hamis; hamis; igaz; @ hamis.
Megoldds: Vegyiik az f : R — R fiiggvényt, melyet az f(x) = xe® képlettel értelmeziink. Ekkor
f'(x) = (x+ 1)e*, minden x € R esetén. Az f fiiggvény valtozési tdblazata
T | —00 —1 o0
f(x) - - 0 + +
1
f@ 0N N s e

1 1 1
Mivel —— < —3 < 0, ezért a tablazat alapjan pontosan két megoldasa van az xe® = -3 egyenletnek.
e

. zZ aromszogben vegyuk lel az € , € , € pontokat ugy, hogy
21. Az ABC ha ogb ik fel A’ BC], B’ CA], ¢’ AB kat 1 h
%é: = %’i’ = é‘% = «. Ha Typc az ABC hiromszog teriilete és Ty g az A’ B'C’ haromszog tertilete,

akkor

le_gau_a); Me[%,l];

TTABC ,ITABC
C] ZABY 1 1202(1 — @) ABC 11 ],
TABC ( ) IE' TABC [2 ]
Vilasz:

igaz; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: %—‘g = %i/ = é‘—g = a € [0,1]. A szinuszos teriiletképlet alapjén az AB'C', A'BC’ és
A'B’'C haromszogek teriilete egyenl a(1l — a)Tape-vel. Innen Targicr = Tape — 3a(l — a)Tapc, tehat

Tapror ) 1N 1 1
=1—-3a(l —a) =3a" -3 1=3 — = - |-,1].
Tanc a(l —a) =3« o+ a-3 +4 7

ftg:c et2
22. A lim ~-——— hatérérték
T fftgxet2dt

1; E ;s 0; @ —1.

Valasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.

Megoldds: Az f : R — R, f(t) = ot? fuggvény folytonos, ezért van primitivje. Ha F az f egy
primitivje, akkor

tgw 2 2
dt — F(1 1
i f:}t gge ey Fltgz) — F(1) _ y ftgz)(1+tg x2) N
e=g [[BTetdt  amg Fletgz) — F(1) a7 f(ctga)(—1 — ctgr)

23. A haromszog, amelyre teljesiil a sin(B) + cos(B) = sin(C) + cos(C') Gsszefliggés
derékszogi; egyenld szaru; egyenld oldalu; @ derékszogl vagy egyenld szaru.

Vilasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.



Megoldas: A megadott Osszefiiggés atirhaté sin(B) — sin(C) = cos(C) — cos(B) alakba. A szinuszok
és koszinuszok kiilonbségére vonatkozo képlet alapjan

. B-C B+C . B-C . B+C
2sin cos = 2sin sin ,
2 2 2 2
azaz,
. B-C B+C . B+C
sin cos — sin =0.
2 2
A sin % = 0 egyenl6ségbol kapjuk, hogy B — C' = 0, azaz B = C, tehat a haromszog egyenld szaru.
A cos B+C — sin B+C = 0 Osszefliggés atirhato cos B+C = sin (g — BJQFC) alakba, ahonnan B +C = 7, s

ekkor a haromszog derékszogii.

24. Az (an)nen+ sorozat altalanos tagja

1 1 1 2 1 n . % .
an=1\—5+ -5+ 5+—5++4/ 5+ 3, mindenn € N" esetén.
n n n n n n
Hasznéljuk az £ = lim a, jelolést. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?
n—oo

[Ale=o0. BJr=12. [C]lreR\ Q. D] ¢ = .
Vilasz:

hamis; E hamis; igaz; @ hamis.

Megoldds: Eszreveheté, hogy minden n € N* esetén

1 1 2 n
an=<\/1++\/1++-~+,/1+>.
n n n n

Vegyiik az f: [0,1] — R, f(z) = V1 + x fiiggvényt. Minden n € N* esetén A, = (0,%, %,...,"771,1)
a [0, 1] intervallum egyenl8kézi felosztdsa és &, = (£, 2,..., =L 1) a A, felosztdshoz rendelt kozbeess

pontrendszer. Minden n € N* esetén az a,, kifejezés az f figgvény A,, felosztashoz és &, kozbees pont-

rendszerhez rendelt Riemann Osszege, azaz a, = oa, (f,&,). Mivel lim ||A,]] = lim — = 0és az f
n—oo n—oo N
fliggvény integralhato, ezért
! ! 2 s|' 2
0= lim o (f,60) :/ f(:c)dx:/ Vidzde = 2(1+2)4 =2@v2-1)

0

Tehat csak a vélasz helyes.
25. Egy téglalap egyik csiicsa A(2,—3) és két oldala a

(d1):2x—3y+5=0,
(d2) :3z+2y—7=0,

egyenletil egyeneseken taldlhaté. A két egyenes egyenlete, amelyeken a téglalap masik két oldala talalhato

2x—3y—13:0és3x+2y:0; y+3:§(:n—2) ésy—|—3:—%(a:—2);
[Cl2e—3y+13=0¢és 3z —2y = 0; D]y-3=2(x-2)ésy—3=-3(z—-2).
Vilasz:

igaz; E igaz; hamis; @ hamis.



Megoldds: Eszrevehetd, hogy a di és dy egyenesek merdlegesek egymésra, mivel az irdnytényezdik

mp = % ésmg = —%, illetve az egyenesek nem mennek at az A ponton. A téglalap maésik két oldalegyenese
athalad az A ponton és parhuzamosak a dy, illetve dy egyenesekkel. Az A ponton dthaladé di egyenessel
parhuzamos egyenes egyenlete y + 3 = %(m — 2), vagyis 2o — 3y — 13 = 0. Az A ponton athaladé ds

egyenessel parhuzamos egyenes egyenlete pedig y + 3 = —%(:c —2), vagyis 3z + 2y = 0.

26. Legyen a € C egy paraméter és vizsgaljuk a kovetkezo 3 ismeretlenes linearis egyenletrendszert

2z + ay+2z=1
dr— y+oz=1
2z +10y+ z=1.

Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Az a barmely értékére a rendszer matrixdnak rangja 3.

Az o barmely értékére a rendszer bévitett matrixanak rangja 3.

A megadott rendszer inkompatibilis akkor és csakis akkor, ha o # 3.
@ A megadott rendszer kompatibilis akkor és csakis akkor, ha o # 3.

Vilasz:
hamis; igaz; hamis; @ igaz.

Megoldds: Az egyenletrendszer matrixa, illetve bévitett matrixa

2 a 2 2 a 21
A=1[4 -1 5|, illetve A=|4 -1 5 1
2 10 1 2 10 1 1

Innen kapjuk, hogy det(A) = 6cv — 18 = 0 akkor és csaLkis akkor, ha a = 3, tehat a rendszer kompatibilis,

ha o # 3. Az o = 3 esetben rang(A) = 2 és rang(A) = 3, ezért a Kronecker-Capelli-tétel alapjan a
rendszer inkompatibilis.

27. Legyen G C R egy olyan halmaz, amelyre

Y

Ve,ye G
2oy —x—y+ 1’ ©Y

THRY =

egy miiveletet értelmez a G halmazon. Az aldbbi &dllitdsok koziil melyek igazak?

A G megegyezhet a (0,2) intervallummal.

A G megegyezhet a (0, 1) intervallummal.

Ha G = (0,1), akkor a ,,+” miiveletnek van semleges eleme.
@ Ha G = (0,1), akkor § szimmetrikus eleme 2.

Vilasz:
hamis; igaz; igaz; @ igaz.

Megoldds: Az x = i ésy = % esetén a kifejezés nevezéje 0, ezért az véalasz hamis. Ha 0 < z,y < 1,

akkor zy > 0 és (1 — z)(1 — y) > 0, amelyeket Gsszeadva kapjuk, hogy 2zy —z —y +1 > 0. Ezért

0<zxy <1, tehét a valasz igaz.
A semleges elem létezésére vonatkozé x * e = x, minden = € (0,1) esetén feltételb6l kapjuk, hogy a

semleges elem e = % Tehat a valasz is igaz.
A szimmetrikus elemre vonatkozé x * 2’ = % feltételbdl kapjuk, hogy ’ = 1 — z, amely szintén a (0,1)

intervallumban van, ha = € (0,1). Tehdt a @ valasz is igaz.



28. Az
2022

Inx
d
/ 1+ a2 .

2022

integrél értéke

[A]o; [B]1; (C]2; D] 3.

Vilasz:
igaz; hamis; hamis; @ hamis.
Megoldds: Az x = % valtozécserét végziink. Ekkor dx = —t% dt és
2022 : 2053 1 . 2022 2022 :
n - n-s —Int
/ T e = / . dt:/ tdt:/ndt:
1+ 22 1+ 5 12 2 4+1 24+1
1 2022 t 1 1
2022 2022 2022
2022 | 2022 |
nt nx
/ 21 / 1+z2 "
o7 o7
2022 |
nx
Ezek alapja ———dx =0.
zek alapjén / 22 x

_1
2022

29. Adottak az x,y, z € Z* szdmok 1gy, hogy xy, yz, zx mértani haladvanyt alkotnak, melynek hanyadosa

egy 1-t0l kiilonboz6 egész szam. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Ha y teljes négyzet, akkor z is teljes négyzet.
Ha =z teljes négyzet, akkor y is teljes négyzet.
Ha y teljes négyzet, akkor x is teljes négyzet.
@ Ha z teljes négyzet, akkor x is teljes négyzet.

Vilasz:
igaz; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: Ha ¢ a mértani haladvany hanyadosa, akkor qry = yz és qyz = 2z, tehdt ¢’xy = zx. Ezek

alapjén z = ¢?y, tehit az és vélaszok igazak.
Az y =1, x = 2 és z = 4 esetén teljesiilnek a kért feltételek, y és z teljes négyzetek, de x nem az.

Tehat a és @ valaszok hamisak.

2 2n—1
2—z
30. Adott az (x,)pen+ sorozat, melynek dltaldnos tagja x,, = / ( ) dz, minden n € N* esetén.

o (24 x)2ntl
Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

1 . . 1 .
Tog = a1 nh_{glo n’z, = 1. Ji)n;onxn = 3 @ 7}1_)1{.10 ne, = 0.
Vilasz:
igaz; hamis; igaz; @ hamis.

Megoldads: Legyen n € N*. Ekkor

2
/2 2 g\ ! L, 1/2 2\ /2_g ’d 1 /2—2\*™

€ et - —_— xr= —— . xr= ——
"o \ 242 (24 x)? 4 /0 \2+=x 24z 8n \2+z o

Mivel 184 = 8 - 23, ezért csak az és valaszok igazak.




