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MATEMATIKA irasbeli proba
MEGOLDASOK

. Az R halmazon adott a
9T tats 42 = ).

egyenlet megolddsainak halmaza:

§ = {1}; 5 ={1,2}; 5 = {2); [D] 5={-21}.
Vilasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.
Megoldds: A feladatban szereplé egyenletet atirjuk

owtaty _ 93

alakba, amely egyenértékii az 22 + x — 2 = 0 egyenlettel. Ezutébbi egyenlet megolddsai z; = —2 és
x9 = 1, kovetkezésképpen a helyes vélasz S = {—2,1}.

. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy létezzen legaldbb egy olyan X € My(R) matrix, amelyre

1 a 0 O
(o 1)x=( )
a kovetkezd:

aE]R*; a:O; a€{—3,2}; @ae{—l,l}.
Vilasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.

. (1 a\ , (1 »m
Megoldds: Legyenek A = . 1) X = <a:2 y2).
Ha det A # 0, akkor az A matrix invertalhaté és az AX = Os egyenletnek X = Oy az egyetlen

megoldasa.
Ha det A = 0, akkor AX = O egyenlet a kdvetkez6 két matrix egyenlethez vezet

D))= 0) e (D))

Ez a két métrix egyenlet két homogén hatarozatlan és kompatibilis linearis egyenletrendszerhez vezet,
amelyeknek vannak nem nulla megoldasai. Ezekbol a nem nulla megoldasokbdl alkothatjuk az X oszlopait
és igy megkaphatjuk a feladatban szerepl6 egyenletnek egy X # Oy megolddsit.

Ezek alapjan a feladatban megadott egyenletnek pontosan akkor létezik X # Oy megoldédsa, ha
det A = 0, vagyis 1 — a? = 0, ahonnan a € {—1,1}.



3. Az f: R — R fiiggvényt az f(z) = 22 +x + 1,Vx € R képlettel értelmezziik. Az alabbi allitdsok koziil
melyek igazak?

Minden z € R esetén létezik y € R gy, hogy f(z) = y.
Minden y € R esetén létezik x € R gy, hogy f(z) = y.

Ha z1,29 € R és x1 # x9, akkor f(x1) # f(x2).
@ Ha z1,29 € R és &1 = x9, akkor f(x1) = f(x2).

Vilasz:
igaz; hamis; hamis; @ igaz.

Megolddas: Ez a tulajdonsig igaz minden fiiggvény esetén, mivel definicié szerint a fluggvények az
értelmezési tartomany minden elemének egyértelmilen megfeleltetnek egy elemet az értékkészletbdl. A
mi esetiinkben az f fiiggvény az x € R elemnek megfelelteti az y = 22 + z + 1 € R értéket.
Az R-en értelmezett és R értékkészletli mdsodfoku fiiggvény nem sziirjektiv. (Ez egyszertien ugy is
lathat6, hogy f(x) = 22 + 2z + 1 nem vesz fel negativ értékeket).
Az R-en értelmezett és R értékkészletii masodfoku fiiggvény nem injektiv (példaul, 0 # —1, de
J(0) = 1= f(-1)).

Ez az allitds igaz minden fiiggvény esetén, mivel az értelmezési tartomany minden elemének (esetiink-
ben x; = x9-nek) megfeleltet egyetlen egy elemet az értékkészletbdl (nevezetesen f(x1) = f(x2)-et).

2

1 o «
4. Ha o € C és o = 1, akkor az a o 1 matrix rangja:
a? 1 «a
I, mivela® =1=a=1; 2, mivel a matrix determinansa 0;
1; (D] 1 vagy 2, az o értékétél fiiggden.

Vilasz:
A| hamis; hamis; C| igaz; hamis.
D]

Megoldds: Jeloljiik A-val a feladatban szereplé matrixot. Mivel
P=1ca’-1=0« (a—1)(c*+a+1)=0 & a=1vagya®+a+1=0,

ezért a fenti egyenletnek harom kiilénb6z6 komplex gyoke van. Ez a harom gyok az 1 és az o> +a+1 =0
masodfoki egyenlet két komplex (nem valds) gyoke. Ezek a harmadrendi egységgyokok.
Mivel A-nak van nem nulla egytitthatdja, igy rang A > 1, tovdbba

1 « 2

0(062

1l «
a 1

1 «
a? 1

ezért rang A = 1 minden harmadrendil egységgyok esetén. Tehat a helyes véalasz a .
hamis, mivel nem veszi figyelembe az o® = 1 egyenlet C \ R-beli gyckeit.

hamis, mivel rang A # 2 (még akkor is, ha det A = 0).

@ hamis, mivel az « értékétdl fiiggetlentl a rang A = 1.

5. Legyen (an)n>1 egy valés szamokbdl dllé szdmtani haladvany. Ha ajor = 695 és ajpor = 6995, akkor az
alabbi allitasok koziil melyek igazak?

20
ai € [6,6]. a; = 5. aso1 = 14135. D] > ay, = 965.

k=11



Vilasz:
igaz; hamis; igaz; @ igaz.

Megoldds: Hasznéaljuk a szamtani haladvany altalanos tagjara vonatkozd képletet az ap els6 tag és az r
allandé kiilonbség fiiggvényében. Ez alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert

100r = 695
{a1 * " , ahonnan a; = -5 ésr="71.

a1 + 1000r = 6995

Tehat az igaz és a hamis.

A [C]igaz, mivel agge; = a1 + 2020 = 14135.

Végiil
20
(CL1 + CLQ()) - 20 (al + alo) -10
Z ap =S20 — S10 = 5 — 5 =
k=11

=[-54+(-5+19-7)]-10—-[-5+(-5+9-7)] - 5= 1230 — 265 = 965,
tehat a @ is igaz.

. Adottak az f,, : R = R, f(z) = ma? +2(m + 1)z +m — 2,Vz € R fiiggvények, ahol m € R\ {0}. Ezen
figgvényekhez rendelt paraboldk csucsai a kovetkezd gorbéken helyezkednek el:

az y = —x + 3 egyenesen; az y = 2% — 3 parabolén;
az Yy = x — 3 egyenesen; @ az y = 4z + 2 egyenesen.
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.
Megoldds: A g : R = R, g(x) = ax® + bz +c (a,b,c € R, a # 0) masodfok fiiggvényhez rendelt parabola
csacsa V | ——, ——
Rogzitjik az m € R* szamot. Az f,, fliggvényre
A =4(m+1)% —4m(m — 2) = 4m? + 8m + 4 — 4m* + 8m = 16m + 4.

Tehat az f,,-hez rendelt parabola csicsanak abszcisszaja

b m+1
- - _2'- 6.1
w 2a m (6:1)
és az ordinataja
A 16m + 4 dm+1
Yy = —— = — - _ . (6.2)

da 4dm m

Mivel 4m + 1 = (m + 1) + 3m, ezért irhatjuk, hogy
1
m

Tehat az f,, méasodfoku fiiggvényekhez rendelt paraboldk csicsai az y = x — 3 egyenesen talalhatok, igy
a helyes vélasz a .
A kévetkezdképpen is eljdrhatunk: a (6.1) Osszefiiggés atirhaté

mxy = —m — 1

alakba. Innen lathatd, hogy az f,, masodfoku fiiggvényekhez rendelt parabolak cstcsai koziil egyiknek
sem lehet az abszcisszdja xy = —1, igy kapjuk, hogy
1
xy + 1

m =

Ezt behelyettesitve a (6.2) Osszefiiggésbe kapjuk, hogy yy = xy — 3.



7. Adott a P = X* 4+ aX3 —6X2 + 15X +b € R[X] polinom. Ha P oszthaté a Q1 = X —1és Q2 = X +3
polinomokkal, akkor:

[A] a=—3; [B] b=—9; C] a+b=-10; D] a=16b=09.
Valasz:
hamis; igaz; igaz; @ hamis.
Megoldds: A Q1 | P relaciébdl adédik, hogy P(1) = 0, vagyis
1+a—64+154+0=0 < a+b=-10,
amely pontosan a ben 1évé Osszefiiggés. A Qo | P relaciébdl adédik, hogy P(—3) = 0, vagyis
81 —-27a—54—-454+b=0 & —27a+b=18.

A fenti két Osszefiiggésbdl alkothaté az

a+b=-10
27a — b= —18
egyenletrendszer, amelynek egyetlen megoldasa az (a,b) = (—1,—9). Tehdt a is igaz, illetve az és

@ hamisak.

8. Tekintjiik az f : R — (0,00), f(z) = (2a®> +2a + 1)*, V2 € R és g : (0,00) — R, g(y) = log,2449,
Vy € (0,00) fiiggvényeket. Legyen A azon a € R szdmok halmaza, amelyekre az f és g fliggvények
egymads inverzei. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

AC[-1,4]. AC[-4,1]. AC[-2,3]. D] AC[-3,2).
Vilasz:

hamis; igaz; hamis; @ igaz.

Megoldds: Eszrevehetd, hogy minden a € R esetén 202 +2a —1 = a? + (a+1)2 > 0 és a> + 4 > 4 (az
utébbi pozitiv és nem egyenld 1-gyel). Ha az f és g fliggvények egymads inverzei, akkor

Jog=10c) ésgof=1g.

A baloldali egyenldség alapjan f(g(a® + 4)) = a® + 4, vagyis f(1) = a® + 4, igy 2a®> + 2a + 1 = a® + 4.
Innen kapjuk az a® + 2a — 3 = 0 egyenletet, amelynek megolddsai a; = —3 és ay = 1. Ezekre az értékekre

ellendrizhetd, hogy az f és g fliggvények egymads inverzei. Tehat a és @ igazak, illetve az és
hamisak.
9. A valés szdmok R halmazén bevezetjik a kovetkezé ,,x” miiveletet
x*xy = xy — 4o — 4y + 20.

A kovetkez6 allitasok koziil melyek igazak?

(1x1)x1=3. A " mivelet semleges eleme a 4.
A 3 inverze a ,*” miiveletre nézve a 3. @ (R, *) egy csoport.

Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.



10.

11.

Megoldds: (1% 1) x1 = —23, tehat hamis.
A kovetkezd atalakitasokat végezziik

rxe=x < z(e—5)—4e+20=0 < z(e—5)—4(e—5)=0 & (e—5)(z—4)=0.

Ez alapjan minden x € R esetén = x e = x pontosan akkor teljesiil, ha e = 5. Tehat a semleges elem
(amely egyértelmii) egyenld 5-tel, ezért a hamis.
Rogzitiink egy tetszdleges z € R szamot. A kovetkez6 atalakitdsokat végezziik

2’ =e & xx' —dr—42'+20=5 & zax' —drx—42'+16=1 & (z—4)(2z' —4)=1.

Ennek az egyenletnek (melynek 2’ az ismeretlene) pontosan akkor van megoldédsa, ha x # 4. Ebben az
esetben 7/ = p—] + 4 egyértelmil megoldas. Tehat a @ hamis, mivel az x = 4 elemnek nincs inverze a
1‘ J—
,,*” miiveletre nézve.
R 7 . . 99 ” 7 / 1 7
Végiil x = 3 esetén kapjuk, hogy az inverze a ,*” miveletre nézve '’ = —— + 4 = 3. Tehat a

3—-4
igaz.

Adott az A = {0,1,2,3,4,5,6} halmaz és legyen a B halmaz kiillonb6z6 A-beli elemek felhaszndldséval
alkotott hdromjegyli szdmok halmaza. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak?

A B halmaznak 240 eleme van;

A B halmaznak 210 eleme van;

A B halmaznak 180 eleme van;

@ A B halmaz pontosan 35 elemében szerepelnek a szamjegyek csokkeno sorrendben.

Vilasz:
A | hamis; hamis; C| igaz; igaz.
D]

Megoldds: A B halmaz elemeinek szama megegyezik az (a, b, ¢) szamharmasok szdméaval, ahol a,b,c € A
ésa#b#c#a+#0. Azon (a,b,c) szdmhdrmasok szama, ahol a,b,c € A és a # b # ¢ # a, megegyezik
az A halmaz elemeibdl alkotott 3 elemi rendezett részhalmazok szdméval (az A halmaz 3-ad osztdlyu
varidcidinak szamaval), vagyis A3 = 210-zel (mivel az A halmaz 7 elemfi). Azon (0,b,c) szimharmasok
szdma, ahol b,c € A\ {0} és b # ¢, egyenld A2 = 30-cal. Tehdt a B halmaz elemeinek szama

210 — 30 = 180.

Végiil az utolsé allitashoz meg kell szamoljuk azokat az (a, b, ¢) szimharmasokat, amelyekre a,b,c € A
és a > b > c. Nyilvdnvaldéan ekkor a # 0, igy az ilyen szdmharmasok szdma megegyezik az A halmaz 3
elemii részhalmazainak szdmaval (a 3 elemii részhalmazokat csokkend sorrendbe rendezve kapjuk meg a
keresett szamharmasokat). fgy adédik, hogy a csokkend sorrendii szamharmasok szama

C3 = 35.

Tehat és hamisak, mig és @ igazak.

Ha az ABC haromszog csicsai A(2,3), B(—1,1), C(-3,4), akkor

az ABC hédromszog teriilete %; az ABC héaromszog derékszogii;
az ABC héiromszog egyenld szaru; @ a C pont az AB egyenesen taldlhato.
Vilasz:

igaz; igaz; igaz; @ hamis.



12.

13.

— =
Megoldas: Felirjuk, hogy BA(3,2) és ﬁ(—2,3_),> ahonnan ||BA| = \/g és ||@|| = v/13. Ezek alapjan
az ABC haromszog egyenld szard. Tovabba BA - BC' = 0, ahonnan BA | BC, igy az ABC haromszog

derékszogli (m(B) = 90°). Tehét és igazak.
AB-BC 13 , , . - .
——— = — # 0, ezért a haromszog nem elfajuld, vagyis

Az ABC haromszog teriilete Typc, = 5 5

C ¢ AB. Tehat igaz és @ hamis.

Az xOy koordindta-rendszerben tekintjiikk az A(—2,3) és B(0,1) pontokat. Az M(1,5) pont tavolsidga az
[AB] szakasz oldalfelezé merdlegesétol

%; f%; %; @ egyik sem.
Vilasz:

igaz; hamis; hamis; @ hamis.

Megoldds: Az [AB] szakasz felez6pontja C(—1,2). Az [AB] szakasz iranytényezdje —1, ezért az oldalfelez6
merélegesének az irdnytényezéje 1. Ezek alapjan felirhaté az [AB] szakasz d oldalfelezé mer6legesének
egyenletey —2=1-(x+1) & = —y+3=0. Végil az M pont tavolsiga a d egyenestol
|1 -5+ 3| 1
dM,d) = ——=—= = —.
(M, ) VIZH12 V2
Tehat a helyes vilasz.
Az ABC haromszog csicsainak koordindtai a sikjanak egy ortonormalt Descartes-féle koordindta-rend-
szerében A(1,1), B(9,1), C(1,5). Az alabbi éllitasok koziil melyek igazak?
Az ABC haromszog derékszogfi és m(A) = 90°.
Az ABC héaromszog ortocentruma H = A(1, 1), sulypontja G (13—1, %) és koriilirt korének kozéppontja
0(5,3).

A G, H, O pontok nem kollinearisak.
@ A G silypont egyenld téavolsagra van az ABC hiaromszog [AB] és [AC] oldalaitol.

Vilasz:
igaz; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds: Igaz. Valdban, a haromszog AB és AC oldalai merélegesek egymasra, mivel ﬁ (8,0) és
ﬁ (0,4) alapjéan az AB és AC oldalak parhuzamosak a koordindtatengelyekkel.

Igaz. Valéban, egy derékszogii haromszog ortocentruma megegyezik a derékszogi csiccsal, tehét
H = A. A sulypont koordinatai az haromszog csiucsai koordindtainak szamtani kozepe, tehat G (%, %)
Egy derékszogii haromszog koriilirt korének koézéppontja az atfogd felezépontja, mivel ott taldlkoznak a
haromszog oldalfelez6 merdlegesei. Tehét a [BC| szakasz felez6pontja O(5,3) a koriilirt kor kézéppontja.
Hamis. A G, H, O pontok kollinearisak minden haromszog esetén és az altaluk meghatarozott egyenes

az Euler-egyenes. Ezen feladat esetén akar direkt médon is ellenérizhetd a kollinearités.
8 4
ﬁé (3, 3> éS ﬁ5 (4, 2) 5

ahonnan

— 92 —
HG= 2 HO. (13.1)

Megjegyezziik, hogy a (13.1) Gsszefiiggés teljesiil minden haromszog esetén.
@ Hamis. Valéban, a G silypont tavolsiaga az AB és AC egyenesektél

d(G, AB) = g Y g — (@, AC).
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15.

16.

A [-7, 5] intervallumon a 4 - [sin(x)| - cos(x) = 1 egyenletnek

nincs megoldésa; két megoldasa van;
négy megoldasa van; @ végtelen sok megoldasa van.
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

Megoldds: Minden z € [—-F, 5] esetén |sin(z)| - cos(xz) > 0. gy a kovetkezd egyenértékii stalakitisokat
végezziik:

4-|sin(x)|-cos(z) =1 < (4-|sin(z)|-cos(x))?* =1 & 16sin®(x)cos?(z) = 1

1
& 4sin’(22) =1 & 2(1 —cos(4z)) =1 < cos(4x) = 7

5w 5w T

Tehédt a megadott egyenletnek a [—7, 7] intervallumon négy megoldasa van, éspedig —35, 15, — 15,

xS

Ha az a, b, c szakaszok rendre 2, 3, 4 hosszusiguak, akkor:

az a, b, c szakaszokkal hegyesszogli haromszog szerkeszthetd;
az a, b, ¢ szakaszokkal tompaszogli haromszog szerkesztheto;
az a, b, ¢ szakaszokkal egyenlé oldali haromszog szerkesztheto;

@ az a, b, ¢ szakaszokkal haromszog szerkesztheto.

Vilasz:
hamis; igaz; hamis; @ igaz.

Megoldds: Az 2+ 3 > 4, 3+4 > 2, 4+ 2 > 3 egyenlGtlenségek alapjén 1étezik egy nem elfajult ABC
hiromszog gy, hogy a = BC, b= CA, c = AB. A koszinusztétel alapjan

22 43242 1
c=""0"% _ o
cos 2.2.3 1°

~

Tehat m(C) > 90°, ezért az ABC haromszog tompaszogi.

Tekintjitk az @ = (m — 1)@ + 2b és ¥ = 3@ 4+ mb vektorokat, ahol az @ és b vektorok nem kollinedrisak.
Héany olyan értéke van az m € R paraméternek, amelyre az @ és ¢ vektorok kollinearisak?

[A] o; B] 1; c] 2 D] 3.
Valasz:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.
Megoldds: Az i és ¥ vektorok kollinedrisak, ha létezik k € R* dgy, hogy
Gi=k -7 (m—1)a+2b=k-(3a+mb) < (m—1-3k)d= (mk—2)b.
Az @ és b vektorok nem kollinearisak, ezért
{m—l—SkzO

km—2=0

2
Tehdt m = 3k + 1 és k- (3k + 1) = 2. Ennek az egyenletnek a megoldasai k1 = —1, ky = 3 ahonnan

m1 = —2 és my = 3. Tehat m-nek két értéke van, amelyekre u és ¥ kollinedrisak.



17.

18.

19.

Legyen ABC az A csucsban derékszogii hdaromszog. Ha AB = 2¢, BC' = 2a, AC' = 2b, illetve R a koriilirt
kor és r a beirt kor sugara, akkor

TABCA = ch; R = %;

AB + AC = 2(R +7); D] r= 2.

Vilasz:

igaz; hamis; igaz; @ igaz.

Megoldds: Ha ABC héromszog az A szogben derékszogi és AB = 2¢, BC = 2a, AC = 2b, akkor

e a hiromszog teriilete Tapc, = % = 2bc;
e a haromszog koréirt kor kozéppontja az atfogd felezGpontja, ezért R = % =a;
_ TaBcp 9

o r—=

> = aiprer abol p = a+b+ ¢ a hdromszog félkertilete.

Eszrevehet jik, hogy

9 2 9 2., .2 9
2(R+r):2<a+ be ):2a +ab+ ac+ bc:2(b + %) 4 ab+ ac + 2be

a+b+c a+b+c a+b+c

b2+02+2bc)+ab+ac_2(b+c)2+a(b+c) _2(b+c)(a+b+c)
a+b+c a+b+c a+b+c

= 2b+42c= AB + AC.

_ ol

Ha A, B,C, M a sik kiilonb6z6 pontjai gy, hogy

6AM = 3AL + 3AC — 5BC,

akkor
a B, C, M pontok kollinedrisak; a B, C, M pontok nem kollinedrisak;
[C] BM -BC <o; D] BM - BC > o.

Vilasz:

igaz; hamis; igaz; @ hamis.

Megolddas:

6AM = 3AB + 3AC — 5BC — 6(AB + BM) = 3AB + 3AC — 5BC
— 6BM = —3AD + 3AC — 5BC = 3BC — 5BC' = —2BC — BC = —3BM,

ezért a B,C, M pontok kollinedrisak és BM - BC = —3[BM|? < 0.

Adottak az A(1,-1), B(3,—1), A'(—4,—2) és B'(0,—2) pontok. A C és C’ pontok az y = % egyenleti
P parabolan talalhaték. Jeloljiik a-val az ABC haromszog és o/-vel az A’ B'C’ haromszog teriiletét.

Létezik egy P pont a P paraboldn ugy, hogy C = C’' = P és a = o/.

Létezik egyetlen C pont, amelyre az ABC haromszog derékszogii.

Létezik legaldbb egy olyan egész koordinataju C' pont, amelyre az a primszam.
@ Létezik legalabb egy olyan C’ pont, amelyre az A’C’ oldal hossza 3v/2.

Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ igaz.
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21.

22.

Megoldds: hamis, mivel az A és B szbgek is lehetnek derékszogek és ezekben a pontokba az AB-re
merdleges egyenesek két kiilonb6z6 pontban metszik a parabolédt.
A C = C(x,2?) és C' = C'(y,y?) pontok rajta vannak a P paraboldn és ezekre a pontokra

a=1+2% é o =202+4%).

A igaz, mivel példdul x = 1 esetén C(1,1) egész koordinataji és o = 1 + 12 = 2 pedig prim.

Az hamis, mivel a fenti szdmoldsok alapjan az 1 + 22 = 2(2 4 2?) < 22 = —3 egyenlethez jutunk,
amelynek nincs (valés) megoldasa.

Az A'C' szakasz hosszat egyenlévé téve 3v/2-vel kapjuk a /y? + 5y2 + 8y + 20 = 3v/2 egyenletet,
amelynek egy megoldasa y = —1, tehat @ igaz. (Mésképpen, lerajzolva az A’ kozépponti és 3v/2

sugaru kort lathatjuk, hogy elmetszi a megadott parabolat a (—1,1) pontban, igy @ igaz).

Tekintjiik az x — y = 1 egyenletil d egyenest, illetve az A(—1,0) és B(1,2) pontokat. Minden M € d
pontra syr-mel jeloljik az [AM] és [BM] szakaszok hosszainak Gsszegét. Ekkor

A VM ed:sy>V2+2; B VM ed: sy < V2+4;
[C] VM € d: sy > V2 +V10; (D] 3M € d gy, hogy sy = V2 + 2.

Vilasz:
igaz; hamis; hamis; @ hamis.

Megoldds: Az A'(1,—2) pont az A szimmetrikusa a d egyenesre nézve és {My(1,0)} = BA' Nnd. Ekkor
|AMO| = |MoB| =2¢és

4 = |AMy| + |MoB| = |A'My| + |MyB| = |A'B| < |[A'M| + |[MB| = |AM| + |MB| = sp);, VYM €d.
Tehat minden M € d pont esetén sy € [4, 00).
Az a, =n(¥V/n+1— ¢n),Vn > 1 sorozat hatdrértéke
4; %; 0; @ +00.
Vilasz:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.

Megoldds: Az lim Y=L — 1 /4 alapjan lim n (Y11 1/n—1) = 1/4, tehdt lim n3/4 (Yn + 1—&/m) =
z—0 z n—00 n—oo
1/4. Ezek alapjan a kért hatarérték egyenld +oo-nel.

Adott az a,, = 7% sorozat, ahol n € N*. Az aldbbi 4llitasok koziil melyek igazak?

Az (ap)nen+ sorozat szigorian névekvé. nh_)rgo a, = 1.

< o i =0.
(2021 < 3g97 @ nh_)rgo an =0
Vilasz:

hamis; hamis; igaz; @ igaz.
1

Megoldds: Mivel a1 =1 > % = ag, ezért a sorozat nem szigorian novekvd. Felhasznalva az n! < n" ™%,
Vn € N* egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

0<a,<-—, VneN,

S|

ahonnan a fogé tétel alapjan lim a, = 0.
n—oo



23.

24.

25.

2
3 0052% o
Hal= /dx, akkor az I értéke

T +sinx
i

52 ¥ In2; [D] 2.
Vilasz:

igaz; hamis; hamis; @ hamis.
Megoldds: Ha t = x + sin z, akkor dt = (1 + cos x)dx, vagyis dt = 2 cos? 5dx és kapjuk, hogy

2

2I =In(z +sinz)| =In2.

™

Tehat I = 2.

Ha A azon valés a szamok halmaza, amelyekre az f : [0,1] — R, f(z) = 2%(z+a),Vx € [0, 1] fiiggvénynek
pontosan két széls6érték-pontja van, akkor

A= (—o00,—3] U[0,+00); A= (-30);
A=0; [D] A=R".

Vilasz:
igaz; hamis; hamis; @ hamis.
Megoldds: Az f'(x) = 322 + 2ax alapjan a fiiggvény staciondrius pontjai 1 = 0 és zo = —%“. A feltétel

szerint a flggvénynek két szélséérték pontja kell legyen, ezért a masodik staciondrius pont nem lehet
benne a (0,1) intervallumban. Ebben az esetben a fliggvény szélséérték-pontjai csak az értelmezési
tartomany végpontjai lesznek. Tehdt az zo ¢ (0, 1) reldcié a —22 < 0 vagy —23—“ > 1 egyenl6tlenségekhez
vezet, amelyek alapjdn a € (—oo, —%] U [0, +00).
Ha f: [—g,g] — R az

cosx —2, ha —Z<zx<0

f(l’) = sin x ?

SnL had<z <

x )

képlettel értelmezett fiiggvény, akkor

az |f| figgvény folytonos a 0-ban;

az f figgvénynek van legaldbb egy zérushelye a (—g, %) intervallumon, mert f (—%) - f (%) < 0;
az f fiiggvénynek nincs zérushelye a (—g, g) intervallumon;

@ az f fliggvénynek nincs hatarértéke a 0-ban.

Vilasz:
igaz; hamis; igaz; @ igaz.
Megoldds: A

lim [f(z)| = lim |f(z)| = 1 = |f(0)]

z—0 z—0

<0 x>0
egyenl6ségekbdl kovetkezik az | f| fiiggvény folytonossiga a 0-ban, mig a
lim f(z) = —1és lim f(z) =1
z—0

z—0
z<0 >0

egyenl6ségek alapjan az f fliggvénynek nincs hatarértéke a 0-ban.
Az értelmezése alapjan az f fiiggvénynek nincs zérushelye a (—%, g) intervallumon.



26.

27.

Legyen f: R - R az f(z) = 22" Vz € R képlettel értelmezett fiiggvény. Ekkor:
lim f(~
Tr—00
az f fliggvény szigorian novekvé az [1, 00) intervallumon;
minden z € R esetén fenndll az f'(x) > = f(x) egyenlétlenség;

!/
(D] lim Sy
w3 (22 + D) f ()
Vilasz:
hamis; E igaz; hamis; @ hamis.
. : . . R 22 _
Megoldds: hamis, mivel xlggo f(==z) xli)rglo2 00.

igaz, mert barmely z,y € [1,00), < y esetén 22 < y?, ahonnan kovetkezik, hogy 97 < v* (mivel
az u 2% Vu € R fiiggvény szigorian névekvd).
hamis. Minden z € R esetén f/(z) = 2z - 2% - In2, ahonnan f/(1) = —41n2. Tovabb4

(=) < (=1)f(-1) & —4ln2< -2 & 4>e,

ezért f'(x) > zf(x) egyenlbtlenség nem teljesiil minden = € R esetén (példdul x = —1 esetén).
hamis, mert

/ 2In2 -z - 2*° 2In2 -
fm @) gy, 222t 22w o
oo (2x 4+ 1)f(x) a—oo (204 1)27 z—oo 2x + 1
Legyen f : R — R egy olyan folytonos fliggvény, amelynek vizszintes aszimptotai vannak —oo és +o0o-ben.
Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

lim @: lim @

T——00 T—+00

Az f fiiggvény korldtos.
Az f fiiggvény grafikonja metsz minden vizszintes egyenest legaldbb egy pontban.

@ Az f(x) = 2?Y2! egyenletnek van legaldbb egy megoldésa az R-en.

Vilasz:
igaz; E igaz; hamis; @ igaz.

Megoldds: Mivel az f fiiggvénynek vizszintes aszimptotai vannak a —oo és +-0o-ben, ezért ezért léteznek és
végesek a kovetkezd hatarértékek hm flz) =11 eRés lirf f(z) =:lp € R. Mésrészt lim x = —o0
T—r+00
(

T—r T—r—00

és lim x = 400, amelyek alapjan EIP —J”) =0= lim @ Tehat az igaz.

T—r+400 T—-+00

Az 1y és I3 hatarértékek értelmezése alapJan léteznek a1, as € R szamok gy, hogy f(x) € (I1—1,1;+1),
minden = € (—00,ay) esetén, illetve f(z) € (Ia — 1,12 + 1), minden z € (ag, +00) esetén. Feltehetd, hogy
a; < az. Az f fiiggvény folytonos az [a1, as] zart intervallumon, ezért korldtos is ezen az intervallumon,
vagyis léteznek my, mo € R, my < mq gy, hogy f(x) € [m1, me] minden x € [a1, as] esetén. Bevezetve az
My :=min{ly — 1,lo — 1,m1} és My := max{l; + 1,13 + 1,ma} jeloléseket adddik, hogy f(z) € [M1, Ms],
minden z € R esetén, tehat az f fliggvény korlatos, igy a igaz.

Ha m € R\ [My, Ms], akkor f(x) # m semmilyen x € R esetén, ezért az y = m egyenletii vizszintes
egyenesek nem metszik az f grafikonjat. Tehat hamis.

Tekintsiik a kovetkezSképpen értelmezett fiiggvényt g : R — R, g(z) = f(x) — 22°2! minden z € R
esetén. Egyrészt ez a fliggvény két folytonos fiiggvény kiilonbsége, igy szintén folytonos, tehat Darboux-
tulajdonsagi. Madsrészt xli)l}loog(x) =1l +00 = +00 és xEToog(x) =y — 0o = —o0. Ezek alapjan

Img = R, és ezért y = 0 esetén létezik x € R 1igy, hogy g(x) = y = 0, vagyis f(z) = 22°?!. Teh4t a @
igaz.



1
28. Jeloljik I-vel az / zIn(1 4+ z) dz integral értékét. Ekkor
0

29.

30.

Izi—l—an; [B] 1 cq; [Clo<T<m2; @%mg<1<%m2,
Vilasz:
hamis; igaz; igaz; @ igaz.

Megoldds: A feladatban szerepld integrélt a kovetkezéképpen szamolhatjuk ki:

i /01 <x22>/1n(1+$)d33

2 1 1 1 2
2 0 2 0 1+l’

1 1 /! 1
=—-In2—-— x—1+
2 2 Jo r+1

1 (a® 1
1n2—<x—x+ln(x+1)>‘
0

Tehat hamis és igaz.

Az f:]0,1] = R, f(z) := zln(l + z),Vz € [0,1] figgvény szigorian névekv a [0, 1] intervallumon,
ezért 0 < f(x) < In2 minden = € (0,1) esetén, ahonnan 0 < [ < In2. Tehat igaz.

Végiil

1.3 1 1.3 1 1
—In-<I<=-1In2 —In-<-<=1In2
sy <I<gh2 & cho< <gh
1
& lng<§zln\/é<ln2 & 152=22<e<4=2%

ami igaz. Tehat @ igaz.

Jeloljiik A-val azon a valds szamok halmazat, amelyekre a /3 — x — x = a egyenletnek van legalabb egy
val6s megoldasa. Ekkor

(=00, —10) C A; {-10,-9, -8} C A4;
{~3,-2,-1,0} C 4; (D] {8.9,10} C A.
Valasz:

hamis; hamis; igaz; @ igaz.

Megoldds: Ertelmezziik az f : (—00,3] — R fiiggvényt az f(z) = /3 —x — x,Vo < 3 képlettel. Ekkor

f'(x) <0,V € (—00,3), ahonnan kovetkezik, hogy az f fiiggvény szigorian csokkend, ezért f injektiv.

Az f(—=3)=3és lim f(x) = +ooalapjén az f képe Im f = [-3,00). Ezért az f(z) = a egyenletnek van
Tr——00

legalabb egy valés megoldésa (tulajdonképpen egyetlen egy megolddsa) pontosan akkor, ha a € [—3, 00).

Legyen

2

s .
3 SINL — L COST
iy re 4+ sin“x

Ekkor az I értéke
0; arctg (2”§/§> — arctg (”T‘/ﬁ)
arctg <2”9—\/§> —1; @ 1.




Vilasz:
hamis; igaz; hamis; @ hamis.

Megoldds:

™

5 sing — xcosx § sinz—gcosw 3 ( - )/
— 2 H

I:/ —2 5 d:L’ :/ 7;:1.3; dl’ :/ —~smxr/ ZdIE
e . dsmoz ks 1+( z )

sin? x 4 sinx

arct (x ) arct T2 arct T2
= ar — ar — . —— | — ar - —
& \sinz &\ 3 V3 &\ 4 V2

() e ()
= arctg 9 — arctg |

INERRNE



