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1. Consideram in R ecuatia
97ty 42 = ().

Multimea solutiilor ecuatiei este:
[A]S = {1} [B] S ={1,2}; [C]s = {2} D] S ={-2,1}.
Raspuns:
falsy; falsX; falsX; D] adevirata.
Solutie: Scriem ecuatia din enunt sub forma
gr?trty _ 2%’

ceea ce este echivalent cu 22 +  — 2 = 0, ecuatie care are solutiile z; = —2 si 29 = 1. Prin urmare,
raspunsul corect este S = {—2,1}.

2. Pentru ca sa existe cel putin o matrice nenula X € My(R) astfel incat

1 a 0 0
(e 5)=(0)
este necesar si suficient ca:

aG]R*; a:0; aE{—3,2}; @ae{—l,l}.
Raspuns:

falsa; falsi; falsi; D] adevirati.

Solutie: Fie A = (1 a) siX = <$1 3/1>'
a 1 To Y2
Daca det A # 0, atunci A este inversabila si ecuatia AX = Os are solutia unica X = Os.

Daca det A = 0, atunci ecuatia din enunt, conduce la ecuatiile matriceale

b E)=6) G )6 -6)

Rezulta doua sisteme omogene compatibile nedeterminate din care se deduc coloanele lui X si gasim si
solutii X # Os pentru ecuatia data.

Prin urmare, ecuatia data admite cel putin o solutie X # O atunci si numai atunci cand det A = 0,
adica 1 — a? = 0 sau, echivalent, a € {—1,1}.

3. Fie f : R — R dati prin f(z) = 22 + 2 +1,Vx € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevirate?



Pentru orice = € R exista y € R astfel incat f(x)
Pentru orice y € R existd = € R astfel incat f(z) =

Daca x1,x2 € R si 21 # 29, atunci f(z1) # f(x2).
@Dacé x1, 2 € R si x1 = x9, atunci f(z1) = f(x2).

Raspuns:

adevarata; falsa; falsé; @ adevarata.

Solutie: Aceasta proprietate este adevarata pentru orice functie, pentru ca in definitia functiei
este precizat ca oricarui element din domeniu 1i corespunde un unic element din codomeniu. In cazul
nostru, pentru un = € R nu avem decét si calculam y = 22+ + 1 € R.

. Functia de gradul al doilea definitad pe R cu valori in R nu este surjectiva. (O justificare simpla
ar fi ca f(r) = 22 + 2 + 1 nu ia valori negative.)

Functia de gradul al doilea definitd pe R cu valori in R nu este injectiva (de exemplu, 0 # —1,
dar £(0) =1 = f(1)).

Aceasta implicatie este adevarata pentru orice functie pentru ca unui element din domeniu (1 =
x9 In cazul nostru) ii corespunde un unic element din codomeniu (si anume f(z1) = f(z2)).

1 a o
4. Daci a € C si o® = 1, atunci rangul matricei a o® 1 este:
a2 1 «
1, deoarece a® =1 = a = 1. E 2, deoarece determinantul matricei este 0.
1. @ 1 sau 2, depinde de a.
Raspuns:

falsa; falsa; adevarata; @ falsa.

Solutie: Fie A matricea din enunt. Cum
fmled-1=0e(a-1)(?+a+l)=0sa=1saua’+a+1=0,

existd 3 numere complexe distincte ce verificid egalitatea data. Acestea sunt 1 si radécinile complexe
nereale ale ecuatiei a® + o+ 1 = 0.
Evident, rangA > 1, iar cum

1 « 2

06062

=l 1 1= -

1 «
a? 1

rangA = 1 pentru orice radacina de ordinul 3 a unitatii. Asadar, raspunsul corect este .
este fals pentru c# ignora radacinile din C \ R ale ecuatiei o = 1.

E este fals (chiar daca det A = 0) deoarece rangA # 2.

@ este fals pentru céa, independent de valoarea pe care o poate lua «, rangA = 1.

5. Fie (an)n>1 un sir de numere reale in progresie aritmetica. Daca aig1 = 695 si ajoo1 = 6995, stabiliti
care din urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

20
ay € [—6,6]; a; = 5; agoz1 = 14135; D] Y ax = 965.

k=11



Raspuns:

adevarata; falsa; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Folosind formula termenului general in functie de primul termen a; si ratia r, din ipoteza
obtinem sistemul

{ a1 + 1007 =695 de unde deducem a; = —5gir=7.

a1 + 1000r = 6995
Astfel, este adevarata, iar este falsa.
asn21 = a1 + 20207 = 14135,

prin urmare este adevarata.

20 (a1 + a20) - 20 (a1 + alo) - 10
E ar, =S20 — S10 = 5 — 5 —
k=11

=[5+ (-5+19-7)]- 10— [-5+ (=H5+9-7)] - 5 = 1230 — 265 = 965,
deci si @ este adevarata.

6. Fie functiile f,, : R = R, f,(z) = maz? +2(m + 1)z +m — 2,Vz € R, unde m € R\{0}. Varfurile
tuturor parabolelor asociate acestor functii se gasesc pe:

dreapta y = —x + 3; parabola y = 22 — 3;

dreapta y =z — 3; @ dreapta y = 4x + 2.

Raspuns:
falsa; falsa; adevarata; @ falsa.

Solutie: Varful parabolei asociate unei functii

g:R—R, g(x) =ar?+bx+c(a,bceR, a#0)

b A
este punctul V' (— —).

Fie m € R* fixat. Pentru functia f,, avem
A =4(m+1)% —dm(m — 2) = 4m? + 8m + 4 — 4m> + 8m = 16m + 4.
Abscisa varfului parabolei asociate este

b m-+1
= —— = —— 1
v 2a m (1)
iar ordonata este
A 16m+4  4m+1

yv:_@: 4dm m

Cum4dm+1=(m+ 1)+ 3m,

1
yvz—ﬂ—?):l’v—?).
m

Deci, varfurile parabolelor asociate functiilor f,,, se gasesc pe dreapta y = x — 3.

Se poate proceda si astfel: (1) se mai scrie

mxy = —m — 1.



Rezulta ca nici unul dintre varfurile parabolelor asociate functiilor f,, nu poate avea abscisa ry = —1 si
putem scrie

Inlocuind acest m in (2) rezulta yy = zy — 3.

7. Fie polinomul P = X*+aX?—-6X2+15X +b € R[X]. Daci P este divizibil cu polinoamele Q; = X —1
si Q2 = X + 3, atunci:

a:—?); b:—9;
a+b:—10; @a:1§ib:9.

Raspuns:
falsa; adevarata; adevarata; @ falsa.
Solutie: Din @)1 | P deducem ca P(1) = 0, adica:

l14a—-64+15+b=0<a+b=—-10,

care este chiar egalitatea de la .
Din @2 | P deducem ca P(—3) = 0, adica:

81 —-27a—54—-45+b=04 —27a+b=18.

a+b=-10
27a — b= —18

care are solutia unica (a,b) = (=1, —9). Deci si este adevarata.

Rezulta sistemul:

8. Fie functiile f : R — (0,00) si g : (0,00) — R definite prin f(x) = (2a® + 2a + 1)*,Vxr € R i
g(y) =log,2, 4 y,Vy € (0,00). Fie A multimea valorilor a € R pentru care f si g sunt functii inverse una
alteia. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A]AC[-1,4]; [B] A C[-4,1];
[ClAc[-23]; D] AcC[-3,2

Raspuns:

falsX; adevirati; falsX; D] adevirata.

Solutie: S& observim ci pentru orice a € R, 2a> +2a+1 =a?+ (a+1)2 > 0si a® +4 > 4 (in
consecinta pozitiv si diferit de 1). Daca functiile f si g sunt una inversa celeilalte, atunci

Jog=10c) sigof=1r.

In particular, avem f(g(a? +4)) = a® + 4, adici f(1) = a? + 4 gi astfel 2a% + 2a 4+ 1 = a® + 4. Rezulti
ci a® + 2a — 3 = 0, care are solutiile a = 1 si @ = —3. Pentru aceste valori putem verifica direct ca f si g
sunt functii inverse una alteia.

9. Pe multimea R a numerelor reale definim operatia ,,+” prin
rxy =y — 4o — 4y + 20.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(Lx1)1=3; 4 este element neutru fata de ,,*”;
simetricul lui 3 este 3; @l (R, *) este grup.



Raspuns:

falsa; falsd; adevirati; D] falsa.

Solutie: (1% 1) %1 = —23, deci este fals.
Avem

rxe=v<x(e—5)—4e+20=0<z(e—5)—4(e—5)=0< (e—5)(zr—4)=0.

Aceasta are loc pentru orice x € R daca si numai daca e = 5. Deci elementul neutru (care e unic) este 5,

deci este fals.

Fie x € R arbitrar fixat. Avem

rxr' =esar —dz— 42 +20=5 12 —dr — 42’ +16=1& (x —4)(2' —4) = 1.
. A~ / . / 1 i) . . v
Ecuatia in 2’ are solutie | pe x =1 + 4, solutie unica | daca si numai daca x # 4.
1
Pentru x = 3 se obtine 2’ = 31 + 4 = 3. Rezulta ca este adevarat.

Varianta @ este falsa deoarece 4 nu e simetrizabil.

10. Fie A = {0,1,2,3,4,5,6} si B multimea numerelor de trei cifre construite cu cifre distincte din A.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

B are 240 de elemente; B are 210 de elemente; B are 180 de elemente;

@ exact 35 din elementele lui B au cifrele scrise in ordine descrescatoare.

Raspuns:

falsa; falsa; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Numarul elementelor lui B coincide cu numarul tripletelor (a,b,c) cu a,b,c € A, a # b #
¢ # a # 0. Numarul tripletelor (a,b,c) cu a,b,c € A, a # b # ¢ # a coincide cu numarul aranjamentelor
de 7 elemente — elementele din A — luate cate 3, adica A% = 210. Numarul tripletelor (0,b,c) cu
b,c € A\ {0}, b # c coincide cu A2 = 30. Deci cardinalul lui B este

210 — 30 = 180.

Pentru ultima intrebare, trebuie sa numéaram tripletele (a,b,c¢) cu a,b,c € A, a > b > ¢. Evident, nu
mai exista posibilitatea ca a = 0 gi fiecare astfel de triplet corespunde unei submultimi cu 3 elemente a
multimii A (elemente pe care le ordonam conform cerintei cand formam tripletul corespunzator). Prin
urmare, numarul acestor triplete este

C3 = 35.

Deci si sunt false, iar si @ sunt adevarate.

11. Daca varfurile triunghiului ABC' au coordonatele A(2,3), B(—1,1), C(—3,4), atunci
Aria triunghiului ABC este egala cu % Triunghiul ABC' este dreptunghic.

Triunghiul ABC este isoscel. @ Punctul C se afla pe dreapta AB.
Raspuns:
adevarata; E adevarata; adevarata; @ falsa.
Solutie: Observam ca B71(3 2), HBAH = B? -2,3), \B?E’H V13. Rezulta ci AABC este

isoscel. In plus, B—jA B? =0= BA € B? si trlunghlul ABC este dreptunghic. Aria triunghiului este

AB - BC 13
g=4 262 = 5 — 75 0, deci triunghiul este nedegenerat, i.e. C ¢ AB.




12. In sistemul de coordonate zOy se considerd punctele A(-2,3) si B(0,1). Distanta de la punctul
M (1,5) la mediatoarea segmentului [AB] este

%; _%; %; @ altd valoare.
Raspuns:

adevarata; falsa; falsa; @ falsa.

Solutie: C(—1,2) este mijlocul segmentului [AB]. Panta dreptei AB este egala cu —1, deci panta medi-
atoarei segmentului [AB] este 1, si ecuatia mediatoarei este d: y—2=1-(x+1) <z —y+ 3 =0. Deci

1-5+3
aann =i =

13. Se considera triunghiul ABC. Fata de un reper cartezian ortonormat al planului sau, varfurile
triunghiului au coordonatele A(1,1), B(9,1), C(1,5).

Triunghiul ABC este dreptunghic si m(g) =90°;

H = A(1,1) este ortocentrul, G (13—1, g) este centrul de greutate si O(5,3) este centrul cercului
circumscris triunghiului ABC;

Punctele G, H, O nu sunt coliniare.

@ Centrul de greutate G este egal departat de laturile [AB] si [AC] ale triunghiului ABC.

Raspuns:

adevarata; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie: Adevirat. Intr-adevir laturile AB si AC' sunt paralele cu axele de coordonate deoarece
— —
AB (8,0) si AC (0,4).
Adevarat. Intr-adevar ortocentrul unui triunghi dreptunghic este varful unghiului drept. De
asemenea, coordonatele centrului de greutate sunt mediile aritmetice ale absciselor respectiv ordonatelor
. 11 7\ .

varfurilor. In acest caz particular coordonatele centrului de greutate sunt, intr-adevar, 3 3) . In
sfargit, centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este mijlocul ipotenuzei deoarece acolo
se Intalnesc mediatoarele laturilor triunghiului. In acest caz particular coordonatele centrului cercului
circumscris sunt, intr-adevar, (5,3) deoarece acest punct este mijlocul ipotenuzei [BC].

Fals. Punctele GG, H, O sunt coliniare in orice triunghi, iar dreapta lor comuna este binecunoscuta
dreapta a lui Euler. In acest caz particular se poate verifica direct coliniaritatea celor 3 puncte observand
ca

— 8 4 —

adica
—

HG=-HO. (1)

Wl Do

De altfel relatia (1) are loc in orice triunghi.
Fals. Intr-adevir

£~ = dist(G, AC).

[SCNEN

7
dist(G, AB) = 5~ 1=

wl oo

14. In intervalul [—5, 5] ecuatia 4 - [sin(x)| - cos(z) = 1

nu are nici o solutie; are doua solutii; are patru solutii; @ are o infinitate de solutii.

Raspuns: | A | falsi falsi adevirati D] falsa.



Solutie: Fie x € [, 5.
Atunci, |sin(z)| - cos(x) > 0. Astfel vom avea:
4 - |sin(x)| - cos(w) = 1 & (4 |sin(z)] - cos(z))? = 1 < 16sin?(x) cos?(z) = 1 & 4sin®(22) = 1 &
2(1 — cos(4z)) = 1 < cos(4x) =
Deci solutiile din intervalul |

| N |—

_5m 5m
127120

i

i
120 12°

5, 5] sunt:

15. Daca a, b, c sunt trei segmente care au lungimile 2, 3, 4, atunci:
a, b, c pot forma un triunghi ascutitunghic; a, b, ¢ pot forma un triunghi obtuzunghic;
a, b, ¢ pot forma un triunghi echilateral; @ a, b, c pot forma un triunghi.

Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.

Solutie: 2+ 3 >4,3+4>2,4+2>3 = dA, B,C varfuri ale unui triunghi nedegenerat astfel incat
a = [BC], b= [CA], ¢ = [AB]. Teorema cosinusului implica

22 4 32 — 42 1
c="_"—"" _— —_-—<o.
o8 2.2.3 i

Deci, m(C) > 90°.

16. Se considera vectorii @ = (m — 1)d + 2b si ¥ = 3@ + mb, unde a si b sunt vectori necoliniari. Cate
valori poate avea parametrul m € R astfel incat « si ¥ sa fie coliniari?

[A]o0; B 1; [C]2; D]3.

Raspuns:

fals¥; fals¥; adevarati; D] falsa.

Solutie: Vectorii @ si ¥ sunt coliniari, daci existd k € R* astfel incat @ = k-7 < (m — 1)@ + 2b =

-,

k- (3@ +mb) < (m —1—3k)d@ = (mk — 2)b. Vectorii @ si b nu sunt coliniari, astfel

m—1-—3k=0,
km—2=0.

2
Deci, m = 3k + 1 si astfel k- (3k + 1) = 2. Solutiile acestei ecuatii sunt k; = —1, ko = 3’ de unde

m1 = —2 gl mg = 3.

17. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Daca AB = 2¢, BC = 2a, AC = 2b, R si r sunt raza
cercului circumscris, respectiv inscris in triunghiul dat, atunci

.Am'a(AABC):%c R:% AB+AC:2(R+T) @T:a—zgic'

Raspuns:

adevarata falsa adevarata @ adevarata.

Solutie: Daca ABC este un triunghi dreptunghic in A §i AB = 2¢, BC = 2a, AC' = 2b, atunci

o Aria(AABC) = 452 = % = 2bc;

e centrul centrului circumscris triunghiului dreptunghic este mijlocul ipotenuzei, deci R = B—QC =aq;

o r= % = afgic unde p = a + b + ¢ este semiperimetrul triunghiului dat.




Y Y _ 2bc\ _ oa?4abtact2be _ o (b%+c?)tabtact2be o (b2+c2+2bc)+abtac
Observam ca 2(R+1) = 2 (a—i— a+b+c) = 20 = 2 prrs =2 T =

2(b+cgj:£i(cb+c) _ 2(b+Z)J£cgii+c) 942 — AB + AC.

18. Dacid A, B,C, M sunt puncte distincte intr-un plan astfel incat
—
6AM — 3AB + 3AC — 5BC,

atunci:

B,C, M sunt coliniare; B, C, M sunt necoliniare;
[C|BM - BC < o; [D|BM - BC > 0.

Raspuns:

adevarata; falsa; adevarata; @ falsa.

Solutie:
614—]\};4 — 34B+3AC—5BC — 6(AB+BM) = 3AB+3AC —5BC — 6BM = —3E+3;4?—5ﬁ -
3BC —5BC = —2BC — BC = —3BM — B,C, M sunt coliniare si BM - BC = —3|BM|? < 0.

19. Se considera punctele A(1,—1), B(3,—1), A'(—4,—2) si B'(0,—2). Punctele C si C’ se afla pe
parabola P de ecuatie y = 2. Notdm cu « aria triunghiului ABC si cu o’ aria triunghiului A’B’C".
Exista un punct P pe parabola P astfel incat C =C' = P si a = o/.
Exista un unic punct C astfel incat triunghiul ABC' sa fie dreptunghic.
Exista cel putin un punct C' cu coordonate numere intregi astfel incat « sa fie un numar prim.
@ Exista cel putin un punct C’ astfel incat latura A’C’ sa fie de lungime 3v/2.

Raspuns:

falsa E falsa adevarata @ adevarata.

Solutie: este fals deoarece unghiul drept poate fi atat in A cat si in B iar perpendicularele pe AB din
A respectiv B intersecteaza parabola in doua puncte distincte.
Fie C = C(z,2%) si C' = C'(y,y?). Avem

a=1+2% s o =22+7?).

Deci este adevarat.

Din 1+ 2% = 2(2 + 2?) & 22 = -3, adica este fals.

Distanta de la C’ la A" este \/y* + 5y% + 8y +20 = 3/2 si se observi solutia —1, deci @ este
adevirat. (Sau, din desen observim ca un cerc de raza 3v/2 centrat in A’ intersecteazi parabola in
(—1,1), deci @ este adevarat.)

20. Consideram ecuatia dreptei d : © —y = 1 si punctele A(—1,0) si B(1,2). Oricare ar fi M € d, notam
cu spr suma lungimilor segmentelor [AM] si [BM]. Atunci:

[A|YM ed: sy >V2+2; [B]VM e d:sy < V2+4;
VMEd:stx/QJr\/E; @HMEdastfelincétsM:ﬂ+2.

Raspuns:
adevarata; falsa; falsa; @ falsa.

Solutie: Fie A’(1,—2) simetricul lui A fata de d si {My(1,0)} = BA’ Nd. Atunci

|AMy| + |[MyB| = |A'My| + |[MoB| = |A'B| < |A'M| + |MB| = |AM| + |M B)|



si |[AMy| = |MoB| = 2. Deci, oricare ar fi M € d, sy € [4,00).
21. Limita girului a, =n(v/n+1— /n),Vn > 1 este

4 Bl & 0; [D] +o0.
Raspuns:

falsX; falsX; falsX;

@ adevarata.
Solutie: Din lim%
z—0 x

S - 1/4 rezultd lim n (/1 +1/n—1) = 1/4, deci lim n3/* (/n +1—/n) =
n—oo n—oo
1/4. Astfel limita ceruta este +oc.

22. Pentru n € N* fie a,, = n% Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:
A | Sirul « este strict crescator. li =1.
Sirul (an)nen rict cr r Jim_ap,
agn21 < ﬁ. lim a, = 0.

n—oo
Raspuns:

falsX; falsX; adevirati; D] adevirata.
Solutie: Cum a; = 1 > 5 = ao, girul nu este strict crescitor. Folosind inegalitatea n! < n"~

1 1
= 2
Vn € N*, rezulta ca

i

0<a,<

S|

, Vn € N*,
de unde se obtine ca lim a, = 0.
n—oo

2
COS
23. Notam I:/

™

[A] a2, L [Clm2; [D] s

dx. Valoare lui I este

a3,
Raspuns:
adevirati; fals¥; fals; D] falsa.

Solutie: Dacé t = x + sinx, atunci dt = (1 + cosz)dx, deci dt = 2 cos? gdx si obtinem

2T
=In2.

™

2] = In(z + sinx)

Astfel I = 1“72

24. Notam cu A multimea numerelor reale a pentru care functia f : [0,1] — R, f(z) = 2?(z +a),Vz € R
admite exact doua puncte de extrem.

[A] A = (00, 3] U0, +o0); B]A=(-30); ClA=0; D] A =R"
Raspuns:
adevirati; fals¥; fals; D] falsa.

Solutie: Din f'(x) = 322 + 2ax rezultd punctele critice 1 = 0 si 20 = —2a/3. Conditia ca functia
sa aiba exact doua puncte de extrem este ca al doilea punct critic sa nu apartina intervalului (0,1). In

acest caz punctele de extrem ale functiei vor fi doar capetele intervalului de definitie. Deci —2a/3 < 0
sau —2a/3 > 1. Rezultd a € (—o0, —3] U [0, +00).



25. Fie f: [—g, %] — R functia definita prin

cosxt — 2, —

vl
IN
S
IN
o

fl@)=9
sin
E}#% 0<x S %.

Atunci

functia | f| este continua in 0;

functia f are cel putin un zero in intervalul (—g, %), pentru ca f (—g) - f (g) < 0;
functia f nu are niciun zero in intervalul (—%, 5);
@ functia f nu are limita in 0.

Raspuns:
adevarata; falsa; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Egalitatile
lim [f(z)| = lim |f(z)| = 1 = |f(0)]
z—0 z—0

<0 z>0
implica continuitatea functiei |f| in 0, iar egalitatile
lim f(x) =—1si lim f(z) =1
fle) = ~15i lim f(2)

z—0
z<0 z>0

arata ca f nu are limita in 0.
Din definitia lui f rezulta ca f nu are niciun zero in intervalul (—%, %)

26. Consideram functia f : R — R definita prin f(x) = 2¢° ¥z € R. Atunci:
lim_ f(—z) =0;
functia f este strict crescatoare pe intervalul [1, 00);
inegalitatea f’(x) > zf(x) are loc pentru orice z € R;

D] m @y

rne (2 + 1) f ()

Raspuns:

falsX; adevirati; fals; [D] falsa.

Solutie: A) xlggo f(—xz) = 0: afirmatie falsa, pentru ca IILH;O f(—x) = xlggo 2% — 00;

B) functia f este strict crescatoare pe intervalul [1,00): afirmatie adevarata, pentru ca oricare ar fi
z,y € [1,00) cu z < y are loc 22 < 2 si aceasta implici 9 < 2v? (functia u € R — 2" este functie
crescatoare);

C) inegalitatea f’(z) > xf(x) are loc pentru orice z € R: afirmatie falsa, pentru ca

£/(z) =22 -2°° . In2 pentru orice z € R, iar f/(—1) = —4In2, 2f(z) = —2;
R
are loc —4In2 < —2 & 4 > e; prin urmare inegalitatea indicata in problema nu are loc, de exemplu,

pentru x = —1;

!
D) xlgrolo (2:):]:_(% = 1: afirmatie falsa, pentru ca
f(x) _ 2In2 -z - 2% . 2In2-zx

— _— = _— ::1 2.
w00 (20 + 1) f(z) w2+ 1272 ebee 2041



27. Fie f : R — R o functie continua al carei grafic admite asimptote orizontale spre —oo si spre +oc.
Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:

lim @: lim @;

T—r—00 T—r+400
functia f este marginita;
graficul functiei f intersecteaza orice dreapta orizontala in cel putin un punct;

@ ecuatia f(z) = 22"2! are cel putin o solutie in R.

Raspuns:

adevarata; adevarata; falsa; @ adevarata.

Solutie: Cum graficul lui f admite asimptote orizontale spre —oo si +00, exista si sunt finite limitele

lim f(z)=:1; e Rsi lim f(z)=:ls € R. Pedealta parte, lim =z = —ocosi lim x = 4oco. Rezulta
T——00 r—+00 T——00 r—+00

cd lim {2 =0= lim @ Deci afirmatia este adevarata.

z——oco T z—+00

Pe baza definitiei limitelor Iy si lo, exista aj,as € R astfel incat f(z) € (1 — 1,11+ 1)V € (—o0,a1),
respectiv f(z) € (I — 1,la + 1), Vo € (ag,+00). Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca
a1 < ag. Pe de altd parte, functia f fiind continua pe intervalul compact [a1, as], ea este marginita pe
acest interval, adica exista mi,mo € R, m; < mag, astfel incat f(z) € [m1,msa], V& € [a1,as]. Notand
min{ly — 1,lo — 1,m1} =: My i max{ly + 1,ls + 1,ma} =: Ms, rezulta ca f(x) € [My, Ms], Vx € R, deci
f este marginita. Asadar afirmatia este adevarata.

Fie m € R\ [My, Ms]. Cum f(x) # m oricare ar fi x € R, rezulta ca dreapta orizontala de ecuatie
1y = m nu are puncte comune cu graficul functiei f. Deci afirmatia este falsa.

Fie g : R — R functia definitd prin g(z) = f(z) — 22°?! pentru orice x € R. Aceasts functie este
continua, fiind diferenta a doua functii continue pe R, deci are proprietatea lui Darboux. Pe de alta
parte, avem lim g(z) =1l + 00 = 400 g1 lim g(x) = ls — 00 = —00. Rezulta ca Img = R si, prin

T—r—00 r—+00

urmare, pentru y = 0 existd x € R astfel ca g(r) = y = 0, adica f(x) = 22°?!. Asadar afirmatia @l este
adevarata.

1
28. Se noteaza cu I valoarea integralei / xzIn(1 4+ z) dz. Atunci
0

I:i—HnQ; IGQ;

[clo<T<m2; @%ln%<[<%ln2.

Raspuns:

falsa; adevarata; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Avem




Functia f : [0,1] — R definita prin f(z) := zln(1 4+ x),Vx € [0, 1] este strict crescatoare pe [0, 1], deci
0 < f(z) < In2 pentru orice z € (0,1), de unde 0 < I < In2. Avem

1 3 1 1 3 1

3 1
& ln§<§zln\/é<ln2 & 152=225<e<4=2%

1

ceea ce este adevarat.

29. Notam cu A multimea numerelor reale a pentru care ecuatia /3 — x — x = a are cel putin o solutie
reala.

(—00,—10) C A; {-10,-9, -8} C A;
{~3,-2,-1,0} C 4; D] {8,9,10) C A.

Raspuns:

falsa; falsa; adevarata; @ adevarata.

Solutie: Definim functia f : (—o00,3] — R definita prin f(z) = /3 —x — z,Vax < 3. Functia este
continua, deci are proprietatea lui Darboux. Pe de altd parte avem f’(z) < 0, Vx € (—o00,3). Prin
urmare f este strict descrescatoare, deci f este injectiva. f(—3) =3si lim f(z) = 400, deci imaginea

Tr—r—00
lui f este [—3,00). Astfel ecuatia f(z) = a are cel putin o solutie (de fapt are exact o solutie) daca si

numai daca a € [—3,0).

30. Fie

.
3 SINX — T COST
= [T e
s

z z2 4+ sin‘x
Valoarea lui I este
0; arctg (2”!3/5) — arctg (”4 );
arctg (2”9‘/?’) -1 @1.

N

Raspuns:

falsa; adevarata; falsa; @ falsa.

Solutie:
3 sinz — x cos § sing—gcose 3 ( < )/
= T Ty = __sinxz 3., _ __\sinz)
= ﬁ 22 +sin? dr = /f o’ +sin’ ¢ o= ﬂf - 2%
T e

4 4 sin? x 4 sinx

¢ ( T ) o (T 2 o (T 2
= arc =arctg | = - — | —arctg [ — - —
& \sinz &\ 3 V3 &\ 4 V2

= arctg <27T9\/§> — arctg <7T:1/§>

L ERE]



