UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

SOLUTII
Concurs MATE-INFO UBB 2021
Proba scrisi la MATEMATICA

1. Fie (an)n>0 un sir de numere reale nenule in progresie geometrica, cu ratia » € R. Stiind ca expresia

4 4 .
Ejzzggé,+_4g§_+ a5 - a7

a ay a%

are valoarea minima posibila, sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

1 a2 1
Alr=-. —= —.
2 |
asao + 2a1a5 + agas > 0. @ anant1 < 0, pentru orice n € N.
Solugie. Din proprietitile de baza ale progresiilor geometrice avem
E=4r+4r+1=(2r+1)>
Rezulta ca r = —g ceea ce invalideaza afirmatia . Avem mai departe:
a 1
220 - ‘7’3‘ =3 deci este adevarata.
ag
_ _ .5 2 _ 2.5(2 _ oo —11
asaz + 2aias + apas = as(az + 2a; + ag) = aor’(apr” + 2aor + ag) = agr’(r* +2r+1) = af - 37 1 <0,
ceea ce contrazice .
Anlpt1 = a?L = —§a% < 0, pentru orice n € N, ceea ce inseamna ca @ este adevarata.
O
Raspunsuri:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.

2. Fie dreptele d; si do respectiv de ecuatii t —3y+1=0gi 3z+y+2 = 0, ¢ un numar real i P punctul
de coordonate (0,a). Punctul P este egal departat de dreptele d; si do, daca a ia valoarea

1 1 3
a1 B]o. ]t D2,

Solutie. Distanta de la punctul P(0,a) la dreapta d; este data de:

| —3a+ 1]
V10

Distanta de la punctul P(0,a) la dreapta dy este data de:

d(P,dy) =

la + 2|
d(P,dy) = )
(P,d2) V10
Conditia ca cele doua distante sa fie egale este indeplinita pentru a € {—%, % . O



Raspunsure:

adevarata; falsa; falsa; @ adevarata.
3. Multimea solutiilor ecuatiei AS — 242C% — 1142 = 0 este

[Al{1}.  [Bl{9y. [Cc]{5}.  [D]{1,9}

Solutie. Inlocuind si simplificand obtinem ecuatia de gradul doi 22 — 10z + 9 = 0, cu ridscinile 1 si 9.
Convine doar solutia x = 9, din cauza conditiilor asupra aranjamentelor si combinarilor, x € N,z > 6. [

Raspunsuri:

falsa; adevarata; falsa; @ falsa.

4. Fie x > 0. Coeficientul binomial al termenului care il contine pe x® din dezvoltarea binomului
1\ 2021
(v-%)
este
1435 586 587 1434
Coo97- C5021- Coa1- @ Caoo1-

. - 1\" 2021k _k
Solutie. Tj1 = Chyoy (V)22 (—1)k ({)/5) = (~1)*Chpma™ 2 5.
2021 —k kK

Din ecuatia —5 5= 6 rezulta 7k = 5 - 2009, deci k = 1435. Astfel coeficientul binomial este
C337 care este egal cu C559;. O
Raspunsuri:

adevarata; adevarata; falsa; @ falsa.

5. Fie M, N, P respectiv @) mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD] respectiv [DA] al patrulaterului
oarecare ABC'D. Atunci

A AD+AB_CB4CD.  [BMN+FO-T.
D = D L0 G ESY

Solutie. Pentru a verifica egalitatile vectoriale de mai sus, Incercam sa transformam membrul stang al
egalitatii astfel incat in el sa apara vectorii din membrul drept.
Astfel, pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul E + ﬁ = C@ + ﬁ

scriem E+ﬁ:@+@+ﬁ+@:@+@+2m.

De unde rezulta ca este falsa.
Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul MN + 1@ = 0 scriem

J\W\/}H@:WJFB_Aﬂﬁjtlﬁ:%ﬁ+%ﬁ+%@+%ﬁ:%(ﬁJrl?c)*JrC_l))Jrl)_fél):ﬁ).

De unde rezulta ca este adevarata.
Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul B + B? = /ﬁ + lﬁ scriem

AB+BC = AC = AD + DC.

De unde rezulta ca este adevarata.
—
Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul @ E + B? = Eﬁ + C'A scriem

AD + BC = AB + BD + BC = BD + AB + BC = BD + AC.

De unde rezulta ca @ este falsa. ]



Raspunsure:

falsa; adevarata; adevarata; @ falsa.

6. Fie (an)n>1 sirul de termen general

G = <1+i> <1+i>--.<1+2).

Sa se indice care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate.

lim Intl < 1. E lim n < 1. ILm ap =1In2. @ lim a, = co.
n (o)

n—00 (U n—00 Q41

(n+1)(n+2)---(2n)

Solutie. Avem a, = , deci
nn
an  (n+1)(n+2)---(2n) (n+ 1)+t B 1+l "on+1
ani1 nn (n+2)---2n)2n+1)(2n +2) n 22n +1)°
R VEEE an € . e An+41 . . .
Rezulta ca lim = - <1, deci lim > 1 §i prin urmare lim a, = co. O
n—00 (41 4 n—o00 Gy n—00

Raspunsuri:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.

7. Daca log5 27 = a, atunci valoarea lui logg 16 este:

4(3 — 4+ 4(3 +

3+a a

Solutie. Folosind proprietatile logaritmilor, avem:

4 4

logg 16 = 4logg 2 = _ ,
©86 %867 = 105,61+ log,3

Din relatia
3 3 ~ 3logy3

= log, 27 = 3log,3 = — =
a =logy 981297 10512 T 14 2logs2 2+ logy 3’

rezulta ca

2a
log, 3 = .
&2 3_
Prin urmare, obtinem
4 4 43 —a
log616:1 oe 3 — 5 = (3 ).
+ 0go 1+ 34 +a
O
Raspunsuri:
fals¥; adevirati; fals; [D] falsa.
8. Pe intervalul (—1,1) definim legea de compozitie ,,*” prin = xy = fjﬁ/, pentru orice z,y € (—1,1).
Sa se indice care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate.
Elementul neutru in raport cu ,,*” este % % * (% * %) = g.
Legea de compozitie ,,+*” este asociativa. @ Simetricul lui % in raport cu ,,x” este é.



T4y r+y+z+ryz
1+xy 1+xy+yz+ze —

x * (y * z), deci este adevarata. Pe baza acestei formule calculam é * (% * %) = %, deci este falsa.
Din x * e = z pentru orice z € (—1,1) obtinem ca elementul neutru este 0, deci este falsa. Pentru

Solutie. Se verifica ugor ca —1 < < 1 pentru orice z,y € (—1,1). Avem (x *xy) * z =

x € (—1,1), din egalitatea x * 2’ = 0 obtinem c& simetricul lui x este 2’ = —x, deci @ este falsa. O

Raspunsuri:

falsi; falsi; adevirati; |D| falsi.

9. Fie f: R — R functia definita prin

b3, x € (0,00),

$4 a T —00
o= febe zetm

unde a,b € R sunt parametri. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Daca a =0 si b € R, atunci functia f este continua pe R.

Daca a =1 si b= —1, atunci functia f este strict descrescatoare pe R.
Daca a =1 g1 b= —1, atunci functia f este discontinua in 0.

D] wli}r_noof(m) = xl;rglo f(z) oricare ar fi a,b € R.

Solutie. Functia f este continua pe (—oo,0) si pe (0,00), iar

lim 2! = lim b2 = 0 = £(0).

z—0 z—0
<0 >0
Deci, f este continua pe R.
Daca a =1 gi b= —1, atunci functia f : R — R este definita prin
4
z*+1, z€ (—00,0],
fTR=R, f(z)= 3

—x°, z € (0,00).

Evident f este strict descrescatoare pe (—oo, 0], respectiv pe (0,00). Fie z1 € (—00,0] si 22 € (0, 00),
deci 71 < 9. Atunci f(z1) =27 +1>1> 0> f(x2) = —23. Prin urmare, f este strict descrescitoare
pe R.

Dacd a =1si b= —1, atunci lim 2* + 1 = f(0) = 1 # lim —23 = 0. Deci, f este discontinua in 0.

z—0 z—0
<0 >0

Oricare ar fia € R, avem lim f(z) = oo si oricare ar fi b € (—00,0), avem lim f(x) = —oo. Asadar,
pentru a € R,b € (—00,0) avem lim f(z) # lim f(z). O
Raspunsuri:

adevarata; adevarata; adevarata; @ falsa.

5 1 . 13 3T A
10. Daca cosx = — §i cosy = —77, unde z,y € | 7, 5 ) atunci diferenta x — y poate fi

2
A]-T. 5] @ .

Solutie. Stiind ca z §i y apartin cadranului III, diferenta lor este in intervalul (—g, g), astfel @

1 43 . ) 169 3v/3

este falsa. Avem sinx = —y/1— — = ———, siny = — 196 = " 11 Astfel cos(x —y) =

11 4 1
7~1i+\7/5'31\2322ix—ye{—g,g}.Darsin(x—y):\ég, deci z —y = 3. Astfel,gi

@ sunt false iar este adevarata. O



Raspunsure:

falsi; falsi; adevirati; [D| falsa.

11. Pentru fiecare n € N* se defineste functia f, : R — R prin f,(z) = (2—2)", x € R. S& se indice care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Sirul (fn(4)) _, are un subsir crescator. @ lim f,(4) = cc.

Solugie. Afirmatia este falsa, pentru ca f,(1) = 1, sau pentru ca f,(2) = 0. Afirmatia este falsa,
pentru ca li_)m fn(1) = 1. Afirmatia este adevarata, pentru ca subsirul (fgk(4)>k>1 este crescator,
n—00 >

deoarece for(4) = (—2)%F = 4F iar (4"’) - este gir crescator. Afirmatia @ este falsa, pentru ca subsirul
<f2k(4)) are limita lim for,(4) = oo, iar subsirul <f2k+1(4)) are limita lim for1(4) = —c0. O
k>1 k—oo k>1 k—oo

Raspunsuri:

falsa; falsa; adevarata; @ falsa.

12. Fie ABC un triunghi nedegenerat astfel incat lungimea segmentului [BC] este v/3, masura unghiului
B este 60° i lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC este 1. S& se indice care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Aria triunghiului ABC este % Perimetrul triunghiului ABC este 3v/3.
Triunghiul ABC' este echilateral. @ Lungimea razei cercului Inscris triunghiului ABC' este @

Solutie. Teorema sinusurilor implica Si\fA = % snc = 2,decisin A = @ Triunghiul fiind nedegenerat
2

m(A) # 120°, deci m(A) = 60°. Astfel m(C) = 60°, b = ¢ = /3, deci triunghiul este echilateral.
Perimetrul este 3v/3. Aaapc = 2 =B = r= % (lungimea razei cercului inscris). O

>

Raspunsure:

falsa; adevarata; adevarata; @ falsa.

13. Consideram ecuatiile dreptelor di : © = 1 i ds : ¥y = 1 intr-un plan cu un sistem de coordonate
carteziene cu originea in O. Oricare ar fi A, B,C puncte in plan astfel incat O, A, B, C sunt varfurile
unui patrat avand una dintre diagonale [AB] cu A € d; si B € da, avem:

Ced,unded:z—y=0. Distanta dintre A si B este cel putin egald cu v/2.
Ced,unded:z+y=2. @ Aria patratului determinat de O, A, B, C' este cel putin egala cu 1.

Solutie. Fie A(1,y) € di, B(z,1) € dg, unde z,y € R. DaﬁO,A,B,C sunt varfurile unui patrat
cu diagonala [AB], atunci OA - OB =z +y =0si 0C = OA + OB. Asadar, A(1,—z), B(x,1) si
Cl+z,1—2z),undexeR. Ced:x+y=2. ]A.B)| =V1+22V2> V2. Apacg=1+2a2%2>1. O

Raspunsuri:

falsa; adevarata; adevarata; @ adevarata.

14. Fie f: R — R functia definitd prin f(z) = ¥z +2 — J/z. S& se indice care dintre urméatoarele
afirmatii sunt adevarate.

Functia f este derivabild in punctul z € R & 2z € R\ {-2, 0}.

Functia f are exact un punct de extrem local.

Functia f are cel putin un punct de minim global.

D] 3+ 7 < 205.



Solutie. Functia f este derivabila pe R\ {—2, 0}; ea nu este derivabila in punctele -2 si 0, pentru ca
valoarea derivatei in aceste puncte nu este finitad. Pentru z € R\ {—2, 0} avem ca

() Va2 — Y (x+2)2 4o 4 4
x) = =— .
3/ 22 (x + 2)? 33/22(x +2)2(Vat + Y22z +2)2 + ¥ (x +2)4)

Rezulta ca f'(—1) = 0, f'(x) > 0, oricare ar fi x € (—o0,—1) \ {—2}, si f'(z) < 0, oricare ar fi z €
(—1,00)\ {0}. Prin urmare functia f este strict crescatoare pe intervalul (—oo, —1] si strict decrescatoare
pe intervalul [—1,00). Se obtine ca punctul —1 este singurul punct de extrem local al functiei f (este un
punct de maxim global) si ca functia f nu are puncte de minim global.

Functia f fiind strict descrescatoare pe intervalul (0,00), rezulta ca f(5) < f(3), de unde se obtine

V3 4+ VT <275 O

Raspunsuri:

adevarata; adevarata; falsa; @ adevarata.

15. Relativ la un reper cartezian ortonormat al planului, se considera punctele A(7,5), B(9,1). Media-
toarea segmentului [AB] este d : x — 2y = 2. Notam cu C multimea tuturor cercurilor avand centrul pe
dreapta d, gi care trec prin A gi B. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Exista in C un cerc cu aria egala cu 7.
Exista in C un cerc cu aria egala cu 17.
Exista in C un cerc care intersecteaza fiecare axa de coordonate in exact un punct.

@ Pentru punctul D(3,3), cercul circumscris triunghiului ABD se afla in C.

Solutie. Fie C' un cerc din C cu centrul M (xps,yar). Deoarece d este mediatoarea segmentului [AB],
raza lui C este r = d(A, M) = d(B, M), deci, avem r = d(A, M) = \/5(3,/%/[ — 6y + 10). Aceasta este
o functie convexa, iar minimul ei se obtine pentru yy; = 3. Deci, cea mai mica raza a unui cerc din C
este v/5. Prin urmare este falsa iar este adevarata. Daca cercul C intersecteaza fiecare axa de
coordonate In exact un punct, atunci centrul lui, M, este la distante egale fata de cele doua axe. Cum
punctele A gi B sunt in primul cadran si cercul trebuie sa fie in primul cadran, adicd centrul cercului are
coordonatele M = M(r,r) cu r > 0. Dar M este pe dreapta d, deci r — 2r = 2 gi obtinem o contradictie
cur > 0, deci este falsa. Triunghiul ABD este isoscel i dreptunghic, deci centrul cercului circumscris

este mijlocul ipotenuzei, adica este punctul O1(6,2). Dar Oy € d, deci @ este adevarata. ]

Raspunsuri:

falsa; E adevarata; falsa; @ adevarata.

16. Se considera ecuatia matriceala

2 3¢ 1 —1 1
1 2 a 2 |X=|1], (1)
1 1 4 3 1

in care toate matricele care apar sunt considerate matrice cu elemente numere reale. Sa se indice care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevéarate.

Indiferent ce valoare ia parametrul a € R, nu exista matrice din M3(R) care sa verifice (1).
Daca a € R\ {3}, atunci ecuatia (1) are cel putin o solutie.
Ecuatia (1) are cel putin o solutie pentru orice a € R.

2 3a 1
@ Daca | 1 2 a | =0, atunci ecuatia (1) nu are nicio solutie.
1 1 4



Solutie. Matricea X care verifica (1), daca exista, este matrice coloana de forma

L1
T2
T3
T4

X = 2)

Rezulta imediat ca varianta de raspuns este adevarata. Pentru ca X din (2) sa fie o solutie a ecuatiei
(1) este necesar si suficient ca (z1, 2,23, 24) € R* si fie o solutie a sistemului de 3 ecuatii liniare cu 4
necunoscute

2x1 +3axo+x3—x24 =1

1+ 2x9 +arg +2x4 =1 . (3)

1+ a9 +4x3+ 324 =1

Matricele
2 3¢ 1 -1 2 3¢ 1 -1 1
A=[1 2 a 2 iA=(1 2 a 2 1
1 1 4 3 11 4 3 1
sunt matricea sistemului (3), respectiv matricea extinsa a sistemului (3), iar Teorema Kronecker-Capelli
— 2 -1
ne spune ca sistemul (3) este compatibil daca gi numai daca rang A =rang A. Cum minorul 1 9 | = 9,

,,decupat” din prima gi ultima coloana a lui A, este nenul, rang A > 2. Putem borda acest minor in doua
moduri pentru a obtine un minor de ordinul 3 al lui A. Avem

2 1 -1 0 0 -1
1 a 2 |“E%5 a42 2 |=-76-a—-2)=7(a—3).
14 3 |® |7 7 3

Daci a € R\ {3}, atunci rang A = 3 =rang A si astfel afirmatia este adevarata.
Daca a = 3, pentru a stabili rangul lui A mai trebuie calculat minorul de ordinul 3

2 3.3 —1 2 9 —1 07 -7
1 2 2 |=|12 W2l g 1 _p | Ehy),
1 1 3 113|281 1 3

Rezultd rang A = 2 si pentru a afla rangul matricii A trebuie calculat minorul siu de ordinul 3 (care este,

in acest caz, singurul minor caracteristic corespunzator minorului principal al sistemului (3))

2 -1
1 2

2 -1 1 1 -1 1

1 2 1|9=%l0 2 1]|=-1.

1 3 1 0 3 1

Acest minor fiind nenul, rang A = 3 # 2 =rang A. Asadar, sistemul (3) si, implicit, ecuatia (1) au solutii
daca si numai daca a € R\ {3} iar este falsa.

2 3a 3a—2 =T 5
1 2 1 a—4 :0<:>3a2—14a+15:0(:>a6{,3}.
11 1 3

4

1121
=0's"
lo—l3

0
0
1

= =

)
Cum pentru a = 3 ecuatia (1) are solutie, sistemul (3) fiind compatibil, afirmatia @ este falsa.



Raspunsure:

adevarata; adevarata; falsa; @ falsa.

tgx

17. Se noteaza cu ¢ valoarea limitei lim (sinz + cosx)*®*. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii

s
=3

sunt adevarate.

[A] ¢ = . Blr<1. [Clrer\Q D] ¢ e (2,00).

Solutgie. Avem

1 (sinz+cosz—1)tgx L
¢ = lim [(1 + (sinx + cosx — 1)) si““wsw—l} =el,
TG
unde ) . )
. sSinx , . . . SInT 4+ cosx —
L = lim (sinz 4+ cosz — 1) = lim sinz - lim =1,
z—Z% COST z—Z % cos T

cu ajutorul regulii lui L’Hopital. Drept urmare, avem ¢ = e. O
Raspunsuri:

falsa; falsa; adevarata; @ adevarata.

18. Fie v valoarea minima a expresiei E(z,y) = 22 + 2y%, # € R, y € R, unde z si y verifica ecuatia

T Y 1
1 0 1|=0.
0 —-1/2 1

Atunci

v>0. vzl. v<1. @v:—%.

Solutie. Din ecuatia data obtinem = = 2y + 1. Expresia dati se poate scrie ca 6y? + 4y + 1, y € R, care
igi atinge valoarea minima pentru y = —3 Obtinem v = 3
O

Raspunsuri:

adevarata; falsa; adevarata; @ falsa.

19. Specificati care dintre urmatoarele conditii implica faptul ca dreptele (dy) : az + by + ¢ = 0,
(d2) :bx+cy+a=0si(ds): cx+ ay+ b= 0 sunt concurente, a,b, ¢ fiind numere reale nenule:

a+b+c:0. a2+b2+02:ab+bc+ca.

a3+b3+63:3abc. @a2+b2+62:2(ab—|—bc+ca).

Solutie. Conditia de concurenta este echivalenta cu conditia ca sistemul format de cele trei ecuatii cu
doua necunoscute sa fie compatibil, adica:

A

Il
Qa o o
2 o o
QO

I

o

Daca adaugam coloanele 2 si 3 la prima coloana si scoatem factorul comun (a + b + ¢), ecuatia de mai
sus se poate scrie

(a+b+c)

—_ = =
2@ o o
Q0
Il
(@]



sau
(a+b+c)(ab+be+ca —a® —b* — %) = 0.

Astfel, determinantul se anuleazi daca unul dintre factori se anuleaza, ceea ce inseamna ca primele doua
afirmatii sunt adevarate. Mentionam ca a doua afirmatie se poate realiza doar daca a = b = c.
Pe de alta parte, se poate verifica imediat, prin calcul direct, ca determinantul este egal cu

A = 3abe —a® — b3 — ¢,

deci si cea de-a treia implicatie este adevarata. Daca sau au loc, atunci relatia din @ se poate
realiza numai pentru a = b = ¢ = 0, dar numerele fiind nenule putem afirma ca @ este falsa. O

Raspunsuri:

adevarata; adevarata; adevarata; IEl falsa.

20. Fie f: R — (—00,0) o functie care admite primitive si fie F' o primitiva a lui f. Valoarea parametrului
m € R pentru care
F(4m? —12m +5) > F(3m? — 6m — 4)

este:

mzl. m:2. m:3. @mzll.

Solutie. Deoarece F este o primitiva a lui f, deducem ca F este derivabila si F'(z) = f(x), Vo € R.
Cum f(z) <0, V z € R, rezulta ca F este strict descrescatoare pe R. Atunci avem
F(4m? — 12m + 5) > F(3m? — 6m — 4)
4m® —12m +5 < 3m* — 6m — 4
m? —6m+9 <0
(m—3)? <0.

Insi, pentru m € R avem (m — 3)? > 0. In consecinti (m — 3)? = 0, de unde m = 3. O

Raspunsuri:

falsy; falsX; adevarati; D] falsa.

21. Fie functia f : R — C* definita prin f(z) = cos x + i¢sin z. Sa se indice care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate.

f este un morfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (C*,-). f este injectiva.
f este surjectiva. @ f este un izomorfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (C*, ).

Solutie. Functia f este un morfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (C*, -) daca si numai daca f(z+y) =
f(z) - f(y) pentru orice z,y € R. Fie z,y € R. Avem:

flx+y) =cos(x+y)+isin(z+y)
= (cos zcos y — sin xsin y) + i(sin x cos y + cos xsin y)

= (cos x +isin x) - (cos y +isin y) = f(z) - f(y).

Astfel este adevarata.
Functia f nu este injectiva, deoarece, de exemplu, avem f(0) = f(27).
Pentru orice * € R, avem |f(z)| = v/cos? x +sin? z = 1. Deci orice element din C* cu modulul
diferit de 1, de exemplu 2, nu apartine imaginii lui f. Deci functia f nu este surjectiva.
Morfismul de grupuri f este un izomorfism daca si numai daca f este bijectiv. Pe baza sau ,
afirmatia @ este falsa.
O



Raspunsure:

adevarata; falsa; falsa; @ falsa.
22. Daci S este multimea solutiilor reale ale inecuatiei 2 cos? z > cosx + 1, atunci

20207 € S. 20217 € 8. [20i87 20207] g, [D]20 € 5.

Solutie. Cu notatia cosz = t € [—1,1] inecuatia 2cos? x > cosx + 1 devine 2t> —t — 1 > 0, cu solutia
te (—oo, —%] U [1,00), de unde cosz € [—1, —%] U {1}, adica

S:(U [2;'+2k7r +2k7T:|>U{2l7T|l€Z}.

keZ

Verificim fiecare varianta de raspuns in parte:

20207 = 1010 - 27 € S;

20217 = 1010 - 27 + 7 € [§ + 20207, 4T + 20207] C S;

2048, 20%0m] — [2% 4 336 - 2, 4 + 336 - 27r] C S;

@ 20 € (67r, 6m + 2;) Intr-adevir 20 < 67T+ este echivalenta cu 3 < 7 gi 67 < 20 este echivalenta
cu 7 < 3,33.... Ambele fiind adevirate, numarul 20 este 1n intervalul (67r, 6 + 2;) . Dar (67r, 67 + 2;)

S = @, deci @ este falsa. ]
Raspunsuri:
adevarata; E adevarata; adevarata; @ falsa.

23. Se noteaza cu £ valoarea limitei hm 7 / f + sin ( 2)) dz. Sa se indice care dintre urmatoarele

afirmatii sunt adevarate.

Alr=o. E:%. Cll= . D] ¢=n.

Solutie. Aplicand regula lui L’Hopital, obtinem

o Wtsin(#?) 2
O

Raspunsuri:

falsa; |B| adevarata; falsi; D] falsa.

24. Sa presupunem ca existd numere complexe a,b, c,d diferite de zero, astfel incat z € C satisface
ecuatiile az® + b2%2 + cz +d = 0 si bz3 + c2? + dz + a = 0. In acest caz, toate valorile posibile (complexe)
ale lui z sunt:

[A]{i,—i}.  [B]{1,-1}.  [c]{1,4,-1}. [D]{1,i,—1,—i}

Solutie. Dupa inmultirea primei ecuatii cu z obtinem az* + bz3 + c2? + dz = 0. Din aceastd scidem a
doua ecuatie pentru a obtine az* — a = 0. Deoarece a # 0, trebuie si avem z* = 1. Radéacinile unitatii
de ordinul patru sunt urmatoarele: 1,7, —1, —:. Putem obtine toate acestea cu exceptia 1 daca alegem
a=b=c=d=1.In acest caz ambele ecuatii devin 23 + 22 + 2 + 1 = 0. Pentru z = 1 trebuie si avem
a+b+c+d =0, si gasim foarte ugor astfel de a,b,c si d = —a — b — c. Deci toate cele patru valori pe
care le-am gasit sunt valori posibile ale lui z. O
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Raspunsure:

falsi; falsi; falsi; D] adevirata.

25. Fie f: R — R functia definita prin
f(z) = |x —2k|, pentru orice x € (2k — 1,2k + 1] si orice k € Z.
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
Functia f nu este continua pe R. Functia f este derivabila pe R\ Z.
Functia f este derivabila pe R. @ Functia f nu este continua in punctele multimii {2k—1 : k € Z}.

Solutie. Toate cele patru raspunsuri rezultd imediat dintr-o schita a graficului lui f.
Alternativ, daca xo € (2k — 1,2k + 1), k € Z, avem li_)m f(z) = li_>m |z — 2k| = |zo — 2k| = f(z0),
T—TQ T—T0

deci functia este continua pe Ugez(2k — 1,2k + 1). Pentru xop = 2k — 1, k € Z, avem
lim f(z) = lim |z — 2(k — 1)| = liim flz) = lim |lx —2k| =1 = f(x0),
T4TO ZIT0

ztxo zTxo

deci functia este continua pe R. Astfel, si @l sunt false.

In 29 = 2k, k € Z avem fl(zp) = —1, fi(xo) = 1, deci functia nu este derivabila pe multimea
{2k 1k €Z}. Inag=2k—1, k €Z, avem f!(x9) = 1, f)(x9) = —1, deci functia nu este derivabild pe
multimea {2k — 1 : k € Z}. Deci, functia nu este derivabila pe Z si pentru orice zp € R\ Z avem

, )1, dacazg € (2k —1,2k),
f(@o) = Ny
1, dacazge (2k,2k+1), k€ Z,

In concluzie, este adevarata si este falsa. O
Raspunsuri:
falsX; adevirati; fals; D] falsa.
t x
26. Fie I = lim ——————dx. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

t—oo Jy ot + 222 42

[A] T = . B|1=1. clr=1. D] 1<

Solutie. Din
t 1 t 2 1 / 1 t
/ - r dx:/ —( (2" +1) dz = farctg($2—i—1)
0 0

xt 4 222 42 2 2+1)2+1 2 0
t
rezulta ca lim %dx = z. O
t—oo Jy xt+ 222 42 8

Raspunsuri:

falsa; adevarata; falsa; @ adevarata.

27. Fie f: R — R functia definita prin f(z) = /(22 — 1)? gi fie n numarul punctelor de extrem local
ale lui f. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
afirmatii.

n:0. nzl. n:2. @n:?).

Solutie. Calculam derivata functiei f:

2 9
3 Va2-1 3 Yle—-1D(z+1)

care este definita pe multimea R \ {—1,1}. Facem tabelul de variatie al functiei f.

11



x -1 0 1
2z-1|---- - —-—-==—= 0 +4+4+4+ + ++++
vVel—-1|++++ 0 ———— — ———— 0 ++++
ffg)| ———— | +++4+ 0 ———— | ++++
@) | NN\ S NN\ S
Din tabel reiese ca punctele de extrem local ale functiei f sunt 1 = —1, 2 = 0 i z3 = 1. Deci functia
f are 3 puncte de extrem local. O

Raspunsuri:

falsa; falsi; falsi; D] adevirats.

28. In triunghiul ABC mediana din varful A al triunghiului este egala cu latura BC. Sa se indice care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

5sin? A — cos 2B — cos 2C = —2. 5sin? A + cos 2B + cos 2C = 2.
3sin? A — 4sin BsinC cos A = 0. @ 4sin? A — 3sin BsinC cos A = 0.

Solutie. Din teorema sinusurilor avem a = 2Rsin A, b = 2Rsin B, ¢ = 2RsinC.
200 +¢*) —a® _ 2_912_ o2
- = & ba”—2b°—2¢° =
0 < 5sin® A — 2sin? B — 2sin? C = 0 < 5sin? A + (cos 2B — 1) + (c0os2C — 1) = 0 < 5sin® A + cos 2B +
cos 2C' = 2, deci este adevarata.

Daca si ar fi adevarata, atunci adunand primele douéa relatii obtinem:

10sin? A = 0 < sin? A = 0 < sin A = 0, imposibil in triunghi. Deci este falsa.

Din teorema medianei gi din teorema cosinusului avem:

Folosind teorema medianei, obtinem: m, = a < m2 = a? <

5 2
a2 = b2+ 2 — 2bccos A & a? = % — 2bccos A & 4bccos A = 302 < 16R%2sin BsinCcos A =

12R?sin® A < 3sin®? A — 4sin Bsin C cos A = 0, deci este adevarata.
Daca presupunem ca si @ este adevarata atunci avem din si @ ca:
% sin BsinC' cos A = z sin B sin C cos A(= sin? A)
Deci sin Bsin C' cos A = 0, de unde putem avea cazurile:
sin B =0 = B = 0, imposibil in triunghi;
sinC = 0= C =0, imposibil In triunghi;

cos A = 0 = m(A) = 90° nu este posibil pentru ca in triunghiul dreptunghic in A, mediana din A

a
este jumatate din ipotenuza BC, adica m, = > contradictie cu ipoteza m, = a. O

Raspunsuri:

falsa; adevarata; adevarata; IEl falsa.

29. Un segment M N paralel cu bazele unui trapez, cu capetele segmentului aflate pe cele doua laturi
neparalele imparte aria trapezului in doua parti egale. Daca lungimea bazelor este a si b, a > b, atunci
pentru lungimea ! a segmentului M N avem:

Ali=y/2#.  [Bli=vab.  [Cli>=®.  [D]i= 2

1,1

aTs
Solutie. Fie P intersectia laturilor neparalele AD si BC', AB = a,CD = b. Din asemé&narea triunghiurilor
PAB, PMN si PDC rezulta pentru arii relatiile

A, = Apap = AG,Z,AI =Apyn = )\l2,Ab = Appc = )\bQ,CU. A>0.
Din ipoteza problemei rezulta ca cele trei arii formeaza o progresie aritmetica, adica

A2 = Na? + N2,
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. U 2 2
adica | = %.

Alta solutie. Pe langa notatiile pentru baza mare AB = a, pentru baza mica C'D = b, fie inaltimile
trapezelor ABM N, MNDC: z respectiv y.

A(ABMN) = AMMNCD) = A@‘“gCD) — <a+2 e _ <b§ Dy _ (a+ b)fs +y)

(b+)y
a+l

Din prima ecuatie avem: = = Inlocuind aceasta In a doua ecuatie si efectuand calculele,

. v 2 2
obtinem ci [? = %.

conform calculelor de mai sus este adevarata.

[B|Vab= /2t «— a=b,dar a > b, deci | # Vab;
Cli=y/ “2+b2 > 2t este adevérat pentru a > b

@l:ﬁ< “+b,pentrua>b deci [ #
a_ b

Din inegalitatile mediilor

1+b'

<\F a+b /a2—2kb2

valabile petru a,b > 0, a # b rezulta ca afirmatiile de la puntele si @ sunt false, iar cea de la punctul
este adevarata. O

Raspunsuri:

adevarata; falsa; adevarata; @ falsa.

30. Notam cu A multimea numerelor naturale n care au ultima cifra 6 si au proprietatea ca daca mutam
aceasta cifra in fata numaéarului, obtinem un numar de 4 ori mai mare. S& se indice care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate.

Daca n € A, atunci 3 | n. Exista n € A astfel incat 12 | n.

Exista n € A care are 8 cifre. @ Exista n € A care are toate cifrele diferite doua cate doua.

Solutie. Pentru un n € A, notam y numarul cifrelor sale. Daca = (n—6)/10, atunci obtinem egalitatea
4(10z +6) = 6 - 10Y~! + 2, adica 13z = 2(10Y~! — 4). Numairul 10Y~! — 4 are forma 99...96, deci e
divizibil cu 3. Din (3,13) = 1 rezultd 3 | z, deci si 3 | n. Observam ca x trebuie sa fie par. Deci n se
termin in 06, 26,46, 66 sau 86 si rezults ca 4 f n. Presupunem ca y = 8, deci 13 | 107 — 4, ceea ce este
fals. Se constata ca ecuatia in z si y are solutia (particulara) y = 6 si z = 15384. De aici rezulta ca
n = 153846 € A.

O

Raspunsuri:

adevarata; falsa; falsa; @ adevarata.
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