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MATEMATIKA irasbeli proba

1. Legyen (an)n>0 egy nem nulla szdmokbdl allé6 mértani haladvany, amelynek dllandé hanyadosa r € R.
Ha az

kifejezés a lehetd legkisebb értéket veszi fel, akkor az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak?

_1 a2 _1
Ty ag | S 4
asas + 2aias + agas > 0. @ anant1 < 0, minden n € N esetén.

Bizonyitds. A mértani haladvény tulajdonsdgai alapjan

E=4r"+4r+1=(2r+1)%

1
Ez a kifejezés a minimumat r = —— esetén veszi fel, tehat az allitds hamis. Tovabba kapjuk, hogy

a 1
2o ‘7"3} =—,igya allitas igaz.
ag 8
-1 1
asaz + 2aias + apas = as(az + 2a; + ag) = a0r5(a0r2 + 2aor + ag) = a%rs(r2 +2r41)= ag 351 <0,
ami ellentmond a allitasnak.
Végiil anan1 = a2 -r= —ia% < 0, minden n € N esetén, amely alapjan a @ allitas igaz. O

Vilaszok:

hamis; igaz; hamis; @ igaz.

2. Legyenek d; és dy az x — 3y + 1 = 0, illetve 3z +y + 2 = 0 egyenletii egyenesek, a egy valés szdm és P
a (0,a) koordindtaji pont. A P pont a di és ds egyenesektdl egyenld téavolsagra van, ha az a szam értéke

1 1 3
= 8]0, 3 D2,

Bizonyitds. A P(0,a) pont tavolsiga a d; egyenestdl:

| —3a + 1|
d(P,dy) = —22 71
T
A P(0,a) pont tavolsiga a dz egyenestol:

la + 2|

d(P,dy) = .
() =" 5

Ez a két tavolsag pontosan akkor egyenld, ha a € {—%, %} dJ



Valaszok:

igaz; hamis; hamis; @ igaz.
3. A VS — 24202 — 11V} = 0 egyenlet megoldésainak halmaza
{13 {9} {5} (D] {1.9}.

Bizonyitds. A variacié és kombindciéra vonatkozoé feltételek alapjén = € N,x > 6. Behelyettesitve a
varidcié és kombindcié képleteit, majd egyszeriisitve az 22 — 10z + 9 = 0 mésodfoki egyenlethez jutunk,
amelynek gyokei 1 és 9. Mivel x € N,z > 6, ezért csak x = 9 a megoldas. O

Valaszok:

hamis; igaz; hamis; El hamis.

4. Tetszb6leges © > 0 szadm esetén a
1\ 2021
(- 35)

binom kifejtésének az x6-t tartalmazé tagjaban a binomislis egyiitthaté

Coo31 - C3i51- G351 [D] 3t

k
_ 1 -
Bizonyitds. T11 = Chyoy (Vz)™?! k (—=1)* <\‘rf> = (—1)kC§021$20221 o
x
2021 -k Kk L, , . )

A — 5" 6 egyenlet atirhatd 7k = 5 - 2009 alakba, ahonnan kapjuk, hogy k = 1435. Tehéat
a keresett binomidlis egyiitthato C'nggi:’, amely egyenld a C’25§261 binomialis egytitthatéval. O
Vidlaszok:

igaz; igaz; hamis; @ hamis.

5. Legyenek M, N, P, Q egy ABCD négyszog AB, BC, C'D, DA oldalainak felezGpontjai. Ekkor
[A| AD + AB = CB + CD. (B]MN +PQ=10.
[C] AB + BC = AD + DC. [D] AD + BC = BD + CA.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy ellenérizziik a vektoridlis egyenleteket, megprébaljuk atalakitani a bal oldali
tagokat ugy, hogy megjelenjenek a jobboldalon szereplé vektorok.
Az pontban szerepld E + zﬁ = @ + @ egyenl6ség esetén a baloldalt atirva kapjuk, hogy

AD + AB=AC + CD + AC + CB = CB + CD + 240,

tehat az [ A ] allitds hamis.
— .. P , ;2
A pontban szereplé M z@ + @ = 0 egyenlGség esetén a baloldal a kovetkezOképpen irhato at:

J\ﬂﬂP-cﬁ:J\ﬁJrl?ﬁJrFﬁJrﬁ@:%ﬁ+%@+%c‘*5+lﬁ:%(@+ﬁ+c‘*ﬁ+ﬁ4):ﬁ

2
Tehat a [B] 4llitas igaz.
A pontban szerepld ﬁ + B? = E + lﬁ Osszefiiggés esetén

AB+ BC = AC = AD + DC,

tehat a [C] Allitas igaz.
—
Végiil a @ pontban szerepld xﬁ + B? = ﬁ + CA egyenléség esetén a baloldal a kévetkez6képpen

alakithatd at:
AD+ BC = AB+ BD+ BC = BD + AB+ BC = BD + AC.

Fz alapjan a @ allitas hamis. O



Valaszok:

hamis; igaz; igaz; @ hamis.

6. Az (an)n>1 szamsorozat altaldnos tagja

() () 2)

Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

lim <1 [B] lim <1 lim a, =n2.  [D] lim a, = oc.

n—00 n—00 p41 n— oo n—00

(n+1)(n+2)---(2n)

Bizonyitds. Az a, = , ezért
nn
an _ (n+1)(n+2)---(2n) (n+ 1)+t B +l " on+1
Uil nn (n+2)---(2n)2n +1)(2n +2) n 22n +1)°
Ez alapjan lim = ° < 1, tehat lim tnt1 > 1, kovetkezésképpen lim a, = oo. O
n—00 (41 4 n—o0o G n—00

Valaszok:

hamis; igaz; hamis; @ igaz.

7. Ha log;5 27 = a, akkor logg 16 értéke

4(3 — 4+ 4(3 +
] B O DR

3+a

Bizonyitds. A logaritmusok tulajdonsdga alapjan irhatjuk, hogy

44
~ logy 6 141logy3

logg 16 = 4 logg 2

A kovetkezd atalakitast végezziik:

3 3 _ 3logy3
logg 12 1+42logz2 2 +logy3’

a = 10g12 27 = 310g12 3=

ahonnan kapjuk, hogy
2a

3—a

Ezt visszahelyettesitve az els6 Osszefiiggésbe adddik, hogy

log, 3 =

4 4 43 —-a
10g616:1 ] = 5a = ( )
+ log, 3 1+ 3—a 3+a
O
Vilaszok:
hamis; igaz; hamis; @ hamis.
8. A (—1,1) intervallumon értelmezziik a kovetkezd ,,+” miiveletet: = xy = ff:;yy, minden z,y € (—1,1)
esetén. Az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak?
A semleges elem a ,,x” miveletre nézve % % * (% * %) = g.
A %7 mivelet asszociativ. @ A % inverze a ,*” miiveletre nézve %.



T+y

142y
hogy (x xy) *x 2 = % =z * (y * 2), ezért a ,+” miivelet asszociativ, igy a allitas igaz. Ezen

Bizonyitas. Kénnyen ellen6rizhetd, hogy —1 < < 1, minden z,y € (—1,1) esetén. Kiszdmoljuk,

képlet alapjan kapjuk, hogy % * (4 * 1) = I, tehat a |B] 4llitds hamis. A ,+” miivelet semleges eleme
teljesiti az x * e = = Gsszefiiggést, minden = € (—1,1) esetén. Ez alapjan kapjuk, hogy a semleges elem
0, tehdt az allitas hamis. Az x € (—1,1) elem 2’ inverzét kiszdmolhatjuk az = * 2’ = 0 egyenletbdl és

kapjuk, hogy 2’ = —x, tehdt a @l allitds hamis. O

Valaszok:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

9. Ertelmezziik az f: R —= R fliggvényt az

ba?, x € (0,00),

2174 a X —0o0

szabdly altal, ahol a,b € R paraméterek. Az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak?

Ha a =0 ¢és b € R, akkor az f fliggvény folytonos az R halmazon.

Ha a =1 és b= —1, akkor az f fiiggvény szigorian csckkend az R halmazon.
Haa=1¢és b= —1, akkor az f fiiggvény nem folytonos a 0-ban.

D] xgglmf(m) = zl;rglo f(z), bdrmely a,b € R esetén.

Bizonyitds. Ha a = 0 és b € R, akkor az f fiiggvény folytonos a (—o0,0) és (0,00) intervallumokon,
tovabba
lim 2! = lim b2 = 0 = £(0).

x—0 z—0
<0 >0

Tehat ebben az esetben az f fliggvény folytonos az R halmazon.
Haa=1¢és b= —1, akkor az f : R — R fiiggvény képlete

—z°, x € (0,00).

Az f fiiggvény szigortan csokkend a (—oo,0] és (0,00) intervallumokon. Bérmely z; € (—o00,0] és
73 € (0,00) esetén x1 < T2, tovabba f(z1) = 21+1>1> 0> f(x9) = —z3. Ezek alapjan az f fiiggvény
szigorian csokken6 az R halmazon.

Ha a =1 és b= —1, akkor ilir%) 1= f(0)=1# :15% —x3 = 0. Tehét az f fiiggvény nem folytonos

<0 >0

a 0-ban.

Béarmely a € R esetén lim f(z) = oo és barmely b € (—o00,0) esetén lim f(z) = —oo. Igy minden

T—r—00 Tr—00
a € R ésbe (—o0,0) esetén kapjuk, hogy lim f(z) # lim f(z). O
T—r—00 T—00

Vilaszok:

igaz; igaz; igaz; @ hamis.

1, 13 37 e .

10. Ha cosx = —7 és cosy = TR ahol z,y € | 7, 5 ) akkor az x — y kiilénbség lehet

2
A] -~ B] . @ 2



)

1 4v/3 169  3v3
ik, tehat hamis. Mivel sinx = —{/1 - — = ———4éssiny=—/1 — — = ——-,1
esik, teha amis el sinx 19 - es siny 196 14 ) 18Y

) intervallumba

N |
o

Bizonyitds. Tudva, hogy x és y a IIl. negyedben vannak, ezért a kiilonbségiik a (—

— = - — —_— = — =
cos(x — y) =1 + - 14 5 x

sin(z —y) = sinz - cosy — cos x - siny = (—{) <—5’l) — (—i) : ( 31[) \f

™ . ™ TN . . . . P
ahonnan x —y = —, mivel t —y a | ——, = ) intervallumban van, amely intervallumon a szinusz fliggvény

bijektiv. Tehat az [A], [B] és | D] allitasok hamisak, mig a [C] allitas igaz. O
Valaszok:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

11. Minden n € N* esetén értelmezziik az f, : R — R, f,(x) = (2 — 2)", = € R fuggvényeket. Ekkor az
alabbi allitasok koziil melyek igazak?

0 < fu(z) < 1, minden n € N* és minden z € [1, 2] esetén.

lim fnl(z ) =0, minden z € [1, 2] esetén.

Az fn > sorozatnak létezik egy névekvod részsorozata.

@ hm fn

Bizonyitds. Az allitds hamis, mert f,(1) = 1, vagy mert f,(2) = 0. A allitas hamis, mert
lim f,(1) =1. A allitds igaz, mert az (fgk(4))k> részsorozat novekvd, mivel for(4) = (—2)%F =
n—o0 >1

113 4/3 3v3 1 _ye{_g%}'

De

4k és a (4% sorozat novekvd. A allitdas hamis, mert a [ for(4 részsorozat hatarértéke
k k
>1 >1

lim for(4) = oo, ellenben a (fng (4)) részsorozat hatarértéke lim fory1(4) = —o0. O
k—o0 k>1 k—o0
Vilaszok:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

12. Legyen ABC egy olyan nem elfajult haromszog, hogy a BC szakasz hossza /3, a B mértéke 60° és
az ABC haromszog koré irt kor sugara 1. Ekkor az alabbi éllitasok koziil melyek igazak?

A| Az ABC héaromszog teriilete 3‘[ Az ABC haromszog kertilete 3v/3.
C| Az ABC haromszog egyenl$ oldali. @ Az ABC haromszog beirt korének sugara §
Bizonyitds. A szinusz-tétel alapjan Sﬁ = % = gno = 2, tehdt sinA = @ Mivel a hdromszog

nem elfajult, ezért m(A ) £+ 120°, igy m(A) = 60°. A harmadik szogre kapjuk, hogy m(a) = 60°,
tehat a haromszog egyenld oldald és b = ¢ = /3. A héromszog keriilete p = 3v/3, illetve a teriilete

Tac, = %. A tertiletet kiszamolhaté a beirt kor r sugara és a p keriilet fliggvényében is % =&,
ahonnan a haromszog beirt korének sugara r = % O

Vialaszok:

hamis; E igaz; igaz; @ hamis.

13. A sikban felvesziink egy O origdja Descartes-féle koordinata-rendszert, melyben tekintjik ad; : x = 1
és dy : y = 1 egyenletii sikbeli egyeneseket. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak olyan A, B, C sikbeli
pontok esetén, ahol A € dy, B € ds és O, A, B,C egy [AB] atloju négyzet csicsai?



Ced ahold:z—y=0. Az A és B pontok kozotti tévolsag legalabb /2.
Ced,ahold:z+y=2. @ Az O, A, B, C csticsu négyzet teriilete legalabb 1.

Bizonyitds. Mivel A € dy és B € da, ezért A(l,y) és B(x,1), ahol z,y € R. Ha O, A, B,C egy AB
atléju négyzet csicsai, akkor O—1>4 . @ =x+4+y =04é OC = (721 + O? Ezek alapjan A(1, —x),
B(z,1) és C(1 + z,1 — x), ahol x € R. Tehdt C € d :  +y = 2. Az A és B pontok tavolsiga
|1@| =1+ 22 V2> 2. A négyzet terillete Toacp =1+ 22 > 1. O

Vilaszok:
hamis; igaz; igaz; @ igaz.
14. Tekintjiik az f: R — R, f(z) = /x + 2 — /= fiiggvényt. A kovetkez6 allitdsok koziil melyek igazak?
Az f figgvény derivdlhat6 az x € R pontban < x € R\ {—2, 0}.
Az f fiiggvénynek egyetlen egy helyi széls6érték-pontja van.
Az f figgvénynek van legalabb egy globalis minimum pontja.

D] /3 +¥/7 < 25.

Bizonyitds. Az f fiiggvény derivdlhat6é a R\ {—2, 0} halmazon, de nem derivdlhat6é a —2 és 0 pontokban,
mert a derivalt értéke nem véges ezekben a pontokban. Barmely z € R\ {—2, 0} esetén

oy = VPGP to 4

3Y/22(x +2)2 3Y/x2(x +2)2(Val + \3/x2(x+2)2+€/(x+2)4)'
Innen kapjuk, hogy f/(—1) =0, f/(z) > 0, minden x € (—o0, —1)\ {—2} esetén, és f'(z) < 0, minden x €
(—=1,00)\ {0} esetén. Innen kdvetkezik, hogy az f fiiggvény szigortian névekvé a (—oo, —1] invervallumon
és szigorian csokkend a [—1, 00) intervallumon. Tehét az —1 pont az egyetlen helyi szélséérték pontja az
f figgvénynek (ez a pont a fliggvény globélis maximum pontja) és a fiiggvénynek nincs globélis minimum
pontja.
Az f fuggvény szigorian csokkend a (0, 00) intervallumon, ezért f(5) < f(3), ahonnan kapjuk, hogy

V3 4+ VT <275 O

Vilaszok:
igaz; igaz; hamis; @ igaz.

15. A sik egy Descartes-féle koordinata-rendszerében tekintjik az A(7,5) és B(9,1) pontokat. Az AB
szakasz felezOmerdélegese d : x—2y = 2. Jeldlje C azon korok halmazét, amelyek kdzéppontja a d egyenesen
van, és dtmennek az A és B pontokon. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

A C halmazban van olyan kor, amelynek tertilete 7.

A C halmazban van olyan kor, amelynek teriilete 17.

A C halmazban van olyan kor, amely mindegyik koordindtatengelyt egy pontban metszi.
@ A D(3,3) pont esetén az ABD héromszog koréirt kor benne van a C halmazban.

Bizonyitds. Legyen C egy M (xpr,ynr) kozépponti kor a C halmazbdl. Mivel d az AB szakasz oldalfelezd
merélegese, ezért a C kor sugara r = d(A, M) = d(B, M), tehat r = d(A, M) = \/5(3/%4 — 6yn +10). Ez
a fiiggvény konvex és a minimumat yy; = 3 esetén veszi fel. Tehat a C halmaz korei koziil a legkisebbnek
a sugara /5. fgy az allitds hamis, mig a allitas igaz. Ha a C' kor mindegyik koordindtatengelyt
egy pontba metszi, akkor a kozéppontja M egyenld tavolsdgra van a tengelyektol. Mivel az A és B pontok
az els6 negyedben vannak, ezért a kornek is az elsé negyedben kell lennie, vagyis a kor kozéppontjanak
koordindtdi M = M(r,r), ahol r > 0. Az M pont a d egyenesen taldlhatd, ezért teljesiilnie kell az
r —2r = 2 egyenletnek. Ennek az egyenletnek nincs r > 0 megoldasa, ezért a allitas hamis. Az ABD
haromszog egyenlészaru és derékszogl, ezért a koréirt korének kozéppontja az atfogd felezépontja, a mi
esetiinkben a O1(6,2) pont. Az O; pont rajta van a d egyenesen, tehét a @ allitas igaz. O




Valaszok:

hamis; igaz; hamis; @ igaz.

16. Tekintjik a valds egytitthatds matrixok kovetkezo egyenletét:

2 3¢ 1 —1 1
1 2 a 2 |X=[1]. (1)
1 1 4 3 1

Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Az a € R paraméter értékétdl fliggetleniil nem létezik olyan métrix az M3(R) halmazban, amelyre
teljesiil az (1) egyenlet.

Ha a € R\ {3}, akkor az (1) egyenletnek van legalébb egy megoldésa.

Minden a € R esetén az (1) egyenletnek van legalabb egy megoldésa.

2 3a 1
@ Ha |1 2 a |=0,akkor az (1) egyenletnek nincs megoldasa.
1 1 4

Bizonyitds. Ha létezik olyan X matrix, amely teljesiti az (1) egyenletet, akkor a kovetkezd alaku kell
legyen

x=|"1. (2)

Tehat az allitas igaz. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a (2) alaki X oszlopmatrix az (1)
egyenlet megolddsa legyen, hogy (z1, 2,23, z4) € R* megoldésa legyen a

21+ 3axe + 13— 24 =1
1+ 2z +axgy +2z4 =1 (3)
T1+ T2 +4x3+ 314 = 1

3 egyenletbdl és 4 ismeretlenbdl all6 linedris egyenletrendszernek. A (3) egyenletrendszer métrixa, illetve
bovitett matrixa

2 3a 1 -1 2 3a 1 -1 1

A=[1 2 a 2 ésA=|1 2 a 2 1

1 1 4 3 1 1 4 3 1
A Kronecker-Capelli-tétel alapjan a (3) rendszer pontosan akkor kompatibilis, ha rang A = rang A Az
A matrix elsé két sorabodl, illetve az elsé és utolsé oszlopabdl alkotott 1 _21 = 5 aldeterminans

nem nulla, ezért rang A > 2. FEzt az aldeterminanst kétféleképpen tudjuk szegélyezni ahhoz, hogy egy
harmadrendii aldeterminanst kapjunk. Elébb

2 1 -1 0o 0 -1
1a 2 |"E%5 a2 2 |=-7(G5-a-2)=7(a-3)
14 3 |7 7 3

Tehét ha a € R\ {3}, akkor rang A = 3 = rang A4 és igy a allitas igaz.
Ha a = 3, akkor az A rangjdnak megallapitdsdhoz ki kell szamolni a kdvetkez6 harmadrendii aldeter-
mindanst is

2 3.3 —1 2 9 —1 07 -7
1 2 92 |=|12 2 [992%|0 1 —1 |92,
1 1 3 11 3 |11 3



Tehét ebben az esetben rang A = 2 és az A métrix rangjanak megéllapitdsahoz kiszdamoljuk a kovetkezé
harmadrendii aldeterminansat

11 1 -1
1= 10
1

2 1

1 2 2 1 |=-1

1 3 0 3 1

Ez az aldetermindns nem nulla, ezért rang A = 3 # 2 = rang A. Teh4t a (3) egyenletrendszernek s gy az
(1) egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha a € R\ {3}. Teh4t a allitds hamis.

2 3a 1 0 3a—2 -7 5
1 2 a|=0"2 10 1 a—4 :0®3a2—14a+15:0@a€{3,3}.
1 1 4 S I | 4

5
Az a = 3 esetben az (1) egyenletnek van megolddsa, mivel az (3) egyenletrendszer kompatibilis, ezért a
[ D] 4llit4s hamis. O
Vilaszok:

igaz; igaz; hamis; El hamis.

tgx

17. Jelolje £ a lim (sinz + cosx)"®" hatdrértéket. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak?
oy

2

(A}l = . Blr<1. [C]lteR\Q. D] e (2,00).

Bizonyitds. Az ¢ hatarértéket a kovetkezéképpen szamolhatjuk ki:

1 (sinz4cosz—1)tgx I
¢ = lim [(1 + (sinx + cosx — 1)) Sinﬂcoszfl} =e”,
=3
ahol . . .
L= lim 222 (sinz 4+ cosz — 1) = lim sinz - lim ST T COS T =1,
z—Z% COST z—Z 7z cos T

amelyet a L’Hopital-szabaly segitségével szamoltunk ki. Ennek alapjén kdvetkezik, hogy £ = e. O
Vilaszok:

hamis; hamis; igaz; @ igaz.

18. Legyen v az E(z,y) = 2% + 2y? kifejezés minimuma, ahol z € R, y € R teljesitik a

T 1
1 1(=0
0 1

|
—
Zow
b

egyenletet. Ekkor
v>0. Uzl. v<1. @U:—%.

Bizonyitds. A megadott egyenlet atirhaté x = 2y+1 alakba. fgy az E(z,y) kifejezés atirhaté a kovetkezo
1

egyvaltozés kifejezéssé 632 + 4y + 1, y € R, amely az y = -3 esetén veszi fel az 3 minimumot. Ez a

1
minimum egyben az E(z,y) minimuma az adott feltételek mellett, tehdt v = 3 O



Valaszok:

igaz; hamis; igaz; @ hamis.

19. Ha a,b,c nem nulla valés szamok, akkor az alabbi feltételek koziil melyekbdl kovetkezik, hogy a
(di) tax+by+c =0, (d3) : bx +cy+a =0 és (d3) : cx + ay + b = 0 egyeneseknek van legalabb egy
koz6s pontja?

a+b+c:0. a2+b2+c2:ab+bc+ca.

a3—|—b3—|—c3:3abc. @a2+b2+02:2(ab+bc+ca).

Bizonyitds. Az egyenesek Osszefutasa egyenértékil azzal, hogy a hdrom kétismeretlenes egyenletbdl alko-
tott rendszer kompatibilis legyen, vagyis

A

Il
Q o o
2 o o
QO

I

o

Ha a determindns mésodik és harmadik oszlopat hozzdadjuk az els6 oszlophoz, akkor kiemelhetiink (a +
b+ ¢)-t és a fenti egyenlet atirhato

SN
>~ 2 o
Il
=

1
(a+b+c)|l
1

alakba, vagyis
(a+b+c)(ab+be+ca —a? —b* — %) = 0.

Ekkor a baloldalon 4ll6 szorzat akkor nulla, ha az egyik szorzétényezo nulla. Ennek alapjan az és
allitasok igazak. Megjegyezziik, hogy a masodik allitas csak akkor all fenn, ha a =b = c.
Maésrészt direkt szamoldssal ellenOrizhetd, hogy a determindns

A = 3abc — a® — b3 — 3,

tehat a allités is igaz.
Az vagy allitas mellett a @ allitas csak akkor teljesiilhet, ha a = b= c = 0. A feltétel alapjan
az a, b, c szdmok nem nulldk, ezért a @ allitas hamis. O

Valaszok:

igaz; igaz; igaz; El hamis.

20. Legyen f : R — (—00,0) egy primitivalhaté fiiggvény, amelynek primitivje F'. Az m € R paraméter
melyre teljesiil az
F(4m? — 12m +5) > F(3m? — 6m — 4)

egyenlGtlenség:

mzl. m:2. m:3. @m:4.

Bizonyitds. Mivel F az f fliggvény egy primitivje, ezért F derivalhat6 és a derivéltja F'(z) = f(x),
minden z € R esetén. Mivel f(x) < 0, minden x € R esetén, ezért az F fliggvény szigorian csokkend az

R halmazon és igy
F(4m? —12m +5) > F(3m*> —6m — 4) &

4m® —12m+5<3m* —6m -4 &
m?>—6m+9<0 <
(m—3)? <0.
FEz utobbi egyenlGtlenségnek az egyetlen megolddsa m = 3. O



Valaszok:

hamis; hamis; igaz; @ hamis.

21. Tekintjiikk az f : R — C*, f(z) = cos x + isin z fliggvényt. Az alabbi &llitdsok koziil melyek igazak?
f egy csoportmorfizmus az (R, +) és (C*,-) csoportok kozott. f injektiv.
f sziirjektiv. @ f egy izomorfizmus az (R, +) és (C*,-) csoportok kozott.

Bizonyitds. Az f egy csoportmorfizmus az (R, +) és (C*, -) csoportok kozott pontosan akkor, ha f(x+y) =
f(x)- f(y), minden z,y € R esetén. Legyenek x,y € R és kiszdmoljuk, hogy

flx+y) =cos(x+y)+isin(z+y)
= (cos z cos y — sin xsin y) + i(sin x cos y + cos xsin y)
= (cos & 4+ isin x) - (cos y + isin y)

= f(z) - f(y).

Tehét az [ A | allitas igaz.

Az f fiiggvény nem injektiv, mert példaul f(0) = f(2x). Tehat a allitas hamis.

Minden = € R esetén |f(z)] = V/cos?x +sin?x = 1. Tehdt barmely 1-t8l kiilénbozé moduluszi,
példdul 2 moduluszii eleme a C* halmaznak nincs benne az f fiiggvény képében, vagyis az f fiiggvény
nem szirjektiv. Tehdt a allitds hamis.

Az f csoportmorfizmus akkor és csakis akkor izomorfizmus, ha f bijektiv. Mivel f nem injektiv, ezért
nem is bijektiv, tehdt a [D] allitas hamis. O

Valaszok:

igaz; hamis; hamis; @ hamis.
22. Ha a 2cos?z > cosz + 1 egyenlStlenség valés megolddsainak halmaza S, akkor

20207 € S. 20217 € S. [2018n 20%0m] - g [D]20 € S.

Bizonyitds. A cosz =t € [—1,1] jelolést bevezetve a 2 cos® x > cos x+1 egyenldtlenséghél a 2t2 —t—1 > 0
masodfokt egyenlGtlenséghez jutunk. Ennek a megoldasai ¢t € (—oo, —%] U [1,00), ahonnan cosz €

[—1,—3] U {1}, vagyis

27 47

Ellenérizziik a megadott allitasok igaz voltat:

20207 = 1010 - 27 € S, tehdt igaz.

2021m = 1010 - 2r 4+ 7 € [%’r + 20207, %’T + 202071] C S, tehét ez az allitas is igaz.

20187 2020m) _ [27 4 336 . 2, 4T 1 336 - 2] C S, tehat az allitas igaz.

@ 20 € (67?, 6m + 27“) . Valoban, 20 < 67 + 27” egyenértékli a 3 < w egyenlGtlenséggel és a 6w < 20
egyenlGtlenség egyenértékii a m < 3, 33... egyenlotlenséggel. Mivel mindkét egyenl6tlenség igaz, ezért 20
a (67r, 6T + %’T) intervallumban talalhaté. De (677, 6T + %’r) NS =g, ezért a @ allitas hamis. O

Valaszok:

igaz; igaz; igaz; El hamis.

1 t
23. Jelolje £ a lim m / (\/E + sin (wQ)) dx hatarértéket. Az aldbbi allitasok koziil melyek igazak?
0

t—o00

[A]e=o0. 5:; [C]l= 0. D] ¢=n.
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Bizonyitds. A L’Hopital-szabdly alapjan

1t o . Wtsin(#?) 2
tlggot\/f/o (\/E—i-sm(a: ))dx_tlﬂgoT_?

Valaszok:

hamis; igaz; hamis; El hamis.

24. Feltételezziik, hogy léteznek olyan a,b,c,d nem nulla komplex szdmok, hogy z € C teljesiti az
az® +b2%2 +cz+d =0 és bz + c2? + dz + a = 0 egyenleteket. Ekkor a z &sszes lehetséges (komplex)
értékeinek halmaza:

{i,—i}. {1,-1}. {1,i,—1}. D] {1,i,-1,—i}.

Bizonyitds. Az els6 egyenletet megszorozva z-vel kapjuk, hogy az* + bz3 + ¢2% + dz = 0. Ebbdl kivonva
a masodik egyenletet az az* — a = 0 egyenlethez jutunk. Mivel a # 0, ezért z* = 1 kell teljesiiljon.
Ennek az egyenletnek a gyodkei a negyedrendil egységgyokok, amelyek a kovetkezék: 1,i,—1,—i. Az
a=0b=c=d =1 egyiitthatékra mindkét megadott egyenletbél a 23 + 22 + 2z + 1 = 0 egyenletet
kapjuk, amelynek gyokei i,—1,—i. A z = 1 abban az esetben lesz a megadott két egyenlet gyoke, ha

a+b+c+d=0, amelyet a,b,c és d = —a — b — ¢ egylutthaték vilasztasa esetén konnyen elérhetiink.
Tehat mind a négy negyedrendii egységgyck eléfordulhat, mint z értéke, igy a @ allitas igaz és a tobbi
hamis. O
Vilaszok:

hamis; hamis; hamis; El igaz.

25. Ertelmezziik az f: R —= R fiiggvényt a kovetkez6 mddon:
f(z) = |z —2k|, minden z € (2k — 1,2k 4 1] és minden k € Z esetén.

Az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak?

Az f fiiggvény nem folytonos az R halmazon.

Az f figgvény derivalhat6 az R\ Z halmazon.

Az f fiiggvény derivalhat6 az R halmazon.

@ Az f figgvény nem folytonos a {2k — 1 : k € Z} halmaz pontjaiban.

Bizonyitds. Mind a négy allitas igaz vagy hamis volta konnyen eldonthetd, ha felvazoljuk az f fliggvény
grafikonjat.

Mésként is eldonthetd, hogy a megadott allitasok koziil melyek igazak. Ha zg € (2k—1,2k+1), k € Z,
akkor xli)r;lo f(z) = xll)nxlo |z —2k| = |xo —2k| = f(z¢), tehat az f fiiggvény folytonos a Ugez(2k — 1,2k +1)

halmazon. Az xg = 2k — 1, k € Z pontok esetén

lim f(z) = lim |z — 2(k — 1)| = lim f(z) = lim |x — 2k| =1 = f(x0),
zTxg zTxo xlxo xlxg

igy az f fliggvény folytonos az egész R halmazon. Tehat az és @ allitdsok hamisak.

Az o = 2k, k € Z pontokban a bal oldali derivalt f;(z9) = —1, mig a jobb oldali derivélt fj(zo) =1,
ezért az f fiiggvény nem derivalhaté a {2k : k € Z} halmaz pontjaiban. Az 29 = 2k — 1, k € Z
pontokban a bal oldali derivélt f/(xzo) = 1, mig a jobb oldali derivalt fJ’- (rg) = —1, ezért az f fiiggvény
nem derivalhat6 a {2k — 1 : k € Z} halmaz pontjaiban. Tehét az f fliggvény nem derivalhaté a Z halmaz
pontjaiban, tovabba minden zy € R\ Z esetén

=1, hame (2k—1,2k),
fi(wo) =
1, hazoe (2k2k+1), keZ

Osszegezve, a allitds igaz és a allitds hamis. O
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Valaszok:

hamis; igaz; hamis; @ hamis.

t
26. Legyen I = lim | mdx. Az alabbi 4llitésok koziil melyek igazak?

[A] T = . B]1=1. clr=1. D]1<1.
Bizonyitas. Kiszalmolva a kovetkezd integralt

t 1 t 2 1 / 1
/ S — |- / ((QEde = Carctg(a® + 1)
0 0

t
1
= iarctg(t2 +1)— E,

ot + 222 4 2 2 w2 +1)2+1 2 0 8
! 1
kovetkezik, hogy a hatarérték tli)rgo ; mdx = tli)r& <2arctg(t2 +1)— g) = % — % = g O
Vilaszok:

hamis; igaz; hamis; El igaz.

27. Tekintjiik az f : R — R, f(z) = /(22 — 1)? fiiggvényt és legyen n az f fiiggvény helyi szélséérték
pontjainak szama. Az alabbi édllitasok koziil melyek igazak?

n:0. n:1. n:2. @n:&

Bizonyitds. Kiszamoljuk a fliggvény derivaltjat:

flay=2. 2 _2 2z
VT3 Vo1 3 Y(w—1)(z+1)

mely fliggvény az R\ {—1,1} halmazon értelmezett. Felirjuk az f fiiggvény véltozasi tablazatat:

x -1 0 1
2% |-—-——-—- - —-——-—- 0 ++++ + ++++
Vel-1|+++4+ 0 ———— — ———— 0 ++++
@ |-—=—= | ++++ 0 ———— | ++++
F@) | NN\ v NN N\ S
A tablazat alapjan az f fliggvény helyi széls6érték pontjai az 1 = —1, 9 = 0 és x3 = 1. Tehat az f
fliggvénynek 3 helyi széls6érték pontja van. O

Valaszok:

hamis; hamis; hamis; @ igaz.

28. Az ABC haromszog A csucsabdl huzott oldalfelez6 hossza egyenlé a BC' oldal hosszéval. Az alabbi
allitasok kozil melyek igazak?

5sin? A — cos 2B — cos 2C = —2. 5sin? A + cos 2B + cos 2C = 2.

3sin? A — 4sin Bsin C cos A = 0. @ 4sin? A — 3sin Bsin C cos A = 0.

Bizonyitds. A szinusz-tétel alapjén a = 2Rsin A, b = 2Rsin B, ¢ = 2Rsin C, ahol R a haromszog koré
irt kor sugara és a,b,c az BC, C'A, AB oldalak hossza. Ha m, az A csticsbdl huzott oldalfelez6 hossza,
akkor az oldalfelez6 tétele alapjan
22 + 2) — g2
me=a < mi=d> & W_QQ & 5a? -2 -22=0 &
5sin® A — 2sin? B —2sin?C =0 <  5sin® A+ (cos2B — 1) + (cos2C —1) =0 &

5sin? A + cos 2B + cos 2C = 2,

12



tehat a [B] allitas igaz.

Ha az allitas igaz, akkor az els6 két allitast osszeadva kapjuk, hogy
10sin?4=0 < sin?A=0 < sinAd=0,
ami egy haromszogben nem lehetséges. Tehat az allitas hamis.
Az oldalfelez6 tétele és a koszinusztétel alapjan
2

5
a? =0+ —2ccos A aQZ%—ZbccosA & dbccos A =3a> &

16R?sin BsinCcos A = 12R?sin? A <  3sin? A — 4sin BsinC cos A = 0,

tehat a [C]| allitas igaz.
Ha feltételezziik, hogy a @ allitas igaz, akkor a egyenl6séget szorozva 3-mal, a @ egyenléséget
szorozva 4-gyel és kivonva ket egymdasbél kapjuk, hogy —7sin? A = 0, ami egy hdromszdgben nem

lehetséges. Tehét a [D] allitas hamis. O

Vilaszok:
hamis; E igaz; igaz; @ hamis.

29. Az M N szakasz parhuzamos egy trapéz alapjaival, a végpontjai a trapéz nem parhuzamos oldalain
vannak, és a szakasz felezi a trapéz teriiletét. Ha az alapok hossza a és b, a > b, akkor az M N szakasz [
hosszusaga:

A]l= /8 B|l=+ab. [Cl1> b, D]i=+

Bizonyitds. Legyen P az AD és BC' nem parhuzamos oldalak metszéspontja, legyenek AB = a és CD =
b az oldalhosszak. A PAB, PMN és PDC haromszogek hasonldsdga alapjan kapjuk a teriiletekre
vonatkozé kévetkez6 Osszefiiggéseket:

,_i_b

Ty =Tpap, = a?, Ti=Tpyun, = N> T, =Tppc, = A\b?, ahol X > 0.
A feladat feltételébdl kovetkezik, hogy a hdrom teriilet egy szdmtani sorozat tagjai, vagyis
A2 = Xa? + N2,

ahonnan kapjuk, hogy | = 4/ # Tehat az allitas igaz.
A kozepekre vonatkozd egyenlétlenségek szerint minden a,b > 0, a # b esetén

2 +b  [a®+b?
T 1<\/ab<a < a .
ats 2 2

Tehét a |B| és [ D] dllitdsok hamisak, mig a [C] allités igaz.

Masik megoldds. Bevezetjiik a kdvetkezo jeloléseket: AB = a a nagyalap hossza, CD = b a kisalap hossza,
és x, illetve y az ABM N, illetve M N DC trapézok magassagainak hossza. A teriiletekre vonatkozé feltétel
alapjan

TaBcD o (a+l)$_(b+l)y_(a+b)($+y)‘

Tapun = TvNnDC = > 5 == = 1

Az els6 egyenloséghdl x = (b;ﬁy, amit behelyettesitve a masodik egyenléségbe kapjuk, hogy 12 = #.
a fenti szamolasok alapjan igaz;
Vab= /P & a=1b,dea>b, tehit | £ Vab, igy az llitds hamis;
. l= \/@ a+b teljesiil a > b esetén, igy az allitas igaz;
@ = % T </4 +b fennall minden a > b > 0 esetén, ezért [ # 1 T igy az allitas hamis. O
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Valaszok:

igaz; hamis; igaz; @ hamis.

30. Legyen A azon n természetes szamok halmaza, melyek utolsé szamjegye 6 és azzal a tulajdonsiggal
rendelkeznek, hogy ha ezt a szdmjegyet a szam elejére helyezziik, akkor egy nédla négyszer nagyobb szamot
kapunk. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Ha n € A, akkor 3 | n. Létezik n € A gy, hogy 12 | n.
Létezik 8 szdmjegyli n € A szam. @ Létezik n € A melynek az Osszes szamjegye kiilonb6zo.

Bizonyitds. Egy n € A szdm esetén jeloljiikk y-nal a szdmjegyeinek szdmat. Ha z = (n — 6)/10, akkor
4(10z +6) = 6-10Y~! + -, ahonnan kapjuk, hogy 13z = 2(10¥~! —4). Az 10¥~! — 4 szdm 99...96 alakd,
ezért oszthaté 3-mal. Az (3,13) = 1 alapjan a fenti Osszefliggésb6l kovetkezik, hogy 3 | =, tehat 3 | n és
az [ A] allitds igaz.

Eszrevehetjiik, hogy az = paros kell legyen. Tehét az n szdm 06, 26, 46,66 vagy 86 szamjegyekre kell
végz6djon, ahonnan kovetkezik, hogy 4 1 n, ezért a allitas hamis.

Abban az esetben, ha y = 8, akkor 13 | 107 — 4, ami ellentmondéshoz vezet, ezért a allitas hamis.

Végiil az = és y-ra vonatkozé fenti egyenletnek egy (sajatos) megolddsa y = 6 és = = 15384, ahonnan
kapjuk, hogy n = 153846 € A. Teht a [D] dllitds igaz. O

Valaszok:

igaz; hamis; hamis; @ igaz.
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