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Veremautomatak

Def. Veremautomata
Egy nemdeterminisztikus veremautomatat a

V:

vvyyy

(Q,X, W, E, qo, 20, F) hetessel jel6liink, ahol
Q az allapotok véges és nem lres halmaza
Y a bemeneti abécé

W a veremabécé

ECQx(Xu{e}) x Wx W* x Q az atmenetek vagy élek
halmaza

» qgo € Q a kezdoallapot

v

zo € W a verem kezddszimbéluma
F C @ a végallapotok halmaza
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Def. Atmenet Veremautomatsk

Egy dtmenetet a (p, a, z, w, q) 6t0s jeldl, melyet gy értelmeziink,
hogy az automata

» p allapotban van
» a bemeneti szalagrél az a jelet olvassa
» a verem tetején levo szimbdlum z
» a z helyére a w szét irja
» a g allapotba megy at
Egy jobb jeldlés: (p, (a,z/w), q).

Az atmenetfiiggvény:
§:Qx(Zu{e}) x W —=P(W" x Q)

Nemdeterminisztikus esetben d(q, a,z) = {(w1, p1), - - -, (Wk, px)}
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Def. Determinisztikus veremautomata

A veremautomata determinisztikus, ha teljesiil, hogy barmely g
allapot és z veremszimbdlum esetén:

10(q,2,2)| < 1,Ya € T U {e}

as

VEREMAUTOMATA

verem |::>

bemeneti
szalag

Zx

kimenet:
IGEN / NEM

abra: Veremautomata sematikus dbrazolasa

Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Veremautomatak

4/30



1. Példa

Példa veremautomatara:

Az dtmenettablazat:

a b €
P4 ‘ 41 41 Zp
90 (20217 CI1) (E, Clz)
q1 (2121, q1) | (€, q2)
[ (6,92) | (¢,92)

Az automata &ltal feismert nyelv (iires veremmel): {a"b" | n > 0}
v
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Def. Konfiguracié

A veremautomta egy konfiguraciéjanak nevezziik a (q, u, v)
harmast, ahol g az aktudlis allapot, u a bemeneti sz6 és v a verem

tartalma.

Az automata kétféleképpen valthat konfiguraciét, Iéphet egyik
allapotbdl a masikba:
1. (q, aiaz...ak,X1x2... Xm_1Xm) :>(p, a2a3...dk, X1X2 ... Xm_1W), ha
(g, (a1, xm/w), p) € E (valédi mozgds)
2. (q7 aiaz...ak,X1x2... x,,,,lxm) :>(p7 a1a2a3...3dk, X1X2 ... Xm,1W),
ha (q, (g, xm/w),p) € E
A = reldcié reflexiv, tranzitiv lezartjat =-gal jeldljiik.
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Def.
A V veremautomata felismeri végallapottal az v szét, ha létezik
a konfigurdcidknak egy olyan sorozata, melyre teljesiilnek a kov.
feltételek:

> a sorozat elsé eleme (qo, u, zp),

» a sorozat minden elemébdl van dtmenet a kov. elembe,

> a sorozat utolsé eleme (p,e, w), ahol p € F és w € W*.

Def.

A V veremautomata felismeri iires veremmel az u szét, ha
létezik a konfigurdcidknak egy olyan sorozata, melyre teljesiilnek a
kov. feltételek:

> a sorozat elsé eleme (qo, u, z),
» a sorozat minden elemébdl van dtmenet a kov. elembe,

> a sorozat utolsé eleme (p,¢,¢), p € Q.
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Formdlis nyelvek és

Veremautomatak atalakitasa fordtprogramok

Bodé Zalan

Veremautomatak
4talakitasa

Tétel. Ures verem < végallapot

Egy L nyelv felismerhet6 egy V; automataval tires veremmel akkor
és csakis akkor, ha egy V5 veremautomataval végallapottal.

Bi1zoNYITAS. Konstruktiv: a kov. két algoritmus megvalésitja az
atalakitasokat.
1. Ures verem — végallapot (V1 — V2):

> dtmegyiink egy e-1épéssel Vi kezddllapotaba tgy, hogy beirjuk
V5 kezddszimbdluma utdn Vi kezd6szimbdlumat

» ettdl kezdve ugyanigy miikodik mint V

» minden allapotra Vi-bdl: e-1épéssel toroljik Vo vermének
kezd6szimbdélumat és atlépunk V; végallapotdba
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Vl = (Q7Zu W> E7 CIOaZO,@)

ALG 1 Ures verem — végallapot
1 V2 = (Q U {p07p}7za Wwu {X}a E/7p07X7 {p})v P, Po g Qr X g
w

2. E' = EU{(po, (¢,x/x20),q0)} U{(a, (¢, x/2),p) | g € Q}

2. Végallapot — iires verem (V, — V):

» V) e-lépéssel beirja kezddszimbdluma mellé V, vermének
kezdGszimbdlumat

P ettdl kezdve Ggy mikodik mint V5,

» minden végallapotbdl c-1épéssel és minden veremszimbdlumra
atmegyiink Vi 4j dllapotdba és a veremszimbdlumot toroljuk

» V) () allapotabdl e-1épéssel és minden veremszimbdlumra
atmegylink ugyanebbe az dllapotba és a veremszimbdélumot
toroljik
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Vo = (Q7 >, W, E, qo, 20, F) el myehe &

forditéprogramok

Bodé Zalan

ALG 2 Végallapot — lires verem
1 Vl = (Q U {p07p}7za WU {X}a E/7p07X7®)1 p7p0 g Qr X ¢ W ;’/tearIZT;:;:maték
2:

E' = EU{(po,(g,x/x20),q0)} U
{(g:(e:2/¢),p) [ g€ F,zc W}HU
{(p,(e,2/¢),p) | z€ WU {x}}

Megjegyzés: Az algoritmust egyszer(siteni lehet lgy, hogy
kihagyjuk az 0j kezddallapot és veremszimbdlum bevezetését,
mindossze az utolsd két 1épést végézziik el: a végillapotokbdl
e-lépéssel és minden veremszimbdlumra dtmegylink az uj allapotba
és a veremszimbdlumot toroljik + az 4j dllapotbdl e-1épéssel és
minden veremszimbdlumra dtmegyiink ugyanebbe az 4llapotba és
a veremszimbdlumot toroljuk.

Kérdés: A masodik sorban z € W vagy z € W U {x} kell legyen?
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Valasz: Helyesen z € W U {x} kell szerepeljen, azaz

E' = EU{(po, (e, x/x20),q0)} U
{(a,(e,z/€),p) | g€ F,ze WU {x}} U
{(p, (e, 2/¢),p) | z€ WU {x}}

Kérdés: Miért?
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2. Példa
Legyen a kovetkezo Alkalmazva az algoritmust, az
veremautomata x, z aldbbi automatat (t
veremszimbdlumokkal, ahol z kezddszimbdlummal) kapjuk,
a kezd6szimbdlum. amely ugyanezen nyelvet
ismeri fel, azonban most
(0,2/zx) (1,x/e) Py
(0,x/xx) (e.25) végallapottal.

OO

Az automata a
{0"1" | n > 1} nyelvet ismeri
fel lires veremmel.

(Az a — p atmenetet akar el
is lehet hagyni.)
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3. Példa

Legyen a kovetkezo
veremautomata x, z
veremszimbdlumokkal, ahol z
a kezd6szimbdlum.

(0,212%)
(0,x/x%) (1,x/%)

Az automata a
{0"1" | n > 1} nyelvet ismeri
fel végallapottal.

Alkalmazva az algoritmust, az
aldbbi automatat (t
kezd8szimbdlummal) kapjuk,
amely ugyanezen nyelvet
ismeri fel, azonban most lires
veremmel.

(0272%)
(0,%/xx)

(e.x/e)
(e.2/¢)
(e,Ve)

(Az elsé automata végéllapottal és egyben iires
veremmel ismeri fel a nyelvet, ezért nem lett volna

sziikséges alkalmazni az algoritmust.)
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Veremautomatdk és kornyezetfuggetlen nyelvek

» a veremautomatak és kornyezetfliggetlen nyelvek kapcsolatat
vizsgaljuk
> ismétlés: G = (N, T, P,S) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan:
» P szabdlyai A — (3 alakdak, Ae N, B (NUT)"
P> megengedhetd az S — ¢ is, ha S nem szerepel a szabdlyok
jobb oldalan
> L(G)={weT| 5:} w} a G grammatika &ltal generalt
kornyezetfliggetlen nyelv

Tétel

Ha G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, akkor létezik olyan V
nemdeterminisztikus veremautomata, amely tires veremmel
felismeri az L(G) nyelvet, L(G) = L(V).
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(N, T,P,S) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan
({q}7 T,NUT,E,q,S, (Z)) Veremautomatak és

kornyezetfiiggetlen
nyelvek

G
%4

ALG 3 Kornyezetfiiggetlen nyelvtan — veremautomata

1: for minden A — « szabdlyra do

2. Vegyiik fel E-be a (q,(s,A/a™1),q) 4tmenetet, ahol a~!
az a szimbdlumsorozat forditottjat jelenti.
end for
for minden a € T jelre do

Vegyiik fel E-be a (g, (a,a/¢), q) szabdlyt.

end for

I N
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Tekintslik a kovetkez6 nyelvtant:

S — aA
Veremautomatak és
A — ¢ |aA|bB kérryekzetﬁflggetlen
nyelve
B — ¢|bB

A nyelvtan altal generdlt nyelv {a"b™ | n > 1, m > 0}.
A kapott egyallapoti automata:

(e,S/Aa)
(e,A/Aa)
(e,Ale)
(e,A/Bb)
(¢,B/Bb)
(e,B/e)
(a,ale)
(b,b/e)
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Tétel

Ha V nemdeterminisztikus veremautomata, akkor létezik egy
olyan G kornyezetfiiggetlen grammatika, hogy V iires veremmel
felismeri az L(G) nyelvet, azaz L(V) = L(G).
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V= (Qaza W7 Ea quZOa@) - G= (N7 T7 P7S) ng;!igﬁ:;iis

Bodé Zalan

ALG 4 Veremautomata — kornyezetfliggetlen nyelvtan
N={S5}U{Sp.q|P,ge Q,zec W}

T=X Veremautomatak és

kornyezetfiiggetlen

for minden g € Q do oty
Vegyiik fel P-be az S — S, ;.4 szabalyt
end for
for minden (q,(a,z/zk ... 221),p) € E do
>q€Q, z,21,2,...,2z« € W, ae U {e}
for minden py, po, ..., px allapotra do
Vegyiik fel P-be az
Saq.z.pc = @5p.z1,p1Sp1,z2pn - - - Spicr,zipi SZADAlYE
end for
: end for
: for minden (g, (a,z/¢),p) € E do
>p,geEQ, zeW,ae X U{e}
Vegyiik fel P-be az S, , , — a szabalyt
: end for

b b e S & o Y B

e i e e e =
AR LT I i 2
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Egy kis magyarazat

» nem csak a helyettesitések hordoznak informaciét, hanem az
allapotok kozotti atmenetek is
» ha csak 1 dllapota lenne az automatanak, alkalmazhaté lenne
az elébbi algoritmus visszafelé:
» minden veremszimbdlumhoz rendeliink egy 0j nemterminalist

> szabdly bal oldala: a helyettesités bal oldala

» szabaly jobb oldal: a helyettesités jobb oldala, kezdve a verem
tetején levd szimbdlummal; valéddi mozgds esetén a jobb oldal

az elolvasott szimbélummal kezdodik
» a 4. példidban szerepl6 veremautomatdra a kovetkez6

grammatikat kapjuk:

X W > 0

Y

ahol a kov. hozzdrendeléseket haszniltuk: S: S, a: X, b:Y,

A:A B:B

5
5
5
5
o

XA
XA|z| YB
YB|e

a

b

Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Veremautomatdk és
kornyezetfiiggetlen
nyelvek

19/30



Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Masik példa:

Veremautomatak és
kérnyezetfiiggetlen

(S,ZO/S) nyelvek
(a,Zo/Zl )
(b,Z] /Zo)

L(V) = {(ab)" | n = 0}
Az el6bbi naiv algoritmust hasznalva kapjuk, hogy:

A — ¢
A — aB
B — bA

ahol a kov. megfeleltetéseket hasznaltuk: zp: A, z1 : B; a
kezd6szimbdlum az A.
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

probléma: az dtmenetek is informaciét hordoznak Bttt el
minden veremszimbdlumhoz 2 fontos allapotot rendeliink:
1. amikor a szimbdlum megjelenik a verem tetején

2. amikor a szimbdlum kihal utédaiban (amikor a veremben
” a , o s Veremautomatak és
alatta levé szimbdlum keriil a verem tetejére) S

nyelvek

jelolés: S, , — nemterminalis szimbdlum, amit a z
veremszimbdlumhoz rendeltiink, amely g dllapotban keriil a
verem tetejére, és p dllapotban hal ki
kétféle szabalyunk van (a € X U {e}):

1. (q,a,z) = (zkzk=1...21,pP)

2. 6(q,a,2z) = (e, p)
ezekhez rendre a kov. szabdlyokat rendelhetjuk:

1. SqVZ,Pk — a$, »Z1,P1 5P11221P2 ce SPkfhzkka

2. Sqzp—a
a pi, P2, --., Pk allapotok nem sziikségszeriien kiilonbozo
allapotokat jelolnek; mivel nem tudunk semmilyen mas
informaciét, mint amit mar beépitettiink a szabdlyokba,
minden lehetséges kombinaciét figyelembe kell venniink
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5. Példa

Tekintsiik az aldbbi, {0"1" | n > 1} nyelvet felismer
veremautomatat:

(0,2/zx) (1,x/¢)
(0,x/xx) (g,2/g)

()2

Felirjuk a kornyezetfiiggetlen nyelvet, ami azt a nyelvet generalja,
amit az automata felismer.

N = {57 Sa,z,aa Sa,z,b7 Sb,z,a7 5b,z,b7 Sa,x,au Sa,x,ba Sb,x,27 Sb,x,b}

3-5. Iépések: S — S, ;.4/Sa.2.b

6—-12. |épések:

3-Sa,z,a — Osa,x,asa,z,a
4'-Sa,z,b — Osa,x,asa,z,b
5~Sa,z,a — OSa,X,bSb,z,a
6'Sa,z,b — OSa,X,bsb,z,b

Formdlis nyelvek és
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Veremautomatak és
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7.Ssxa —
8~5a,x,b —
9.5:x2 —
10~Sa,x,b —
13-16. |épések:
11.5, 4 b
12.5p x.b
13.5 2.

A szabdlyok szdmét jelentdsen le tudjuk csokkenteni: kizdrjuk
azokat, melyeknek nincs értelme:
Az 5. szabalyt kizarhatjuk, mert Sy, , nem szerepel szabaly jobb

oldalan.

A 9. szabdly hasonléan, mert S, « , nem szerepel szabdly jobb

oldalan.

A 7. szabdlyt is, mert mostmar csak ott szerepel S, , , jobb

Osa,x,asa,x,a
Osa,x,asa,x,b
OSa,x,bSb,x,a
Osa,x,bsb,x,b

— 1
— 1
— €

oldalon, és ez végtelen ciklust general.
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A 3., 4. és 8. szabalyokat is kizdrhatjuk, mert csak S, x , mar nem
szerepel jobb oldalon.

Az 1. szabalyt is kizdrhatjuk, mert S, , , nem szerepel jobb
oldalon. A kdvetkezd szabdlyhalmazt kapjuk (jeldlés: A= S, , p,

B=S.xb C=Sp,p D=Spxp):

S - A

A — 0BC
B — 0BD|1
D — 1

C — ¢

Leegyszeriisitve az alabbi rovid grammatikat kapjuk:

S — 0B
B — 0Bl

Konnyen ellendrizhetd, hogy ez a grammatika a {0"1" | n > 1}
nyelvet generdlja.
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Kornyezetfuiggetlen nyelvek

Def. Levezetési fa v. szintaxisfa

Egy G = (N, T, P,S) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan levezetési
fajanak vagy szintaxisfajanak nevezziik azt a fat, amelyben a
gyokér az S kezdbszimbdlummal van cimkézve, minden belsé
cstics cimkéje egy nemtermindlis szimbdlum, minden levél pedig
egy termindlis szimbélummal. Teljesiil tovdbba az a feltétel, hogy
minden A — X1 X, ... Xy szabdlyra A bels6 cstics a faban, amely k
kozvetlen leszarmazottal rendelkezik, melyek rendre:

X1, Xo, .oy Xk

A szintaxisfa eredménye az a T feletti sz6t, melyet gy kapunk,
hogy balrdl jobbra osszeolvassuk a fa leveleinek cimkéit.
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Def. Legbaloldalibb levezetés

Az ap = a1 = ... = «a, levezetést legbaloldalibb levezetésnek
nevezziik, ha minden i =1,...,n — 1 esetén van olyan u; € T*,
Bi € (NUT)* és (A; — i) € P szabaly, hogy teljesiilnek az

ai = uiAifi és ajy1 = uiyiBi(= uit1Ait1Biv1)

osszefuiggések.

Def. Egyértelmii grammatika

Egy G kornyezetfiiggetlen grammatikat egyértelmiinek neveziink,
ha minden szénak L(G)-bdl csak egyetlen legbaloldalibb levezetése
van. Ellenkez6 esetben a grammatika nem egyértelmii.

.
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

6. Példa

Tekintsiik a kdv. egyszerii kornyezetfiggetlen grammatikat:
G = ({S},{+,a},P,S), P={S — S+ S| a}. Eszrevehetd hogy
az a+ a+ a szé kétféleképpen is levezetheto:

1. 5=5+S=a+S=a+S+S=a+a+S=a+a+a

2.5=5+S5S=5+S+S5S=a+S+S=a+a+S=a+ta+ta T

nyelvek

Bodé Zalan

Kovetkezésképpen a grammatika nem egyértelmi.
A két szintaxisfa:
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7. Példa

Tekintsiik a kov. kornyezetfiiggetlen grammatikat: e eecten
Gy = ({S},{+,a},P,S), P={S — a| a+ S}. Eszrevehetd,

hogy ugyanazt a nyelvet generdlja, mint az el6z6 G; grammatika,
L(Gy) = L(Gy) = {a(+a)" | n > 0}.

Ebben az esetben viszont G, egyértelmii, mivel minden szénak
csak egy legbaloldalibb levezetése van.
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Formdlis nyelvek és

Pumpalé lemma kornyezetfuggetlen nyelvekre fodiprogramok

Bodé Zalan

Lemma (Bar-Hillel)

TetszOleges L kornyezetfiiggetlen nyelvhez megadhaté egy olyan n
természetes szdm (amely csak L-tél fiigg) dgy, hogy minden L-beli, |  pumpats lemma

kornyezetfiiggetlen

legalabb n hosszisagu z szét fel lehet irni uvwxy alakban, és nyelvekre
igazak a kovetkezok:

1wl >1,

2. |vx| > 1,

3. Jvwx| < n,

4. uviwx'y eleme L-nek Vi € {0,1,2,...}.
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8. Példa

Mutassuk meg, hogy az L = {a*b*ck | k > 1} nyelv nem
kornyezetfliggetlen.

Feltételezziik, hogy L k.fiiggetlen, és legyen n a tételben szerepld
szam. Ekkor vélasszuk pl. a t = a"b"c" sz6t, ami megfelel, mert
|t| = 3n > n. Ekkor t felbonthaté uvwxy alakban. A kov. 5 esetet
kiilldnboztethetjiik meg (azt véve figyelembe, hogy vwx milyen
betliket tartalmazhat):

u 1472,
1. 213 & DI
2 ak an—kbé bn—écn
3 3" bk bZ bnfkfécn
4 3" bk bnfkcl Cnff
5. | a"b"ck ct GEa

Konnyen észrevehetd, hogy a 4. feltétel nem lesz igaz, mert nem
lesz mindig azonos szamu a, b és ¢ betl az uv'wx'y szdban.

Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Pumpélé lemma
kornyezetfiiggetlen
nyelvekre

30/30



	Veremautomaták
	Veremautomaták átalakítása
	Veremautomaták és környezetfüggetlen nyelvek
	Környezetfüggetlen nyelvek
	Pumpáló lemma környezetfüggetlen nyelvekre

