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Formdlis nyelvek és

Regularis kifejezések fordtsmagramel

Bodé Zaldn
Def. Reguldris kifejezés (regex/regexp) Reguliis kicjesésck

A X dbécé feletti regex-et a kovetkez&képpen értelmezziik:

> () reguldris kifejezés, mely az lres nyelvet jeldli.

> = regularis kifejezés, mely a {e} nyelvet jeldli.

» Ha a € X, akkor a reguldris kifejezés is egyben, és az {a} nyelvet
jeldli.

» Ha x és y regularis kifejezések, melyek az X és Y nyelveket jelolik,
akkor (x 4+ y), (xy) és (xx) is reguldris kifejezések, melyek rendre
az XU Y, XY és Xx nyelveket jelolik.

Barmely X reguldris kifejezés csakis a fenti szabalyok véges
alkalmazasdval allithaté el6.

1. Példa

Példak regularis kifejezésekre:
1. Ry = axb(a+ b), L(R1) = {a"ba,a"bb | n > 0}
2. R, = 0%01%10, L(R;) = {0"1™0 | n>1,m > 1}

3. R3 = 0(0 + 1)(0 + 1)*, L(R3) =
{0-val kezdéd8, {0,1} felett értelmezett, legaldbb 2 hosszisagl szavak}
v
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Regularis kifejezések tulajdonsdgai

X+y

(x+y)+z

(xy)z

(x+y)z

x(y +2)

(x + y)x = (xx + y)x*
(x+y)*

(xx)*

XX* + €

Def. Regex-ek ekvivalencidja

Két regularis kifejezés ekvivalens, ha ugyanazokat a nyelveket jeldlik,

vagyis Rl = RQ, ha L(Rl) = L(RQ)

y+x

x+(y+2)

x(v2)

XZ +yz

Xy + Xz

(x + y*x)x = (x* + y*)x*
(xxy*)*

X%

XX*

Xk

Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Reguldris kifejezések
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Tétel (Kleene)

Az L C ¥* nyelv pontosan akkor reguldris, ha létezik olyan X
feletti regularis kifejezés, amely éppen L-et jeloli.

Bodé Zalan

Reguldris kifejezések

BIZONYITAS.

1. Ha x regex, akkor L reguldris nyelv.
Hax =0, x=¢, x = a,Va € X, akkor rendre L =0, L = {&},
L = {a}. Mivel L mindhdrom esetben véges, ezért reguldris.
A +, a konkatenacid és a * miivelet esetén tudjuk, hogy a
regularis nyelvek osztalya zart az egyesitésre, a
konkatendcidra (szorzatra) és az iteracidra nézve, ezért ezen
miiveletekkel is regularis nyelveket kapunk.*

2. Ha L regularis nyelv, akkor hozzarendelhet6 egy reguléris
kifejezés.
Ez a része konstruktiv: meg fogunk adni egy algoritmust,
amely ezt megvaldsitja (annak helyességét viszont nem fogjuk
bizonyitani).
Megjegyzés: Kleene nem ezzel a médszerrel bizonyitotta.

*Megjegyzendd: Minden Chomsky-féle nyelvosztaly zart a reguldris

miiveletekre nézve.
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Stephen Cole Kleene

Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Reguléris kifejezések
Stephen Cole Kleene (1909-1994),
amerikai matematikus, az elméleti
informatika (theoretical computer
science) egyik atyja. A
kiszamithatdsagelmélet mint
tudomanydg megteremtdje. A regularis
kifejezések bevezetdje.

Réla nevezték el az iterdcié miveletet
(*, Kleene-csillag) — ezen kiviil algebrat,
tételeket és sok mds dolgot is.

Egyik hires mive:

S. C. Kleene, Representation of events
in nerve nets and finite automata, In:
C. Shannon and J. McCarthy, (eds.)
Automata Studies, Princeton University
Press, NJ, 1956, pp. 3-41.
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Ve 7 7 Ve Formilis nyelvek és
Regex hozzarendelése véges automatahoz frdprogram

Bodé Zalan

Formalis egyenletek médszere:
Regexp hozzarendelése

» az dllapotokhoz valtozdkat rendeliink Eesluionatitios
> a véltozdkkal egyenleteket frunk fel az automata
allapotatmeneteinek megfeleléen
P az egyenletek linedrisak lesznek a valtozékban
» minden egyenlet felirhaté X = Xa + 8 vagy X = X«
alakban, ahol « és 8 nem tartalmazza az X valtozét
> az X = Xa + 8 megoldasa: X = Basx, ami kdnnyen
leolvashaté az aldbbi abrardl
a

» megoldjuk az egyenletet a végallapotoknak megfeleld
valtozdkra
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ALG 1 Véges automata — regex

©

10:

e B U o

. Kizérjuk az elérhetetlen és nemproduktiv allapotokat.
: Minden allapothoz egy valtozét rendeliink.
: for minden X viltozéra do
for minden (Y, a, X) dtmenetre do
Hozzaadjuk az egyenlet jobb oldaldhoz az Ya kifejezést.
end for
if X kezddallapot then
Hozzaadjuk az egyenlet jobb oldaldhoz az e-t.
end if
end for
: Megoldjuk az egyenletrendszert a végallapotokra.
: Tobb végallapot esetén ,, Gsszeadjuk” (+) a kapott reguldris ki-
fejezéseket.

Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Regexp hozzarendelése
véges automatdhoz
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2. Példa

Rendeljiink az aldbbi automatahoz egy regularis kifejezést.

A kovetkez6 véltozdkat rendeljiik az dllapotokhoz: A — qo,
B — g1, C — g2, D — q3. Ekkor felirhatjuk a kdvetkezd
egyenleteket:

A = ¢

B = Aa+(Ca
C = Ba

D = Bb+Ch

B-re kapjuk, hogy B = a+ Ca; innen C-re kapjuk, hogy

C = aa + Caa, amit megoldva kapjuk, hogy C = aa(aa)x.
Visszahelyettesitve B-be kapjuk, hogy B = a + aa(aa)*a. Innen
D = ab + aa(aa)xab + aa(aa)«*b.

Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Regexp hozzirendelése
véges automatshoz
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Bodé Zalan

Regexp hozzarendelése

Ez kissé bonyolult, prébaljunk egyszerisiteni. Kiemelhetiink balrdl véges automatshoz
egy a-t, mig jobbrdl egy b-t:

D = a(e + a(aa)+a + a(aa)*)b

Ezt még tovdbb egyszeriisithetjiik a kovetkez6képpen: vegyiik
észre, hogy az a(aa)*a a paros szamu a-kat ismeri fel (2,4,6,...),
mig az a(aa)x a pératlan szamdakat (1,3,5,...), végil az ¢ a
0-szor el6forduldkat. fgy a kiils6 zardjelben levo kifejezés felirhatd
az egyszer(i ax alakban, ahonnan D-re kapjuk, hogy
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Véges automata hozzdrendelése regex-hez

» Az algoritmus Thompson nevéhez fliz8dik (1968)

» Definidljuk a kovetkezé kanonikus automatakat, melyeket
felhaszndlunk az automatank megépitéséhez (5 db.):

£

cexL

konkatenalas, EiE»

vagy, E1 + E>

OO0
oo

NVA(E,)

00

€
NVA(E;)

NVAGE)

0O

NVA(E;)

be
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Véges automata
hozzarendelése
regexp-hez
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Formdlis nyelvek és
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Bodé Zalan

Véges automata
hozzarendelése
regexp-hez

Kleene-csillag, Eq* NVAE))
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zaldn
Ken Thompson

Kenneth Lane Thompson (1943-), ,
amerikai informatikus. Dennis homsarandalées”
Ritchie-vel (1941-2011) a Unix e
operacids rendszer atyjai. OirtaaB
nyelvet, melyet a C nyelv el6djének
tekintiink. Az 6 nevéhez fiizédik a Plan
9 operdcids rendszer kifejlesztése és az
UTF-8 kddolasi rendszer megalkotdsa.
Jelenleg a Google-nél dolgozik, a Go
Ken Thompson és programozasi nyelv egyik f6 fejlesztoje.
Dennis Ritchie

Egyik hires mive:

K. Thompson, D. M. Ritchie, Unix
Programmer’s Manual, Sixth, Bell
Laboratories, 1975.
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Az algoritmus |épései: Formalis nyelvek és
forditéprogramok

1. Atalakftjuk a regularis kifejezést forditott lengyel alakba.

2. Az egyszerli aritmetikai kifejezésekhez hasonléan
o kiértékeljuk” a regularis kifejezést, amely itt nem jelent mast,
mint hogy megépitjik a neki megfelel6 Thompson-automatat.
(Ez a , kiértékelés” nem a tulajdonképpeni kiértékelés.) e

hozzarendelése

Bodé Zalan

regexp-hez

ALG 2 Aritmetikai kifejezések forditott lengyel alakja

1: while kifejezés végére ériink do

2 if operandus then

3 Beirjuk a FLA lista végére

4 else if operdtor then

5: if prioritdsa kisebb mint a verem tetején levd operdtornak then

6: while prioritasa kisebb do

7: Kivessziik a verembdl és beirjuk a FLA lista végére

8 end while

9 else

10: Beirjuk a verem tetejére

11: end if

12: else if )" then

13: Beirjuk az FLA lista végére

14: else

15: Kivessziik az elemeket a bezaré ,,)"-ig és beirjuk az FLA lista végére (kivéve a
zardjeleket)

16: end if

17: end while
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A forditott lengyel alakba valé felirds grafikus vazlata:

kifejezés: 1+2*3-4
123 ...
forditott lengyel alak

verem

ALG 3 Aritmetikai FLA kiértékelése

1: while FLA lista vége do

2: if operandus then

3: Beirjuk a verembe

4: else

5: Kivessziik a fels 2 elemet

6: Végrehajtjuk a miiveletet

T: Visszatessziik az eredményt a verembe
8: end if

9: end while

Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Véges automata
hozzrendelése
regexp-hez
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Formilis nyelvek és

3 Példa forditoprogramok
.

Legyen az aritmetikai kifejezésiink 1 4+ 2 x (3 — 2). e
A miiveletek prioritasai: 1 = p(+) < p(—) =2, p(x) =p(/) =3
(vagy 3= p(x) < p(/) = 4).

FLA: 1,V: ® — FLA: 1, V: + — FLA: 12, V: + — FLA: 12, V: Véges automata
+* — FLA: 12, V: + % ( — FLA: 123, V: + % ( — FLA: 123, V: regexp-hez

+ % (— — FLA: 1232, V: + % (— — FLA: 1232, V: + % (—) —
FLA: 1232 — %+

Kiértékelés: V: 1 — 12 — 123 — 1232 — 121 — 12 — 3

Regularis kifejezés forditott lengyel alakja:
» hasonld az aritmetikai kifejezésekhez
> itt most 2 bindris operatorunk van, a konkatenacié (ezt .-tal
fogjuk jeldlni) és a vagy miivelet (+)
» 1 db undris miivelet, a Kleene-csillag (*)
prioritasok: p(.) > p(+)
az undaris miiveletnek nincs prioritdsa, gy viselkedik mint az
operandusok: beirjuk az FLA listaba

A\ 2 /

v

a zardjelek ugyanigy mikodnek
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zaldn

Kérdés: Miért sziikséges a helyes miikodéshez az €l6z6 példaban

latott aldbbi egyenlGtlenség? Ve e
hozzarendelése
regexp-hez

p(+) < p(-)
Feladat: Végezziik el az
1-2+43

kiértékelését
() p(+) = p(~) esetén:
(b) p(+) < p(—) esetén.
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

4. Példa

Legyen a regularis kifejezésiink: a(a + b)xc(c + d)

Jel6lve a konkatendldsokat: a.(a + b)x.c.(c + d) .
A regex lengyel alakban: aab+xccd+... A

Véges automata megépitése:
» hasonld az aritmetikai kifejezés kiértékeléséhez

> a verembe most automatdk fognak keriilni

» hasznalva a Thompson-féle kanonikus automatékat,
miveletek esetén elvégezziik azokat:

> bindris miivelet esetén (. és +) kivessziik a felsé 2 automatat
a verembdl, elvégezziik a miiveletet, az eredményt
visszatessziik a verembe

P undris miivelet esetén (*) csak a legfelsé automatat vessziik
ki, elvégezziik a miiveletet, és hasonldan visszatessziik az
eredményt
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5. Példa vaitipogramok
Legyen a reguldris kifejezésiink: a(a + b)bxa Bods zalén
Jelélve a konkatendciét: a.(a + b).bx.a
Forditott lengyel alakban: aab+bxa...

Az a, a és b szimbdlumokhoz tartozé automatdk:

Véges automata
hozzarendelése

@ regexp-hez

Az utolsé kettdre alkalmazva a + miveletet, a kovetkezd
automatat kapjuk (az szimbdlum nélkiili dtmenetek e-dtmeneteket

jelolnek):
=)
C o

A kovetkezé szimbdlum megint b, tehat:

O-{()
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Most a * kovetkezik, amely egy unaris operator, ezért az utolsé Bodo Zalén
automatat az szabalynak megfelel6en atalakitjuk, azaz

b
e- Véges automata
hozzérendelése
a regexp-hez

A kovetkez6 szimbdlum a:

Konkatendlds kovetkezik, tehat:
b
- ®
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Véges automata
hozzarendelése

Ezutan kovetkezik még két konkatendlds, melyek eredményét regexp-hez
osszevonva az aldbbi automatat kapjuk:
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Formilis nyelvek és

Regularis kifejezések kiértékelése e

Bodé Zalan

» reguldris kifejezések — legtobbszor keresésre hasznaljuk: grep,
sed, valamely programozasi nyelv (Java, Perl, ...) regularis
kifejezései, szovegszerkesztOk regularis kifejezései (Sublime,
Notepad++, Textpad, vim, emacs, ...), ...

Regularis kifejezések
kiértékelése

> itt: kiértékelés = keresés
> feladat: megkeresni egy szovegben azokat a részeket, melyek
illeszkednek egy adott reguldris kifejezésre (forditva is lehet
mondani, hogy a reguldris kif. illeszkedik a szvegre)
» megvaldsitds:
> c-dtmenetek kiszlirése
> NDVA — DVA
> alkalmazas a szovegre — meg kell oldani, hogy minden betiinél

Ujrakezdjik a keresést
> mindig jelezni kell, ha végallapotba értiink

21/33



Formilis nyelvek és

Gyors kiértékelési modszerek e

Bodé Zaldn
> gyors szoveges keresések

» R. Baeza-Yates és G. Gonnet

> a bit-parhuzamossagra (angolul bit-parallelism) alapulnak:
egy széban tarolunk sok kicsi értéket, és ezeket
bitaritmetikaval egyidoben mddositjuk, valtoztatjuk

> a reguldris kifejezést felismerd automatakat bitsorozatokban oo biothate
taroljuk médszerek

» két algoritmus: Shift-And és Shift-Or

Def.

Egy bitsorozatot masképpen bitmaszknak is neveziink. A
bitmaszkokat jobbrdél balra olvassuk, vagyis az elsé bit a
legjobboldali. Legyen My és M, két azonos hosszlisagu bitmaszk.
Ekkor a kovetkez6é miiveleteket és jeloléseket definidljuk:

» M;|M, — bitenkénti ,vagy”-ot jelent (OR)

> M;& M, — bitenkénti ,,és" (AND)

» M A M, — bitenkénti XOR (kizadrd vagy)
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

» ~ M; — bitenkénti tagadas (NOT)
» M1 < k — M1 k darab bittel balra valé eltolasa
» M1 > k — M1 k darab bittel jobbra valé eltoldsat jelenti.

Feladat: Adott egy T szoveg és egy E kifejezés, és meg kell Gyors Kiértékelési
. o ’ . s ” . médszerek

keresniink E el6forduldsait T-ben. T és E egyszer(i szovegek.

Definidljuk a kovetkezd két bitmaszkot:

» B, |B| = m; ez lesz a keresett kifejezés és a keresés kozotti
egyetlen kapcsolat; Blc]; =1 (B[c] = ¢mCm—1---¢c1), ha
Ei=c(E=ee...ey) kilonben B[c]; =0;

» D, |D| = m; ez a bitmaszk modellezi a nemdeterminisztikus
véges automatat.
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Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Shift-And

ALG 4 Shift-And

1: D—O’” i=0,c=T,;

2. D= ((D < 1)[0("N1)&B]c]
3: i =i+1

4: if D legutolsé bitje 1 then

5. TALALAT, kiir(i — m, i); S
6: end if

7. ¢c=T;

8: if (i! = n) then

9: Ugras a 2. 1épésre

10: end if

11: STOP

» a D és B bitmaszkokkal az E kifejezés 4ltal leirt automatat
modellezziik

» ha D i-edik bitje 1, akkor az i-edik allapot aktiv (jelenleg
abban az llapotban vagyunk), ellenkez8 esetben inaktiv
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

P érdekessége és egyben elonye: egyszerre tobb allapot is lehet
aktiv = a nemdeterminisztikus keresését nem visszalépéssel,
hanem parhuzamossaggal valdsitjuk meg

> legfontosabb lépés a 2.:

> feltételezziik, hogy az i-edik allapot aktiv
> ekkor megprébalunk eldrelépni a kév. éllapotba (eltolds)
> a O(m’l)l-gyel valé bitenkénti vagy azért sziikséges, hogy
mindig eldlrdl tudjuk kezdeni a keresést
> a Bjc]-vel valé bitenkénti és pedig azért, mert azzal
, biztositjuk”, hogy ez a lépés tényleg lehetséges

Gyors kiértékelési
médszerek
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6. Példa

Legyen T = ababa és E = aba. Cél: megtaldlni E Osszes
eléfordulasat T-ben.

Az automata, melyet a Shift-And algoritmus az E kifejezéshez
(sztringhez) ,,épit":

\{a}

kilénben-ag

T = ababa, E = aba, Bla] = 101, B[b] = 010

T = ababa

D = (000]001)&101 = 001&101 = 001

T = ababa

D = (010/001)&010 = 0114010 = 010

T = ababa

D = (100/001)&101 = 101&101 = 101 = taldlat, pozicié: (0,2)

>

4

Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Gyors kiértékelési
médszerek
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zaldn
T = ababa
D = (010]001)&010 = 011&010 = 010 G it
T — ababé modszerel

D = (100/001)&101 = 101&101 = 101 => tallat, pozicié: (2,4)

27/33



Shift-Or

>

vvyy

megforditjuk a biteket: 0 jeloli az aktiv, 1 az inaktiv dllapotot
emiatt a mivelet is valtozik: bitenkénti és helyett vagy lesz
eltoldsnal (automatikusan) O keriil a bitsorozat elejére

igy megspérolunk egy bitmiiveletet (ez regex-ek esetén nem

fog szamitani)

ALG 5 Shift-Or

o NSO RN

=
= Qo

:D=1"i=0,c=T;
D= (D < 1)|B[c]
i=i+1
if D legutolsé bitje O then
TALALAT, kiir(i — m, i);
end if
c=1T;
if (/! = n) then
Ugras a 2. lépésre
end if
STOP

Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Gyors kiértékelési
médszerek
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

7. Példa

Legyen T = ababa és E = aba. Keressiik meg E 0Osszes
el6forduldsdt T-ben a Shift-Or algoritmussal.
T = ababa, E = aba, B[a] = 010, B[b] = 101

T = ababa

D = 110/010 = 110 i
T = ababa

D =100/101 = 101

T = ababa

D = 010|010 = 010 = talalat, pozicié: (0,2)

T = ababa

D =100/101 = 101

T = ababa

D = 010|010 = 010 = talélat, pozicié: (2,4)
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

Regularis kifejezések és a Shift-And Frodd Zatin

» Thompson-automata megépitése

» az eltolashoz minden nem e-dtmenetre teljesiilnie kell, hogy
az allapotok sorszamai egymdst kovetd természetes szamok,
vagyis

Gyors kiértékelési

° c modszerek

» a kovetkezOképpen jarunk el:

» ha c karakter, akkor megépitjiik a kanonikus automatat a
fenti médon, ahol i a legkisebb még nem haszndlt
természetes szdm

P konkatendciénal nem , olvasztjuk egybe” az els6 automata
végallapotat és a masodik kezdGallapotat, hanem egy
e-dtmenettel megylink at

P alterndlds: mindegy a szdmozas

» Kleene-lezdras: mindegy a szdmozas

30/33



Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

A Shift-And-ben hasznilt valtozdk:
» B, |B| = m; ez lesz a keresett kifejezés és a keresés kozotti
egyetlen kapcsolat; B[c]; =1 (B[c] = ¢mCm—-1...¢1), ha az
i-edik allapotba egy ¢ karakterrel megylink, azaz hogyha

%
» D, |D| = m; ez a bitmaszk modellezi a nemdeterminisztikus
véges automatat

Gyors kiértékelési
médszerek

» j szimbdélum: E[], egy bitmaszk e-lezartjat adja meg: a
bitmaszk jelenleg aktiv dllapotai + az ezekbdl csupa
e-1épésekkel elérhetd éllapotok is aktivak lesznek

> magatdl értetddik, hogy egy ...0 bitmaszk e-lezartjanak elsé
(legkisebb helyiértékii) bitje mindig 1 lesz, azaz
E[...0] =...1 lesz, mivel a kezd84llapot minden lépésben
elérhetd, vagyis a keresés mindig ujrakezdheté

31/33



ALG 6 Regex Shift-And

1:
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Megépitjiik az E reguldris kifejezéshez tartozé Thompson-
automatdt.
D = E[0...0] (kezdd&llapot e-lezardsa); i =0;c = T;
D = (D <« 1)&B|c]
D = E[D]
if D legutolsé bitje 1 then
TALALAT, kiir(i);
end if
i=i+1
c=T;
if (i! = n) then Ugrds a 3. Iépésre
end if

: STOP

Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Gyors kiértékelési
médszerek
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

8_ Példa Bods Zalsn

T = aab, E = a(a+ b)
Az E-hez tartozé Thompson-féle automata:

DO D

B[a] = 0000 1010
B[b] = 0010 0000

Gyors kiértékelési
médszerek

D = 0000 0001
T = aab; D = 0000 0010&0000 1010 = 0000 0010; E[D] =
0101 0111

T = aab; D = 1010 1110&0000 1010 = 0000 1010; E[D] =
1101 1111 = TALALAT, pozicié: 1

T = aab; D = 1011 1110&0010 0000 = 0010 0000; E[D] =
1010 0001 = TALALAT, pozicié: 2

STOP
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