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Véges automatak és regularis grammatikak

Tétel

A kovetkez6 hdarom nyelvosztdly megegyezik:
» a reguldris nyelvek osztalya
» DVA iltal felismerhetd nyelvek osztalya
» NDVA idltal felismerheté nyelvek osztdlya

Regularis
nyelvtanok

Mar ismerjiik: NDVA — DVA
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Formlis nyelvek és
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Bodé Zalan

Véges automatak és
regularis grammatikak

> ismétlés: G = (N, T, P, S) reguldris nyelvtan:
» P szabalyai A — aB vagy A — a alakiak, aholae T, Be N
> megengedhet6 az S — ¢ szabdly is, ha S nem szerepel
egyetlen szabaly jobb oldaldn sem
> L(G)={weT| 5:;} w} a G grammatika 4ltal generalt

reguldris nyelv
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

DVA —s RG Bodé Zalan

Véges automatak és
regularis grammatikak

Tétel

Ha L egy tetszdleges DVA éltal felismert nyelv, akkor
megkonstrualhaté egy olyan reguldris nyelvtan, amelyik az L
nyelvet generdlja.

Az algoritmus lépései:

> A=(Q, %, E {q},F) L=L(A)

> G=(Q,X%, P, qo), vagyis a nemterminalis szimbdlumoknak
az automata allapotait valasztjuk, a termindlisok az automata
abécéje lesz, a kezd6szimbdlum pedig az automata
kezddGallapota

> P

> ha (p,a,q) € E, akkor felvessziik a p — aq szabalyt

> ha (p,a,q) € E és g € F, akkor a fenti szabaly mellett
felvessziik a p — a szabdlyt is
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Fontos: ha A felismeri e-t is, akkor bevezetiink egy 0j g}
kezdészimbdlumot, felvessziik az 4j gy — € szabdlyt, és minden
Go — « szabdly mellé bevisszik a gj — a szabdlyt is

A:(Qasza{qO}vF)_> G:(Q>Z7'D7q0)

ALG 1 DVA — RG

1: P=19
2: for minden (p, a, q) € E do

3 P=PU{p— aq}
4 if g € F then

5: P=PU{p— a}
6 end if

7: end for

+ megjegyzés
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Bodé Zalan

7
Véges automatdk és
1 . Pelda regularis grammatikak

G = ({qu q1,q2, Q3}, {aa b}a P, qO)
A szabdlyok: P : {

o — aq
g — aq|bgslb
g2 — aqi|bgs|b

}

Préba: aaab: qy = agqy = aag» = aaaq; = aaab
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Formlis nyelvek és
forditéprogramok

RG —s NDVA Bodé Zalan

Véges automatak és
regularis grammatikak

Tétel

Ha L = L(G) reguldris nyelv, akkor megkonstruglhaté olyan
NDVA, amely az L nyelvet ismeri fel.

Az algoritmus Iépései:
» G=(N,T,P,S)
> A= (Q, T,E,{S}, F), vagyis az automata dbécéje a
termindlis szimbdlumok halmazaval fog megegyezni, a
kezddallapot pedig a grammatika kezdGszimbdluma lesz

> Q= NU{Z}, ahol Z egy Uj szimbélum/allapot

minden A — aB szabalyra felvessziik az (A, a, B) dtmenetet

v

» minden A — a szabdlyra felvessziik az (A, a, Z) dtmenetet

> F_ {Z}, ha G-ben nincs S — ¢ szabaly
1 {Z,S}, ha G-ben van S — ¢ szabdly

7/22



Formla’lis nyelvek és
G:(N7 T7 P75) — A: (Q7 7_7 E7 {5}7F) forditéprogramok

Bodé Zalan

ALG 2 RG — NDVA e tie gammach
cE=0
Q=NuU{Z}
for minden A — u szabdlyra do
if u = aB then
E=EU{(A aB)}
end if
if u = a then
E=EU{(Aa2)}
end if
end for
if (5 —¢) € P then
F={z}
. else
F={z,5}
- end if

o NSO R LN

P e e
Sl
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2. Példa

Legyen a kdv. G reg. grammatika (szabalyhalmaza):

S — alaAle
A — aB
B — aBlb

(L(G)={a"x|n>0,x =
¢ ha n € {0,1}, ellenkezd esetben x = b})
Az dtmenettdblazat:

N® > W0

Az automata:
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Formilis nyelvek és

Regularis nyelvek — kiegészités S

Bodé Zalan

Véges automatak és

Ha L;, L, reg. nyelvek, akkor reguldrisak a kov. is: TEEHIELTS eI Ets
> [ ULy
> Lilo, Lol
> Ll*, L2>k
Ezen kiviil reguldrisak kov. konstrukcidk is:
> L. L
Biz. Legyen A= (Q,X,E,{qo}, F) az Li-et felismerd teljes
determinisztikus automata. Ekkor A= (Q,%,E,{q},Q\ F)
az Lj-et fogja felismerni; tehdt a grammatika (melyet
kdnnyen megszerkeszthetiink) regularis lesz
> L1 N L2
Biz. LiNLy=L UL,
> [\ Ly, Lo\ Ly o
Biz. L1 \ L2 = L1 N L2
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7 7 V4 Formilis nyelvek és
e-lépéses automatdk

forditéprogramok

Bodé Zaldn
» c-1épés: az automata nem olvas semmit a bemeneti szalagrdl,

de atmegy egy allapotbdl a masikba
> EC QX (Z U {{—:}) X Q e-lépéses automatik

> 0:Qx(XU{e}) = P(Q) d(p,a) ={q€ Q| (p,a,q) € E}
Tétel

TetszOleges c-1épéses véges automatdhoz mindig megkonstrudlhatd
egy vele ekvivalens NDVA, amely nem tartalmaz e-lépéseket.

> c-lépéses automata: A= (Q,X,E, I/, F)

» NDVA: A= (Q,%,E, I, F) (az algoritmus az E és F)
halmazokat hatdrozza meg)

» Def.: A(q) = azon &llapotok halmaza, amelyekbe el lehet
jutni g-bdl csupa e-lépéssel (beleértve magat a g-t is).
Halmaz esetén:

AS) = |J Ma),¥sCQ

qes
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Példa e-1épéses véges automatara: Formlis nyelvek és

forditéprogramok

Bodé Zalan

&-lépéses automatdk

e-atmenetek
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Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

&-lépéses automatdk

ALG 3 =-mentesités

1. F=FU{qel|Nqg)NF #0}

2: for minden g € Q do

3: for minden a € X do

4: A =U,en(qg) 9(p, )

5 5(a,2) = AU (Upea AP))

6: end for

7: end for 3

8 E={(p,a,9)| p,g€Q,acX,q€i(p a)}
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

3. Példa

e-lépéses automatdk

A(qo0) = {q0, g1, a2}, Ma1) = {q1, a2}, Mq2) = {2}
F={a}U{q} = {90, q}

5| 0 1

do {qlqu} {CIo,Cll,Ch}

0 {Ch, CI2} {CI2}
Q2 0 {q2}
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Formdlis nyelvek és

Miveletek véges automatakkal foddprogramel

Bodé Zaldn
Al - (Qla Zla E17 Il; F]_), A2 - (QZa 223 E27 I27 FZ) =
A=(Q,X,E,I,F) (e-lépéses) véges automata
1. Egyesités: A= A1 U A

Q=@Q1UQU{q} automtial
T =33U%,

I ={qo}

F=RUFR

E = E1 U E2 U qullulz{(qoaga q)}
2. Szorzat: A=A; - A

RQ=0QUQ
Y=31UX,
F=F
=11

E = El @] E2 U Up€F17q€[2{(pa5a q)}
3. lteracio: A;x

Q=0
=15,
F=F
I=h

E - E1 U Upell’qul{(p7€7 q)7 (q767 p)}
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DVA minimalizalasa

Def. Minimélis automata

Egy A=(Q,X%, E,{qo}, F) teljes DVA-t minimalisnak neveziink,
ha barmely vele ekvivalens A" = (Q', X, E', {q{}, F') teljes DVA
esetében teljesiil, hogy |Q| < |Q’|.

Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

DVA minimalizal

Def. Ekvivalens allapotok

Az A= (Q,X,E,{qo}, F) DVA p és q allapotat ekvivalensnek
nevezziik, ha minden w szdra mindkettébdl végallapotba jutunk
vagy egyikbdl sem, vagyis

pSr.reFésqgs,seF VAGY

= ¢, ha minden w € £* :
. p3rrd FésqsssdF

Az algoritmus alapotlete:
» meghatdrozzunk az ekvivalens dllapotparokat
» az ekvivalenseket 6sszevonjuk
> (az elérhetetlen 3llapotokat elsd [épésben kizdrjuk — ezek nem jitszanak
szerepet az algoritmusban; a nem produktivakat hagyjuk — ezekre
sziikség lehet a teljességhez)
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ALG 4

1:

Jeldljik meg csillaggal (*) az 6sszes (p, q) allapotpért, amelyre
p € F és g € F vagy forditva
Minden jeldletlen (p, q) parhoz rendeljiink egy lires listat

3: for Minden jeldletlen (p,q) péarra és minden a € X betlire

10:

vizsgéljuk meg a (d(p, a), (g, a)) éllapotpdrokat do
if az igy kapott pdrok kozul valamelyik meg van csillagozva
then
csillagozzuk meg a (p, ) part is, a mar el6zéleg ehhez
a parhoz rendelt lista elemeivel egytitt
else if a fenti dllapotparok kozil egy sincs megcsillagozva
then
irjuk be a (p, ) part a (6(p, a),6(q, a)) parokhoz rendelt
lista mindegyikébe, feltéve, hogy d(p, a) # d(q, a)
end if
end for
Vonjuk Gssze a jeldletlen (ekvivalens) éllapotpérokat.

Formalis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

DVA minimalizéldsa
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4. Példa

(g,q1)* > (q1,92) 2> (@q1) > (q1,9) (kér)
b
= (93,93)
b
= (g3,93)
b
= (q4,q3)*
(90, 92)* > (aq1,q1)
b
= (qa,q3)*
(qo,qa) > (qu,q8)x > (q2,98)x = (q1,qs) (kor)
b
= (g3,q4)%

Az eredd tablazat (kdnnyen leolvashatd, mit kell/lehet Gsszevonni):

qa
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

A minimalizalt automata:

DVA minimalizilasa
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Formdlis nyelvek és

Pumpalé lemma reguldris nyelvekre foditgprogramok

Bodé Zalan

Lemma (Bar-Hillel)

Barmely L reguldris nyelv esetében létezik olyan n > 1 természetes Pumpslé lemma
szam (amely csak L-t4l fligg), hogy L barmely legaldbb n
hosszlsdgu u szava felirhaté u = xyz alakban dgy, hogy

1. |xy| <n,
2. |yl =1,
3. xy'z€ L, minden i =0,1,2,... értékre.

A fenti lemmat arra hasznaljuk, hogy bebizonyitsuk egy nyelvrdl,
hogy az nem regularis.
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Formdlis nyelvek és
forditéprogramok

Bodé Zalan

Yehoshua Bar-Hillel

Yehoshua Bar-Hillel (sziiletési nevén
Oscar Westreich, 1915 Bécs—1975
Jeruzsdlem) izraeli filozéfus,
matematikus és nyelvész. A gépi Plampets i
forditdas mint tudomanyag
megteremtdje, 6 szervezte az elsé ilyen
konferencidt is 1952-ben. Az
informacid-visszakeresés egyik
Uttordjének is tartjak.

Egy hires miive:

Bar-Hillel J. Language and Information.
Selected Essays on Their Theory and
Application. Addison-Wesley, Reading,
MA, 1964.
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5. Példa
Mutassuk meg, hogy az L = {a¥b* | k > 1} nyelv nem reguldris.

Tegyiik fel, hogy L regularis, és valasszuk a pumpalé lemmaban
szereplé szdmot n-nek. Ekkor |a"b"| = 2n > n, tehdt vélasszuk az
u = a"b" szét. Ekkor u felbonthaté xyz alakban. A lemma 1. és
2. kovetelményének eleget téve az u = a"b" szét a
kovetkezdképpen bonthatjuk fel:

X y z
4 m anflfmbn

a® a
ahol a kovetkezo feltételeknek kell teljestlniik: £+ m<n, m>1
és ¢ > 0.

A 3. pont feltételeit nem tudjuk minden esetben kielégiteni, mivel
xy'z = ata™ia"~t=mp" alaki, ami az egyszeriisitések utdn
a"tm(i=1p" lesz. Ha i-t pl. 2-nek vélasztjuk, az a"t™b" széhoz
jutunk, és mivel m > 1, nem lesz egyenl6 szdmi a és b
szimbdélumunk.

Ellentmonddashoz jutottunk, tehdt a feltevésiink, hogy L regularis,
hamis.
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Pumpélé lemma
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