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Prefata

In timp ce multe probleme de mare interes practic cer tot mai multa putere de calcul,
viteza componentelor calculatoarelor se apropie de limitele posibile. Este in general ac-
ceptat si chiar dovedit faptul ca aceste probleme ce necesita calcul intensiv nu vor putea fi
rezolvate prin cresterea continua a performantelor calculatoarelor individuale, ci singura
solutie viabila este folosirea calculului paralel.

Masinile paralele, constand din mii de procesoare, ofera o putere de calcul foarte mare
pentru aplicatii complexe. Comunitatea potentialilor utilizatori creste foarte puternic si
datorita retelelor globale, care aduc hard, soft si expertize din surse dispersate geogra-
fic. Totusi, calculul paralel nu a devenit deocamdata, o cale de rezolvare mai rapida a
problemelor, cu o foarte larga raspandire.

In acest moment programarea paralela este proiectata, in general, pentru tipuri spe-
ciale de arhitecturi si de aceea mutarea unui program de pe o arhitectura pe alta, necesita
rescrierea lui aproape in intregime. Singura cale de a depasi aceasta problema si de a
folosi paralelismul pe scara larga, este de a distruge aceasta conexiune stransa dintre soft
si hard.

Scopul principal al paralelismului este performanta, dar aceasta este in acelasi timp si
sursa principala a dificultatilor legate de paralelism. Pentru a proiecta o solutie paralela
eficienta, programatorul trebuie sa descompuna problema intr-o colectie de procese care
se pot executa simultan, sa mapeze procesele pe procesoarele disponibile, sa sincronizeze
procesele, sa organizeze comunicatiile, etc. Pentru acestea s-au dezvoltat numeroase
familii particulare de algoritmi, limbaje si tehnici de implementare, pentru diferite tipuri
de arhitecturi.

Criza programarii secventiale a evidentiat necesitatea abstractizarii si ascunderii deta-
liilor nivelului de jos de programare. In programarea paralela, necesitatea abstractizarii
este gi mai acuta, datorita complexitatii programelor paralele. Daca programatorii de
aplicatii, considera abstractizarea foarte necesara, totusi implementatorii programelor
paralele sunt de parere ca aceasta intra in conflict cu performanta. Reconcilierea dintre
abstractizare gi performanta, pare a fi calea prin care programarea paralela s-ar putea
impune mai mult in viitor.

In procesul de dezvoltare a unui program se pot identifica trei etape:

Specificarea. Construirea formala a unei descrieri a problemei care trebuie sa fie rezol-
vata. Aceasta descriere exprima esenta problemei. Specificatia trebuie sa ajute la

demonstrarea formala a corectitudinii programului rezultat in final.

1X
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Software i
Programator
MODEL X
Implementator
Arhitectura 1 Arhitectura 2 Arhitectura 3 hd

Figura 1: Rolul modelului in calculul paralel

Proiectarea. Sarcina de a crea un “program”, care sa satisfaca specificatia problemei si
care sa poate fi implementat eficient pe o arhitectura tinta.

Implementarea. Maparea programului pe resursele de calcul disponibile pentru execu-
tia sa. Aceasta trebuie sa fie facuta folosind instrumente si tehnici, care au fost
verificate formal.

Proiectarea este o etapa fundamentala nu doar pentru aplicatiile de dimensiuni mari,
dar si in cazul algoritmilor. Paradigme precum programarea structurata, proiectarea
“top-down” sau “bottom-up” sunt bine cunoscute. La nivel de algoritm, pentru pro-
gramarea secventiala, sunt de asemenea bine cunoscute tehnici de programare precum:
greedy, backtraking, branch-and-bound, sau programarea dinamica. Ele directioneaza
constructia programelor, permit stapanirea complexitatii oferind un cadru stiintific si
matematic si, de asemenea, permit realizarea unor bune documentatii.

Pentru programarea paralela, faza de proiectare este poate chiar mai importanta decat
in cazul programarii secventiale, datorita gradului ridicat al complexitatii programelor
paralele. Putem analiza, si in acest caz, diferite paradigme consacrate, precum si tehnici
de programare care ghideaza constructia algoritmilor paraleli.

In programarea secventiala, faza de implementare este realizata de obicei de un compi-
lator capabil sa produca cod optimizat pentru o arhitectura tinta. Asemenea compilatoare
sunt posibile, deoarece majoritatea arhitecturilor secventiale sunt similare la nivele inalte
de abstractizare si diferentele de la nivelele de jos pot fi rezolvate de catre compilator.
In plus, datorita arhitecturilor similare, limbajele de nivel inalt pot fi proiectate, fara
a sacrifica strategiile de compilare eficiente. Aceasta permite programatorilor de pro-
grame secventiale, luxul de a se concentra asupra corectitudinii si complexitatii abstracte
a programelor, lasand compilatorului sarcina de a le implementa eficient si corect.

Arhitecturile paralele sunt foarte diferite unele de altele, chiar si la nivele inalte de
abstractizare. O posibila abordare este de a lasa limbajul sa reflecte particularitatile
arhitecturii — dar aceasta nu este totusi, o solutie prea buna. O alta abordare ar fi de a
face abstractie de consideratiile arhitecturale si de a construi un limbaj de programare
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bazat pe notiunile abstracte ale paralelismului. Aceasta permite programatorului sa se
concentreze asupra a ceea ce trebuie facut, mai degraba decat asupra cum se poate face
pe o anumita arhitectura.

In concluzie, este importanta rezolvarea conflictului dintre soft si hard in programarea
paralela prin decuplarea semanticii programelor de potentialele lor implementari. Aceasta
se poate face printr-un model de calcul paralel. Un model furnizeaza programatorului
o singura magina paralela abstracta, permintand diferite implementari pe arhitecturi
concrete, diferite (Figura 1).

Un program paralel poate implica multe procese cu interactiuni complexe. Este cunos-
cut faptul ca gradul inalt de complexitate al unui program paralel face extrem de dificila
dezvoltarea lui. Un model de proiectare a programelor paralele trebuie sa poata pune
la dispozitie mecanisme prin care sa se poata stapani complexitatea si care sa permita
verificarea formald a corectitudinii programelor paralele. Aceasta conduce la necesitatea
folosirii metodelor formale, adica folosirea de instrumente si tehnici bazate pe modele
matematice de calcul.

In general, pentru dezvoltarea algoritmilor paraleli s-a folosit mai degraba intuitia
decat metode formale de derivare. Folosirea unor astfel de metode, poate usura mult
procesul de derivare a algoritmilor paraleli, asigurandu-se in acelagi timp si corectitudinea
lor. Derivarea corecta este esentiala, datorita depanarii greoaie a programelor paralele.
Intuitia nu poate fi intotdeauna folosita cu succes, iar folosirea unei metode formale poate
conduce la obtinerea unor variante eficiente, chiar daca nu atat de evidente.

Existda mai multe modele pentru calcului paralel (care vor fi analizate in Capitolul
9), fiecare cu propria metoda de derivare a algoritmilor, mai riguroasa sau mai putin
riguroasa. Modelele se diferentiaza prin gradul lor de abstractizare, gi prin urmare, si
metodele de derivare a algoritmilor pot fi mai generale sau particularizate pentru anumite
variante de programare paralela.

Cartea 1si propune sa prezinte atat tehnici de proiectare cat si metodologii de dez-
voltare formala a programelor paralele si este dedicata atat studentilor de la sectiile de
informatica gi calculatoare, cat i tuturor celor interesati de aprofundarea problemelor
legate de calculul paralel.

Prima parte a cartii trateaza fundamentele calcului paralel si ale proiectarii progra-
melor paralele. Primul capitol introduce notiunile fundamentale ce intervin in calculul
paralel: tipuri de arhitecturi, tipuri de retele de interconectare, masuri ale performantei,
caracteristici ale algoritmilor paraleli, etc. In cel de-al doilea capitol se evidentiaza etapele
de baza ale constructiei programelor paralele.

A doua parte formata din capitolele 3 gi 4 trateaza paradigme si tehnici de proiec-
tare ale programelor paralele. Sunt analizate tehnici precum: dublarea recursiva, di-
vide&impera, arbore binar, pipeline, etc. Cititorul poate gasi numeroase exemple care
ilustreaza aceste tehnici, dar care reprezinta si solutii paralele pentru unele probleme
foarte des intalnite.

Cea de-a treia parte a cartii prezinta diferite modele de dezvoltare formala a progra-
melor paralele.

UNITY ”Unbounded Nondeterministic Iterative Transformations” reprezinta o teorie,
care este 1n acelagi timp si un model de calcul si un sistem de demonstrare. Aceasta
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teorie are ca scop introducerea unei metodologii de dezvoltare de programe, care sa fie
independenta de arhitectura secventiala sau paralela, pe care se vor implementa.

In Capitolul 6 se prezinta o metoda de dezvoltare corecta a programelor paralele, por-
nind de la specificatii. Metoda prezentata foloseste procese parametrizate si structurarea
pe nivele a programelor. Distributia datelor este determinanta in constructia programelor
paralele si este aici analizata formal.

Proprietatile programarii functionale fac ca aceasta sa aduca avantaje importante
pentru programarea paralela, facand posibila dezvoltarea programelor prin transformari
riguroase gi exploatand mecanisme de abstractizare a datelor. Capitolul 7 prezinta o
abordare functionala de dezvoltare a programelor paralele, care combina abstractizarea
si performanta intr-un mod sistematic. Este folosit formalismul BMF cu structura de
baza lista, cu operatorul de concatenare ca si constructor.

Algoritmii recursivi intervin in rezolvarea unei mari varietati de probleme, constitu-
indu-se astfel intr-o clasa importanta de probleme. PowerList, ParList si PList sunt teorii
bazate pe structuri de date liniare, ce pot fi folosite cu succes in descrierea functionala
simpla a programelor paralele care sunt de natura Divide&Impera. Folosind tehnici for-
male se pot deriva descrieri succinte pentru programele paralele, plecand de la specificatii.
Capitolul 8 descrie acest formalism.

Ultimul capitol face o analiza si o clasificare generala a modelelor de calcul paralel
existente, plecand de la caracteristicile pe care un asemenea model trebuie sa le satisfaca.



Notatii folosite

Notatia pentru exprimarea cuantificarilor difera putin de cea folosita in mod uzual in
matematica. Formatul general este:

(Ok:Q: E),

unde © este un cuantificator, de exemplu >, max, V etc., k este o lista de variabile legate,
(@ este un predicat care descrie domeniul variabilelor, iar £ este o expresie care contine
variabilele k. Tipul de baza al variabilelor este tipul intreg.

Aceasta notatie are avantajul claritatii, in cazul in care domeniul variabilelor este
exprimat prin mai multe relatii.

Multimile sunt notate in mod similar cu cuantificarile. Notatia

V="{ij:i’+57=0a":(ij)}

specifica multimea tuturor perechilor de intregi de pe cercul cu centrul in origine si de
raza a. Cardinalul multimii V' este notat cu |[V].

Aplicatia functiilor este notata prin punct (.). Are prioritate maxima si este asociativa
la stanga. De exemplu, f.a.b este echivalent cu (f.a).b. Vom folosi aceasta notatie doar
pentru functiile care exprima algoritmi sau au legatura cu derivarea programelor; pentru
functiile care exprima formule matematice vom folosi notatia clasica.

Pentru functiile anonime se foloseste o abstractizare lambda. De exemplu, (An - n?)
reprezinta functia care returneaza patratul argumentului sau.

Derivarea demonstratiilor este facuta cu urmatorul stil de notatie, datorat lui W.F.H.
Feijen:

Eq

= {explicatia egalitatii}
Ey

> {explicatia inegalitatii}
Ey

unde F;,0 < ¢ < 3 sunt expresii. In acest fel, derivarea E, > FE5 este facuta prin
intermediul expresiei intermediare Fj.

Pentru operatiile cu numere intregi, notam operatia modulo cu %.

Multimea numerelor {0,1,...,n —1},n > 0 se va nota cu 7.
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Capitolul 1

Notiuni generale ale calculului
paralel

1.1 Clasificari ale sistemelor paralele

Spre deosebire de calculatoarele secventiale unde modelul de calcul von Neumann este
unic si foarte simplu conceptual, in domeniul calculului paralel coexista mai multe modele
de arhitecturi care trebuie avute in vedere. Nevoia de ordonare a determinat, ulterior,
propunerea a numeroase clasificari, cateva dintre ele fiind consacrate de catre comunitatea
stiintifica. Clasificarea propusa de M. Flynn [61] este cea mai populara, probabil si
datorita simplitatii ei.

1.1.1 Clasificarea lui Flynn

Clasificarea lui Flynn [61] se realizeaza preponderent pe baza definirii i utilizarii notiu-
nilor de flux de instructiuni si flux de date. Conform acestei clasificari avem urmatoarele
categorii de calculatoare:

1. Sisteme de calcul cu flux unic de instructiuni gi flur unic de date (SISD - “Single
Instruction Single Data”) in care un flux unic de instructiuni opereaza asupra unui
singur flux de date. Acest tip de arhitectura corespunde sistemelor de calcul mono-
procesor, clasice. Totusi ele nu exclud paralelismul in totalitate (organizari de tip
look-ahead, pipeline, blocuri functionale ale microprocesoarelor moderne, ... ).

Calculatoarele SISD pot avea mai multe unitati functionale de exemplu: coproce-
soare matematice, unitati vectoriale, procesoare grafice si de intrare-iegire. Aceste
calculatoare se incadreaza in categoria SISD atata timp cat au doar un procesor.
Exemple de calculatoare SISD care folosesc paralelismul sunt: CDC 6600 care are
multiple unitati functionale, CDC 7600 care are o unitate aritmetica de tip pipeline,
Cray-1 care suporta procesarea vectoriala.

2. Sisteme de calcul cu un flux de instructiuni gi fluzuri de date multiple (SIMD -
“Single Instruction Multiple Data”) in care un singur flux de instructiuni opereaza

3
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Figura 1.1: Arhitectura uniprocesor SISD (IS — flux de instructiuni, DS — flux de date,
CU — unitate de control, PU — procesor, MU — memorie).

asupra mai multor fluxuri de date. Aceasta clasa presupune existenta unor elemente
de procesare identice (PE) si capabile sa execute aceeasi instructiune pe seturi dife-
rite de date si care sunt dirijate de catre o unitate de control (CU). Modelele SIMD
pot varia in functie de modul de transmitere a datelor intre elementele de procesare.
Elementele de procesare pot comunica intre ele printr-o memorie partajata sau prin
intermediul unitatii de control.

Executia instructiunilor este sincrona, in sensul ca fiecare PE care executa o in-
structiune in paralel trebuie sa termine executia respectivei instructiuni inainte ca
o noua instructiune sa fie lansata in executie.

Tablourile de procesoare sunt exemple tipice de magini SIMD. Un tablou de proce-
soare este format dintr-o unitate de control care decodifica instructiunile si trans-
mite semnale control catre mai multe elemente de procesare care lucreaza cu datele
locale. O unitate centrala, insa, nu poate comanda un numar mare de procesoare,
decat cu adoptarea unor solutii costisitoare. Fiecare PE se poate gasi intr-o stare
fie activa, fie inactiva in timpul unui ciclu de executie. Daca un PE se gaseste
intr-o stare inactiva atunci el nu executa instructiunea care i-a fost trimisa de catre
unitatea centrala. Selectarea PE active se face pe baza unor scheme de mascare.
Aceste scheme pot depinde de adresele elementelor de procesare sau de datele lor
locale.

Procesarea vectoriala poate fi executata pe un tablou de procesoare. Prin procesare
vectoriala se intelege prelucrarea informatiei reprezentata sub forma de vectori. O
operatie vectoriala presupune operanzi sub forma de vectori, iar rezultatul obtinut
este in general tot un vector. Pe un tablou de procesoare, daca o operatie este de
tip scalar atunci ea va fi executata de unitatea centrala, iar daca operatia este de
tip vectorial atunci ea va fi executata de catre elementele de procesare.

Calculatoarele vectoriale prezinta caracteristice specifice pentru procesarea vecto-
riala i se incadreaza tot in clasa masinilor SIMD.

Exemple de calculatoare care corespund acestei categorii sunt: ILLIAC-IV, PEPE,
BSP, STARAN MPP, DAP si Connection Machine(CM-1).

3. Sisteme de calcul cu fluzuri multiple de instructiuni gi flux unic de date (MISD
“Multiple Instruction Single Data”) in care mai multe fluxuri de instructiuni
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Figura 1.2: Arhitectura SIMD (IS — flux de instructiuni, DS — flux de date, CU — unitate
de control, PE — element de procesare, LM — memorie locala).
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Figura 1.3: Arhitectura MISD — arhitectura sistolica (IS — flux de instructiuni, DS — flux
de date, CU — unitate de control, PU — procesor).

opereaza asupra aceluiagi flux de date. Aceasta clasa pare a fi vida, cu toate ca
in ea ar putea fi cuprinse structuri specializate de calcul. Executia simultana a
mai multor operatii asupra aceleiagi date este dificil de definit: poate fi stabilita o
ordine de executie a operatiilor si care este rezultatul final? De aceea, in timp ce
unii considera acest model arhitectural pur teoretic, altii considera ca arhitecturile
sistolice s-ar incadra in aceasta categorie.

O arhitectura sistolica consta dintr-o multime de elemente de procesare, sincroni-
zate gi construite pentru un scop precis, care sunt interconcetate intr-o retea cu
structura fixa. Fiecare PE “pompeaza” in mod regulat datele in interior si in exte-
rior, de fiecare data executand un anumit calcul simplu. Functia unui asemenea PE
si schema de interconectare depinde in general de problema care se rezolva. Simpli-
tatea elementelor de procesare si uniformitatea sablonului de interconectare permite
masginilor sistolice cu un numar mare de elemente de procesare sa fie implementate
pe un singur chip folosind tehnologia VLSI (“Very Large System Integration”).
Sarcinile de calcul se divid in doua clase mari: calcule propriu-zise i operatii de

1/0.

In general o magina sistolica poate fi definita ca o retea de calcul care are urmatoa-
rele proprietati:
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i Simplitate si regularitate: magina consta intr-un numar mare de elemente de
procesare simple cu interconexiuni simple gi omogene.

ii Sincronicitate: Datele sunt calculate ritmic fiind dirijate de un ceas global.

iii “Pipelining”: La fiecare pas rezultatul unui calcul executat de catre un PE
devine intrare pentru un PE vecin.

Reteaua de interconectare poate fi liniara, caz in care putem considera ca avem un
calculator pipeline, sau poate fi mai complexa - de exemplu bidimensionala.

Aceste tipuri de arhitecturi au fost incadrate in diferite exemple din literatura atat
in clasa SISD cat si in SIMD.

. Sisteme cu fluzuri multiple de instructiuni si fluzuri multiple de date (MIMD -
“Multiple Instruction Multiple Data”) sunt sistemele la care mai multe fluxuri de
instructiuni opereaza simultan asupra unor fluxuri de date diferite. Fluxurile de
instructiuni pot fi identice (SPMD - “Single Program Multiple Data”) sau nu, dar
ele nu se executa sincron. Aceasta clasa include toate formele de configuratii multi-
procesor, de la retelele de calcul de uz general pana la masivele de procesoare. Ele
pot fi cu memorie comuna sau distribuita. Aceste tipuri de sisteme reprezinta cele
mai folosite arhitecturi paralele.

Calculatoarele MIMD, sau calculatoarele cu unitati de control (CPU) multiple,
constau intr-un numar de elemente de procesare, care pot fi indexate individual.
Fiecare are propriul indice si memorie locala unde pot fi stocate atat datele cat
si programul. Elementele de procesare sunt complet programabile si pot executa
propriul program.

Arhitecturile MIMD cu memorie partajata permit fiecarei unitati de procesare sa
acceseze o memorie globala prin intermediul unei retele de interconectare. Pro-
cesele care se executa in paralel pot sa isi partajeze date pentru diferite scopuri,
inclusiv pentru a-gi sincroniza activitatea. Aceasta partajare a datelor pune progra-
matorilor doua probleme importante: sincronizarea accesului la date si mentinerea
consistentei. Cateva caracteristici care le diferentiaza de calculatoarele MIMD cu
memorie distribuita sunt:

e Comunicarea se face prin intermediul memoriei comune.
e Intarzierea (“latency”) datorata accesului la memorie poate fi mare si variabila.

e (Coliziunile sunt posibile la accesarea memoriei.

Intr-o arhitecturs MIMD cu memorie distribuiti unitatile de procesare sunt co-
nectate printr-o retea de interconectare. Fiecare unitate de procesare are propria
memorie locala; daca o anumita data memorata in memoria unei unitati de cal-
cul este dorita de o alta, atunci data trebuie sa fie trimisa explicit de la o unitate
de procesare la cealalta. Calculatoarele MIMD cu memorie distribuita au cateva
caracteristici de baza care le diferentiaza:



1.1. CLASIFICARI ALE SISTEMELOR PARALELE 7

I.-"O“'_; Cy, " PU, [® | Memorie
IS . DS

globala

IS — DS
vo+—{ cu, o pU

IS —I

Figura 1.4: Arhitectura MIMD cu memorie partajata (IS — flux de instructiuni, DS — flux
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de date, CU — unitate de control, PU — procesor).

e Comunicarea se face prin soft, folosind instructiuni de transmitere de date
(“send /receive”).

e Mesajele de dimensiuni mari pot ascunde intarzirea(“latency”).

e Este necesar un management atent al comunicatiilor pentru a evita inter-
blocarile.

Principala proprietate a sistemelor cu memorie distribuita, care le avantajeaza fata
de cele cu memorie comuna, este scalabilitatea. Scalabilitatea refera posibilitatea de
a cresgte eficienta prin cresterea numarului de procesoare. Deoarece nu exista nici
un element care ar putea duce la strangularea comunicatiilor, cum este accesul la
memoria comuna, sistemele cu memorie distribuita pot avea, cel putin in principiu,
un numar nelimitat de procesoare.

Clasificari mai detaliate ale acestor calculatoare sunt date de Hockeney [90] si Bell
[15]. Exemple de calculatoare care corespund categoriei MIMD sunt: Cray-2, Cay
X-MP, HEp, IBM 370/168 MP, Univac 1100/80, Tndem/16, IBM 3081/3084, iPCS.

Sisteme Cluster. Retelele de calculatoare au devenit in ultimii ani o alternativa
foarte atractiva pentru inlocuirea costisitoarelor supercalculatoare. Ele s-au dovedit
a fi utile chiar gi in domenii ale calculului de inalta performanta ( “High-Performance
Computing”), unde performanta este cruciala. Sistemele de tip cluster reprezinta
un exemplu de acest tip care a avut un deosebit succes in ultimul timp. Acestea
presupun interconectarea de statii de lucru de performanta ridicata prin intermediul
unor strategii clasice de interconectare (de exemplu: Ethernet sau Linux OS). In
anumite cazuri, memoria acestor statii de lucru poate fi gestionata in asa fel incat
tehnici specifice arhitecturilor cu memorie partajata sa poate fi folosite. Sistemele
cluster sunt sisteme scalabile, pot fi adaptate in functie de buget si de nevoile de
calcul §i permit executia eficienta atat a aplicatiilor secventiale, cat si a celor para-
lele. Cateva exemple de asemenea sisteme sunt: Berkeley NOW, HPVM, Beowulf,
Solaris-MC.

Poate fi considerata o noua clasa, hibrida, de sisteme paralele: SIMD-MIMD. Aceste
sisteme numite si SAMD (“Synchronous-Asynchronous Multiple Data”), sunt in mod
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Figura 1.5: Multicalculator bazat pe transmitere de mesaje (P — procesor, M — memorie).

esential calculatoare MIMD care au in plus urmatoarele caracteristici:

e Permit asigurarea sincronizarii proceselor.

e Sincronizarea proceselor poate fi mentinuta fara un consum mare de timp, prin
faptul ca exista un “ceas” uniform pentru toate procesoarele.

In timp s-a dezvoltat si o a doua generatie de abstractizari pentru aceste clase. Cateva
dintre acestea sunt:

e Relaxarea sistemelor de calcul SIMD astfel incat sincronizarea sa nu mai apara
dupa fiecare pas-instructiune, ci doar ocazional. Rezultatul este modul de lucru
SPMD(“Single Program Multiple Data”), care se poate executa pe magini SIMD,
dar poate fi folosit eficient si pe alte arhitecturi.

e Modul de tratare a transmiterii mesajelor, al clasei MIMD cu memorie distribuita,
poate fi largit pentru a se permite o dezvoltare mai simpla a softului prin adau-
garea de concepte cum ar fi: spatii partajate asociative (“tuple spaces”) pentru
comunicatie, sau comunicatie mapata in memorie astfel incat operatiile “send” si
“receive” se aseamana cu accesul la memorie( “put/get”).

1.1.2 Alte clasificari

Clasificarea lui Schwartz

Schwartz a introdus o clasificare a calculatoarelor paralele utilizate in cercetare [151].
El utilizeaza pentru aceasta notiunea de granulaie prin care se intelege numarul de
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procesoare din sistem. Conform acestei clasificari, calculatoarele sunt cu granulatie bruta
(cele care contin cateva zeci de procesoare), medie (sute de procesoare) si cu granulatie
find (cu mii si zeci de mii de procesoare).

Clasificarea lui Handler

Handler propune o notatie elaborata pentru exprimarea paralelismului calculatoarelor
[83]. Clasificarea lui Handler compara calculatoarele pe trei nivele distincte: unitatea
de control a procesorului (PCU), unitatea aritmetica (ALU) si nivelul circuitului de bit
(BLC). PCU corespunde procesorului sau CPU, ALU corespunde unei unitati functionale
sau unui element de procesare intr-un tablou de procesoare, iar BCL corespunde logicii
necesare realizarii operatiilor pe bit in ALU.

Taxonomia lui Handler foloseste trei perechi de intregi pentru a descrie un calculator:

caleulator = (kx k' ,dsd ,ww)

unde:
k = numarul de PCU;
k" = numarul de PCU care pot fi aranjate in pipeline;
d = numarul de ALU controlate de fiecare PCU;
d = numarul de ALU care pot fi aranjate in pipeline;
w = numarul de biti ai cuvantului din ALU sau ai elementului de procesare (PE);
w" = numarul de segmente pipeline din toate ALU sau dintr-un singur PE.

Urmatoarele reguli si operatori sunt folositi pentru a arata relatiile dintre diferitele
elemente ale calculatorului:

Operatorul * este folosit pentru a indica faptul ca unitatile sunt legate in pipeline cu
un singur flux de date in toate unitatile.

Operatorul + poate fi folosit pentru a arata ca unitatile nu sunt legate in pipeline, ci
lucreaza independent pe fluxuri diferite de date.

Operatorul v poate fi folosit pentru a indica faptul ca calculatorul poate lucra in moduri
diferite.

Simbolul ~ indica rangul valorilor pentru un parametru.

De exemplu, calculatorul Cray-1 este un calcultor cu un singur procesor pe 64 de biti,
care are 12 unitati functionale, dintre care 8 pot fi inlantuite pentru a forma un pipeline.
Unitatile functionale au intre 1 si 14 segmente care pot fi deasemenea legate in pipeline.
Descrierea lui Handler pentru acesta este:

Cray-1 = (1,12 % 8,64 * (1 ~ 14))

Descrierea lui Handler este foarte potrivita descrierii procesoarelor de tip pipeline.
Este, de asemenea, bine adaptata descrierii paralelismului pentru un singur procesor, dar
nu tocmai potrivita descrierii varietatii de paralelism care poate apare intr-un calculator
multiprocesor.
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Figura 1.6: Clasificarea lui Hocney.

Clasificarea lui Hockney

Hockney propune o alta clasificare foarte detaliata a calculatoarelor atat seriale cat si
paralele [90]. Clasificarea este data in forma ierarhica, iar o varianta simplificata este
prezentata in Figura 1.6.

La nivelul cel mai inalt se respecta clasificarea functionala a lui Flynn, in sensul
impartirii calculatoarelor in cele cu un singur flux de instructiuni (SI) si cele cu mai
multe fluxuri de instructiuni (MI).

Este demn de remarcat faptul ca aceasta clasificare evidentiaza procesarea pipeline
atat in cazul fluxului unic de instructiuni, cat i in cazul fluxurilor multiple de instructiuni.

Clasificarea lui Bell

O alta clasificare, numai a sistemelor MIMD, cunoscuta ca si taxonomia lui Bell, a fost
propusa de Gordon Bell in 1992. Acesta a considerat multiprocesoarele cu memorie parta-
jata ca avand un spatiu unic de adresare. Multiprocesoarele scalabile trebuie sa utilizeze
o memorie distribuita. Mutiprocesoarele nescalabile utilizeaza memorie partajata.

e Multiprocesoare(spatiu unic de adrese)

— cu memorie distribuita (scalabil)

— cu memorie comuna (nescalabil)
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e Multicalculatoare(mai multe spatii de adrese, transfer de mesaje)

— distribuite (scalabil)

— centralizate

Clasificarea lui Lewis

Ted Lewis[108] propune ca in clasificarea sistemelor de calcul sa se plece de la cele doua
modele fundamentale de paralelism, cel generat de fluzul controlului, iar al doilea generat
de paralelismul de date( “data-parallelism”). Primul tip de paralelism se refera la construi-
rea unui program paralel din mai multe procese ce se pot executa simultan. In acest caz,
exista gradul cel mai mare de generalitate, dar nu se pot obtine niveluri foarte ridicate
de paralelism. Sistemele de calcul sunt de tipul MIMD. Al doilea tip presupune executia
acelorasi operatii simultan, dar cu date diferite. De data aceasta, se poate obtine un nivel
foarte ridicat de paralelism, dar numai la algoritmii care folosesc operatii cu vectori sau
matrice. Sistemele de calcul paralel corespunzatoare sunt SIMD sau SPMD.

In ceea ce privegte analiza proiectarii algoritmilor paraleli clasificarea cea mai utila ar
fi aceea In care se iau in considerare doua clase mari de arhitecturi paralele:

i Multiprocesoare cu memorie partajata.

11 Multicalculatoare cu memorie distribuita.

Aceasta pentru ca un algoritm paralel poate fi vazut ca si o multime de componente
de calcul (“task”-uri) independente, care se pot executa concurent gi in mod cooperativ
pentru rezolvarea unei probleme. La proiectarea unui asemenea algoritm ne intereseaza sa
stim ca avem unitati de procesare independente si modul in care acestea pot interactiona:
fie prin intermediul unei memorii comune, fie prin intermediul unei retele de interconec-
tare.

In general, componentele care constituie programul paralel trebuie sa coopereze intr-
un anumit mod pentru a rezolva o problema. De asemenea, foarte des poate apare
necesitatea ca anumite sarcini sa se execute doar dupa ce s-a ajuns la o anumita stare,
sau anumite operatii au fost executate. Prin urmare, posibilitatea sincronizarii proce-
selor este esentiala. In functie de clasa de arhitectura paralela - cu memorie partajata
sau distribuita - sincronizarea poate fi obtinuta prin diferite metode specifice. Pe langa
incarcarea echilibrata a componentelor, posibilitatea de a implementa mecanisme eficiente
de sincronizare poate conduce la obtinerea de programe paralele eficiente.

1.2 Criterii de performanta ale sistemelor paralele

Posibilitatile hardware ale unui sistem paralel pot fi evaluate pe baza unor criterii bine
precizate; cateva dintre acestea sunt prezentate pe scurt in continuare:
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e Viteza de calcul maxima, masurata in Mflop/s (Million FLoting point OPeration
per Second), sau in MIPS (Million Instructions Per Second). In descrierea vitezelor
de calcul, se folosesc in general doua valori: una de varf, care presupune ca pro-
cesoarele lucreaza la incarcare maxima (ignorand conflictele de access la memorie,
comunicatie, sincronizari, timpi morti) si cealaltd, evaluata cu programe speciale
de test (“benchmark”), care rezolva probleme des intélnite in calcule stiintifice.

o Numarul de procesoare. Se proiecteaza variante arhitecturale cu numar de proce-
soare de la cateva zeci, la cateva mii. Este indicat ca aceste sisteme sa fie scalabile,
adica sa poata fi adaugate noi procesoare, usor, fara necesitatea unor modificari
laborioase.

e Dimensiunea memoriei locale a unui procesor sau a memoriei globale, daca exista.
Acesta este un parametru de mare importanta, deoarece dicteaza dimensiunea pro-
blemelor care pot fi rezolvate.

e [recventa ceasului unui procesor, care da informatii despre puterea unui nod de
procesare.

e Viteza de comunicatie si caracteristici ale bandei de trecere a unei legaturi, masurata
in numar de octeti transferati pe secunda. Este esentiala pentru sistemele cu me-
morie distribuita. Ca si la viteza de calcul, trebuie sa se faca diferente intre viteza
de varf si cea atinsa efectiv in aplicatii reale.

e Viteza de acces la memorie a fiecarui procesor, esentiala pentru calculatoarele cu
memorie comuna.

e Viteza de comunicatie cu exteriorul, care poate produce un efect de strangulare a
vitezei efective de calcul, prin introducerea unor timpi morti, datorita nealimentarii
cu programe si date.

e Suportul sofware oferit odata cu calculatorul. In ultimii ani se constatd un efort in-
tens de standardizare, materializat prin aparitia de biblioteci implementate eficient
pe diferite clase de arhitecturi. Aceasta conduce la portabilitatea programelor.

e Raportul dintre costul calculatorului si viteza sa de calcul — pretul unui Mflop/s.
Tendinta actuala este de mentine cat mai scazut acest raport, chiar daca nu se
obtine o viteza de calcul deosebit de ridicata. Este si motivul pentru care siste-
mele cluster s-au impus atat de mult in ultima vreme in detrimentul costisitoarelor
supercalculatoare.

1.3 Retele de interconectare a procesoarelor

Performantele unei arhitecturi paralele cu memorie distribuita depind mult de numarul
de procesoare dar si de modul in care acestea sunt interconectate.
Retelele de interconectare se pot clasifica in trei categorii:

e Fiecare procesor este conectat direct cu oricare altul. Aceasta constructie este
practic inexistenta, exceptand masginile cu numar mic de procesoare.
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Figura 1.7: (a) — Reteaua liniara(lant); (b) — reteaua ciclica(inel).

e Fiecare procesor este conectat cu oricare altul prin intermediul unei punti de lega-
tura numita “switchboard”. Aceasta conectare asigura legatura intre oricare doua
procesoare dupa un numar mic de pagi. Se pot utiliza in plus conexiuni directe
intre procesoare invecinate.

e Fiecare procesor este conectat direct cu un numar de alte procesoare.

In continuare, vom prezenta cateva retele de interconectare din cea de-a treia categorie,
care sunt mai des folosite in practica.

Inainte de a le prezenta, sa vedem care sunt proprietatile unei astfel de topologii.

In primul rand graful asociat trebuie sa fie conez (exista cel putin un drum intre oricare
doua noduri ale sale) si pe cat posibil regulat (gradele tututor nodurilor sa fie egale). Este
indicat ca un procesor sa nu aiba prea multe canale de comunicatie, pentru a fi usor de
realizat; strans legata de aceasta este cerinta ca numarul de arce sa fie relativ mic. Prin
urmare se urmareste ca gradul grafului — g (maximul gradelor tuturor nodurilor) sa fie cat
mai mic. Pe de alta parte, este bine ca diametrul — d (maximul tuturor distantelor intre
perechi de noduri din graf) sa fie cat mai mic, astfel incat distantele intre procesoare sa fie
limitate si deci comunicarea cat mai facila. Evident cele doua deziderate sunt antagonice;
cu cat gradul este mai mic, cu atat sunt mai putine muchii si deci scad sansele sa existe
drumuri scurte intre oricare doua procesoare.

1.3.1 Topologii de baza
Retea liniara si ciclica

Intr-o retea liniard (lant), un procesor P; este conectat cu vecinii sai P;_1 §i Py pentru
totii: 1 <i<n (Figura 1.7 (a)). Gradul este 2, iar diametrul este n — 1.

Reteaua ciclica (inel) aduce un plus de flexibilitate prin stabilirea unei conexiuni i
intre primul si ultimul procesor (Figura 1.7 (b)). Diametrul se reduce la jumatate —
[n/2], iar gradul ramane egal cu 2.
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Figura 1.8: Reteaua arbore binar pentru n = 15.

Figura 1.9: (a) Reteaua grila cu M =4 i N =6. (b) Reteaua tor cu M =4 gi N = 6.

Retea arbore binar

Numerosi algoritmi pot fi implementati convenabil pe calculatoare paralele ale caror pro-
cesoare sunt conectate in structura de arbore binar. Acest tip de retea este foarte con-
venabil datoritd diametrului mic, care este [log, n] (n =numarul de procesoare); gradul
este egal cu 3.

Retea grila

Se pot obtine noi retele de interconectare prin considerarea produsului cartezian a altor
retele. De exemplu, o retea grila(latice) M x N, M, N > 0 este produsul cartezian a doua
retele lant de lungime M si N (Figura 1.9 (a)). Diametrul acestei retele este M + N — 2,
iar gradul este 4.

O retea tor sau toroid este produsul cartezian a doua retele inel (Figura 1.9 (b)).
Diametrul scade in acest caz si este [M/2] + [N/2].

Retea fluture

O retea fluture de ordin k are (k + 1)2* procesoare dispuse in nodurile unui graf si are
urmatoarele proprietati:

- exista 2% coloane fiecare cu cate k 4+ 1 noduri;
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Figura 1.10: Reteaua fluture pentru k = 3.

- procesoarele de pe fiecare coloana sunt numerotate de la 0 la k, iar acest numar repre-
zinta rangul acelui nod;

- procesorul de rang r de pe coloana j se noteaza cu d, j;

. ./ v
- procesorul d,; este conectat cu procesoarele d,_1; si d,_; y, unde j este numarul al
carei reprezentari binare pe k biti este aceeasi ca si reprezentarea binara a lui j cu
exceptia bitului » — 1.

In anumite cazuri, procesoarele de rang 0 si k coincid, caz in care toate procesoarele
sunt conectate cu exact alte 4 procesoare.

Diametrul este egal cu k.

Reteaua fluture de rang k are doua proprietati remarcabile:

1. Daca procesoarele de rang k se sterg, impreuna cu toate arcele incidente, rezulta
doua retele fluture de rang k — 1.

2. Daca procesoarele de rang 0 se sterg, impreuna cu toate arcele incidente, rezulta
doua retele fluture interclasate de rang k — 1.

Retea hipercub

Un hipercub binar H, de dimensiune n are 2" noduri si se obtine din produsul cartezian
a n lanturi de lungime 2. Nodurile sunt etichetate prin numere reprezentate binar prin n
cifre binare, iar doua noduri sunt conectate daca si numai daca numerele corespunzatoare
lor difera doar intr-o singura pozitie binara. Prin urmare, fiecare nod are exact n vecini
si diametrul este n. Daca se inlocuieste 2 cu un numar k oarecare se obtin n-cuburi cu
aritate k.

O alta modalitate de definire a unui hipercub binar este recursiva. H,, este obtinut
din doua hipercuburi H,_; prin unirea corespunzatoare a nodurilor: fiecarui numar care
reprezinta un nod i se adauga un nou bit pe pozitia cea mai semnificativa (egal cu 0
pentru primul hipercub si egal cu 1 pentru cel de-al doilea) si apoi se unesc nodurile care
difera in cel mult o pozitie binara. Hipercubul H; este format din doua procesoare unite.
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Figura 1.11: Reteaua hipercub. (a) Reteaua hipercub pentru n = 3.(b) Reteaua hipercub
pentru n = 4 (se formeaza prin combinarea a doua hipercuburi de dimensiune 3).

Definitia 1.1 (Distanta Hamming) Fie a §i b doud secvente de biti de aceeasi lun-
gime. Distanta Hamming dintre aceste secvente este numarul de pozitii din cele doua
secvente in care exista valori diferite.

Evident distanta dintre doua noduri ale unui hipercub este egala cu distanta Hamming
dintre reprezentarile binare ale indecsilor celor doua noduri. Diametrul pentru reteaua
H,, este n, egala cu gradul.

Un hipercub de dimensiune n este echivalent cu o retea fluture ale carei coloane sunt
unite intr-un singur varf si care va avea jumatate din numarul de muchii ale retelei fluture.

Retea amestecare perfecta

Acest tip de retea este unul special, inspirat de amestecarea perfecta a cartilor de joc
dintr-un pachet. Structura acestei retele este exploatata de multi algoritmi paraleli dintre
care cel mai cunoscut este cel de sortare bitonica (Sectiunea 4.14.1).

Se considera n = 2™ carti de joc impartite in mod egal in doua pachete. Se amesteca
aceste carti astfel incat prima carte din pachetul al doilea se afla intre prima si a doua
carte din primul pachet, a doua carte din al doilea pachet intre a doua si a treia carte
din primul g.a.m.d. Acest procedeu de amestecare este numit amestecare perfecta.

Amestecarea se bazeaza pe o permutare m:

0 1 2 3 4 n—2 n-—1
0 n/2 1 n/241 2... n/2—1 n—1
1

Permutarea inversa 7~ are urmatoarea proprietate:

7 Hz) =22%(n—1),z=0,...,n—2
7 in—-1)=n-1.

Conectarea este definita in urmatorul mod:
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Figura 1.12: Reteaua amestecare perfecta pentru n = 8.

e procesorul z este conectat cu procesorul 771(z), daca x = 0,1,...,n — 1,
e procesorul 2x este conectat cu procesorul 2z + 1,

e procesorul 2z + 1 este conectat cu procesorul 2z,

Acestui procedeu de amestecare i se poate asocia o topologie de interconectare a
procesoarelor.
O retea amestecare perfecta pentru n = 8 este prezentata in Figura 1.12.

1.3.2 Problema includerii

Multi algoritmi folosesc o topologie virtuala in care comunicatia se desfagoara doar intre
vecinii grafului. Performanta obtinuta poate fi imbunatatita considerabil daca topologia
virtuala a algoritmului corespunde cu topologia fizica, reala, a sistemului paralel.

Totusi, in proiectarea algoritmilor este indicata o distantare fata de arhitectura (chiar
independenta), pentru a nu fi necesara rescrierea programului pentru fiecare implementare
pe un alt sistem. O modalitate de obtinere a portabilitatii se bazeaza pe gasirea unor
modalitati de includere a unei topologii (cea a algoritmului) in altele, astfel incat, un
algoritm sa poata fi implementat pe diferite arhitecturi.

Problema este interesanta si din alte motive, cum este de exemplu, posibilitatea
emularii unei arhitecturi prin alta si determinarea efectului cerut de aceasta emulare.

Aceasta problema a includerii se bazeaza pe o problema matematica, asa numita
scufundare a grafurilor [122].

Definitia 1.2 (Scufundarea grafurilor) Fie G gi H doud grafuri simple neorientate.
O scufundare a grafului G in graful H este definita printr-o functie f definita pe multimea
nodurilor din G cu valori in mullimea nodurilor din H, si o functie Sy definita pe
multimea muchitlor din G cu valori in multimea lanturilor din H; prin Sy se asociaza
unei muchii (x,y) din G o cale din H care uneste f(x) cu f(y).

In general, se considera doar functia f, lasand functia Sy sa fie dedusa prin conside-
rarea unui drum minim intre f(x) si f(y) corespunzator muchiei (z,y).
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Figura 1.13: (a)Ciclu hamiltonian intr-o grila 4 x 5; (b) scufundarea unui inel intr-o grila
5 x 5 cu dilatare 2 (muchia diagonala se mapeaza printr-un lant cu lungimea 2); (c) ciclu
hamiltonian intr-un tor 5 x 5.

Dilatarea si congestia sunt doua caracteristici importante ale unei scufundari. Dila-
tarea exprima lungimea maxima a unei cai S¢(z,y), unde (z,y) este muchie in G; iar
congestia este maximul dupa toate muchiile e € E(H), a numarului de cai Sy(x,y) care
sunt imagini de muchii din G care contin muchia e din H.

Putem considera H ca fiind arhitectura reala, iar G topologia emulata (fie ca ea pro-
vine dintr-un algoritm, sau este topologia altei arhitecturi). Dilatarea exprima distanta
maxima intre doua noduri emulate; este de dorit sa fie cat mai mica, valoarea ideala fiind
1. Congestia da informatii despre numarul de canale emulate pe un canal de comunicatie
fizica; cu cat este mai mic cu atat conflictele de utilizare a canalului sunt reduse. Daca
dilatarea este egala cu 1, atunci si congestia este egala cu 1.

Exemplul 1.1 (Scufundarea unui inel) Dorim sa analizam modalitatile de scufundare
cu dilatare 1, a unui inel in topologiile: grila, tor si hipercub. Problema se reduce
la gasirea unui drum hamiltonian (care trece prin toate nodurile grafului) in grafurile
topologiilor respective. Vom prezenta doar rezultatele, fara a intra in detalii ce tin de
demonstrare.

O grila de dimeniuni M x N are ciclu hamiltonian daca ori M ori N este par — Figura
1.13 (a). Daca ambele dimensiuni sunt impare atunci scufundarea unui inel se poate face
doar cu o dilatare egala cu 2. Un exemplu este dat in Figural.13 (b), unde se observa ca
linia oblica nu corepunde unei muchii a grilei si deci este nevoie de un drum de lungime
2 pentru acea legatura.

Un tor are intotdeanuna ciclu hamiltonian; daca M sau N este par, atunci se aplica
rezultatul precedent, iar daca ambele dimensiuni sunt impare se folosesc muchiile pe care
torul le are in plus fata de de grila — Figura 1.13 (c).

Si un hipercub are intotdeauna un ciclu hamiltonian — Figura 1.14. Pentru un hiper-
cub Hs, exista n cicluri hamiltoniene distincte.



1.3. RETELE DE INTERCONECTARE A PROCESOARELOR 19
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Figura 1.14: Doua cicluri hamiltoniene ale hipercubului de ordin 3; liniile punctate indica
muchiile din hipercub neutilizate.

Figura 1.15: Scufundarea unei grile 4 x 4 intr-un hipercub de ordin 4; un tor este chiar
hipercubul.

Exemplul 1.2 (Scufundarea unei grile intr-un hipercub) O grila de dimensiuni
27/2 % 2™?2 poate fi scufundata cu dilatare 1 intr-un hipercub de ordin n (cu n par). Mai
general, orice grila de dimensiuni 2" x 2”2, cu ny +no = n poate fi scufundata cu dilatare
1 intr-un hipercub H, [167]. Un exemplu este prezentat in Figura 1.15.

1.3.3 Comunicatia in retele

Principalele criterii de performanta de care se tine cont in proiectarea unei retele de
interconectare sunt asociate cu parametrii urmatori:

- intarzierea (“latency”) - timpul de transmitere pentru un singur mesaj, masurat de la
momentul trimiterii sale pana la primirea la destinatie (este indicat sa fie cat mai
mic);

- largimea de banda (“bandwidth”) - numarul de octeti transferati de retea in unitatea
de timp (este indicat sa fie cat mai mare);

- diametrul (“diameter”) - distanta maxima intre oricare doua procesoare din retea (este
indicat sa fie cat mai mic); distanta dintre doua procesoare se definegte ca fiind
lungimea drumului minim dintre ele;
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marimea bisectiei (“bisection width”) - numarul minim de canale de comunicatie, ce
trebuie eliminate pentru a imparti reteaua in doua jumatati egale (este indicat sa
fie cat mai mica);

conectivitatea (“connectivity”) - numarul de vecini directi ai fiecarui procesor, para-
metru cunoscut ca si gradul procesorului;

costul hardware - proportia din costul total care reprezinta costul retelei;

fiabilitatea - se asigura prin introducerea unor cai redundante, etc.;

functionalitatea - posibilitatea asigurarii unor functii suplimentare de catre retea, cum
ar fi combinarea mesajelor si arbitrarea.

Este imposibil de satisfacut toate aceste criterii de performanta, unele chiar contra-
dictorii. De aceea, trebuie sa se decida care sunt obiectivele de performanta ce trebuie
atinse. De exemplu, nu este posibil intotdeauna ca fiecare procesor sa fie conectat direct
cu toate celelalte procesoare (cazul ideal), decat in cazul unei configuratii reduse, cu pana
la cateva zeci de procesoare. Un procesor este conectat direct doar cu o submultime de
procesoare, care formeaza vecinatatea sa. In consecinta, pentru ca un mesaj trimis de
oricare dintre procesoare sa ajunga la destinatie, trebuie sa existe un mecanism de pro-
pagare a mesajului la nivelul fiecarui procesor. Acesta trebuie sa decida care este canalul
pe care se transmite in continuare mesajul primit, astfel ca acesta sa ajunga in mod sigur
la destinatie i intr-un timp rezonabil. Functia de propagare a mesajelor prin reteaua
de comunicatie poarta numele de dirijare (rutare - “routing”). In legiturd cu dirijarea
mesajelor prin retea va trebui sa se asigure respectarea urmatoarelor cerinte:

nici un mesaj nu trebuie sa fie pierdut;

strategia de rutare trebuie sa evite producerea fenomenului de interblocare;

toate mesajele trebuie sa-si atinga destinatia intr-un interval de timp finit;

strategia de dirijare trebuie sa fie independenta de topologia si de marimea retelei.

Transmiterea de mesaje intre doua procesoare poate fi sincrona sau asincrona.

In cazul transmiterii asincrone de mesaje, procesul care comunica informatie
continua executia dupa ce aceasta a fost transmisa spre destinatie. Procesul receptor va
prelua mesaje intr-o coada de mesaje. Mesaje pot fi primite intr-o ordine diferita de cea
in care au fost trimise, existand si posibilitatea trimiterii lor cu prioritate.

Transmisia sincrona cere ca atat procesul care trimite cat si cel care receptioneaza
mesajul sa fie disponibile pana in momentul cand transmisia s-a terminat, ambele procese
putand apoi sa-si continue lucrul. In felul acesta, nu este necesara stocarea mesajelor
(lucru care poate fi necesar in cazul transmiterii asincrone).

1.4 Niveluri la care poate apare paralelism

In calculatoarele moderne, paralelismul apare pe diferite niveluri atat in hardware cat
si in software: niveluri semnal si circuit, componente si sistem. La cel mai scazut nivel,
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Figura 1.16: Niveluri ale paralelismului.

semnalele sunt transmise in paralel, iar la un nivel un pic mai inalt poate apare aga nu-
mitul paralelism la nivel de instructiune. De exemplu, un procesor cum este Pentium Pro
are capabilitatea de a procesa trei instructiuni simultan. Majoritatea calculatoarelor su-
prapun activitatile unitatii de control si cele de intrare-iegire (I/O). Anumite calculatoare
folosesc tehnica de intretesere a memoriei — cateva blocuri de memorie pot fi accesate in
paralel pentru accesul mai rapid la memorie. La un nivel gi mai inalt, sistemele de calcul
pot avea mai multe procesoare, iar la un nivel si mai inalt se pot conecta impreuna mai
multe calculatoare care pot lucra impreuna ca o singura magina.

La primele doua niveluri — semnal si circuit — paralelismul se realizeaza prin tehnici
hardware si are loc aga numitul paralelism hardware. Paralelismul celorlalte doua niveluri
— componente si sistem — este in general exprimat implicit sau explicit prin diferite tehnici
software care formeaza paralelismul software.

Nivelurile de paralelism pot fi structurate si in functie de dimensiunea componentelor
de cod (“grain size”) care se pot executa in paralel. In functie de acestea avem urmatoarele
nivele:

e granularitate foarte fina (instructiuni multiple) — paralelizarea este realizata de
procesor;

e granularitate fina (nivel de date)— paralelizarea este realizata de compilator;

e granularitate medie (nivel al controlului) — paralelizarea este realizata de progra-
mator;
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e granularitate bruta (nivel-task) — paralelizarea este realizata de programator.

Diferitele niveluri de paralelism sunt evidentiate in Figura 1.16. Primele doua ni-
veluri sunt suportate fie de catre hardware, fie de catre compilatoare de paralelizare.
Programatorul se ocupa in general de ultimele doua niveluri de paralelism.

1.5 Clasificarea algoritmilor paraleli

Asa cum am precizat si anterior, un algoritm paralel poate fi vazut ca si o multime de
p componente de calcul/taskuri independente, care se pot executa concurent si in mod
cooperativ la rezolvarea unei probleme. In mod evident, daci p = 1 atunci avem un
algoritm secvential.

In timpul executiei unui algoritm paralel componentele interactioneaza prin sincro-
nizare gi/sau schimb de date. Aceste puncte sunt numite puncte de interactiune. O
componenta poate fi impartita in functie de aceste puncte de interactiune intr-un anumit
numar de etape, astfel incat la sfarsitul unei etape o componenta poate comunica cu alte
componente inainte de inceperea etapei urmatoare. In executia unui program paralel,
timpul asociat unei etape pentru un procesor oarecare este o variabila aleatoare, datorita
urmatorilor factori:

- procesoarele pot avea viteze si caracteristici diferite;
- operatiile efectuate de catre un procesor pot fi intrerupte de catre sistemul de operare;

- timpul de procesare poate depinde de datele de intrare.

Ca rezultat al necesitatii interactiuniilor dintre componente, o componenta poate fi
blocata pentru o anumita perioada de timp. Un algoritm paralel in care componentele
trebuie sa astepte executia unor anumite evenimente care apar in alte procese se numeste
algoritm sincron. Intr-un algoritm sincronizat componenta ce ajunge la un punct de
interactiune este blocata pana cand componentele cu care trebuie sa interactioneze ajung
si ele la acel punct de interactiune. Aceasta forma de sincronizare se numeste explicita.
Deoarece executia unei componente este variabila, toate componentele care trebuie sa fie
sincronizate la un anumit punct trebuie sa astepte terminarea celui cu executia cea mai
lunga. Aceasta reprezinta o limitare importanta a algoritmilor paraleli sincroni si poate
duce la o utilizare ineficienta a procesoarelor.

Algoritmii paraleli asincroni elimina problemele implicate de sincronicitate. Compo-
nentele algoritmilor asincroni nu trebuie in general sa se astepte unele pe altele. Comu-
nicarea se realizeaza prin citirea unor variabile globale actualizate in mod dinamic. Pot
apare Intarzieri si in acest caz, datorita rezolvarii conflictelor ce pot apare in accesarea
memoriei comune. Acest tip de sincronizare se numeste implicit. Pot apare insa pro-
bleme legate de consistenta si corectitudine si pentru eliminarea lor sunt programate asa
numitele sectiuni critice, iar procesele pot fi blocate inainte de intrarea in aceste sectiuni.

Algoritmii paraleli pot fi clasificati si in functie de controlul concurentei, de granula-
ritate, scalabilitate si de structura comunicatiei impuse de ei.
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Controlul concurentei. Controlul concurentei este esential pentru calculul pa-
ralel deoarece mai multe componente se executa in acelagi timp. Interactiunile dorite
intre componente sunt gestionate prin controlul concurentei astfel incat algoritmul sa
functioneze corect. Exista doua tipuri de control al concurentei: centralizat si descen-
tralizat. Algoritmii paraleli cu control al concurentei centralizat sunt sincronizati. De
exemplu, algoritmii pentru calculatoarele SIMD sunt caracterizati de un control centrali-
zat al concurentei. Cei pentru calculatoare MIMD au in general un control al concurentei
descentralizat.

Granularitatea( “grain size”) este un parametru calitativ care caracterizeaza atat
sistemele paralele cat si aplicatiile paralele. Granularitatea aplicatiei se defineste ca
dimensiunea minima a unei unitati secventiale dintr-un program, exprimata in numar de
instructiuni. Prin unitate secventiala se intelege o parte program in care nu au loc operatii
de sincronizare sau comunicare cu alte procese. Fiecare flux de instructiuni are o anumita
granularitate. Granularitatea aplicatiei se defineste ca valoarea minima a granularitatii
pentru activitatile paralele ale componentelor(proces, thread, task).

Granularitatea unui algoritm poate fi aproximata ca fiind raportul dintre timpul total
calcul si timpul total de comunicare.

Pentru un sistem dat, exista o valoare minima a granularitatii aplicatiei, sub care
performanta scade semnificativ. Aceasta valoare de prag este cunoscuta ca si granularita-
tea sistemului respectiv. Justificarea consta in faptul ca timpul de overhead (comunicatii,
sincronizari, etc.) devine comparabil cu timpul de calcul paralel. De aceea, este de dorit
ca un calculator paralel sa aiba o granularitate mica, astfel incat sa poata executa efi-
cient o gama larga de programe. Pe de alta parte, este dezirabil ca programele paralele
sa fie caracterizate de o granularitate mare, astfel incat sa poata fi executate eficient de
o diversitate de sisteme.

Exista totusi si clase de aplicatii cu o valoare a granularitatii foarte mica, dar care
se executa cu succes pe arhitecturi specifice. Este cazul aplicatiilor sistolice, in care in
general o operatie este urmata de o comunicatie. Aceste aplicatii impun insa o structura
a comunicatiilor foarte regulata si comunicatii doar intre noduri vecine (Sectiunea 4.8).

Gradul de paralelism (DOP) al unui algoritm este dat de numarul de operatii care
pot fi executate simultan. Similar cu granulatia sistemelor paralele (find—numar mare de
procesoare, medie, bruta—numar mic de procesoare) se poate defini gi granulatia unui
algoritm care poate fi la fel: fina, medie, bruta, in functie de numarul de componente
care sunt construite de acel algoritm.

Scalabilitatea masoara modul in care se schimba performanta unui anumit algoritm
in cazul in care sunt disponibile mai multe procesoare. Un indicator important pentru
aceasta este numarul maxim de procesoare care pot fi folosite pentru rezolvarea unei pro-
bleme. In cazul folosirii unui numér mic de procesoare, un program paralel se executa
mult mai incet decat un program secvential. Diferenta poate fi atribuita comunicatiilor si
sincronizariilor care nu apar in cazul unui program secvential. Pe masura ce numarul de
procesoare creste, creste si performanta; dar la un moment dat cresterea devine nesemni-
ficativa, chiar nula, odata cu cresterea numarului de procesoare. Graficul din Figura 1.17
arata cum se modifica performanta la cresterea numarului de procesoare. Adaugarea de
procesoare nu determina nici o cregtere a performantei dupa depagirea unui anumit prag,
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Figura 1.17: Dependenta performantei de numarul de procesoare.

datorita faptului ca nu exista suficient calcul de executat pentru a tine toate procesoa-
rele ocupate. Numarul minim de componente pentru o anumita partitionare, poate fi de
asemenea un indicator important.

Structura comunicatiei. Algoritmii paraleli pot fi clasificati de asemenea si in
functie de structura comunicatiei pe care ei o necesita. Evident aceasta structura trebuie
sa fie mapata pe o topologie a unei retele de interconectare existenta.

De exemplu, daca algoritmul presupune comunicatia pe diagonala intre componentele
organizate ca o matrice de procese, acestea pot fi mapate direct pe o retea de tip grila, iar
pentru o comunicatie se vor folosi doi pasi. Se foloseste problema scufundarii topologiilor.

Pentru foarte multi algoritmi reteaua de calcul corespunzatoare este de tipul unui
arbore binar gi prin urmare structura de comunicatie a acestor algoritmi este de tip
arbore binar. Reteaua de interconectare arbore binar poate fi folosita in acest caz.

Exista situatii cand structura de comunicatie a unui algoritm conduce la realizarea
unor retele de interconectare speciale, astfel incat este dificil ca structura de comunicatie
sa se mapeze direct pe o retea de interconectare clasica. Este cazul algoritmului de sortare
bitonica datorat lui Batcher care a condus la crearea retelei amestecare perfecta.

Exista gi situatia inversa cand la constructia algoritmului paralel pentru o problema
data se are in vedere adaptarea lui pentru un anumit tip de retea de interconectare, prin
urmare asigurarea unei anumite structuri de comunicatie.

1.6 Modelul standard PRAM

Rolul esential al unui model de calcul este sa furnizeze o masgina abstracta care sa sim-
plifice dezvoltarea si specificarea programelor.
Modelul RAM este modelul clasic folosit de catre calculatoarele seriale care simuleaza
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calculatorul clasic von Neumann. Din pacate, pentru calculul paralel nu exista un sin-
gur model universal datorita faptului ca arhitecturile paralele prezinta diferente esentiale
intre ele si pentru ca performanta algoritmilor paraleli depinde foarte mult de detaliile ar-
hitecturii pe care se implementeaza. Cel mai cunoscut model de calcul paralel si probabil
cel mai vechi este modelul PRAM (“Parallel Random Access Machine”).

PRAM modeleaza calculul pentru sistemele cu memorie comuna, dar s-au facut ex-
tinderi gi pentru modelarea arhitecturilor care se bazeaza pe transmiterea de mesaje.

Un P-procesor PRAM sau PRAM de dimensiune P este definit de un numar de
P programe inalterabile, o memorie comuna si P procesoare, ce pot avea si memorie
locala. Accesul la memoria comuna poate fi facut de oricare dintre procesoare intr-un
pas-program. Un procesor, memoria sa locala si programul pe care il executa formeaza
un RAM.

Un P-procesor PRAM executa P instructiuni intr-un pas, cate una din fiecare pro-
gram. Acest model corespunde clasei MIMD, cu diferenta ca PRAM este un model
sincron.

Pseudocodul clasic, utilizat de modelul RAM este utilizat cu mici diferente si pentru
modelul PRAM, cu interpretarea ca fiecare citire si scriere este in memoria globala. In
plus, se foloseste o instructiune nula — pentru a preciza cand un procesor este inactiv,
i instructiunea for... in parallel do...end for — pentru a preciza executia in
paralel a instructiunilor din blocul for.

Complexitatea calculului este data de numarul de procesoare necesare pentru al exe-
cuta si de numarul de pasi globali. Acuratetea evaluarii costurilor nu este totusi perfecta,
datorita faptului ca unitatea de timp pentru accesul la memorie, depinde de numarul
total de accesari si de sablonul pe care acestea il urmeaza.

Se poate considera diferentierea dintre accesurile la memoria locala si cea globala
prin adaugarea a doua operatii: global_read si global write pentru citirea, respectiv
scrierea in/din memoria globala(partajata). Aceasta versiune are dezavantajul distruge-
rii unitatii algoritmului paralel, dar in schimb aduce avantajul explicitarii comunicatiei
interprocesor si permite o evaluare a performantei mai rafinata.

Exemplul 1.3 (Adunarea a doi vectori) Fie vectorii A i B cu n elemente.
Se cere calcularea vectorului suma C.
for 1 =0,n — 1 in parallel do
global read(Ali], a);
global read(Bl[i], b);
c<+—a+b;
global_write(c, C[i])
end for

O distinctie importanta intre diversele variante PRAM se realizeaza pe baza existentei
sau nu a posibilitatii de a se efectua accesuri simultane, in scriere sau citire, la aceeasi
locatie de memorie. In cadrul modelului original s-a adoptat un protocol standard
“readers-writers”, in care o locatie poate fi citita de mai multe fluxuri de instructiuni
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simultan, dar scrierea o executa un singur flux (magina CREW — Concurrent Read Ex-
clusive Write). Modelul cel mai restrictiv, dar si singurul care are corespondenti reali,
este EREW P-RAM (EREW - Exclusive Read Exclusive Write), care permite ca o locatie
sa fie citita sau scrisa de catre un singur flux de instructiuni, la un moment dat de timp.
Pe de alta parte, CRCW PRAM (CRCW - Concurrent Read Concurrent Write) permite
orice tip de acces. Versiunea CRCW adauga problema rezolvarii scrierilor simultane: ce
se va obtine de fapt? Printre variantele existente putem mentiona:

- “common CRCW PRAM?” pentru care o scriere se realizeaza doar daca toate procesoa-
rele incerca sa scrie aceeasi valoare,

- “arbitrary CRCW PRAM?” pentru care se alege in mod arbitrat un procesor dintre cele
care Incearca sa scrie si se realizeaza scrierea respectiva, si

- “priority CRCW PRAM” pentru care se alege procesorul cu cel mai mare (sau mic)
indice dintre cele care incearca sa scrie gi se realizeaza scrierea respectiva.

Exista un rezultat important, datorat lui Vishkin [168] prin care se arata ca aceste modele
pot fi efectiv simulate de modelul EREW.

Teorema 1.1 Daca un algoritm pe un model CRCW se executa intr-un timp « folosind
[ procesoare, atunci el poate fi simulat pe un model EREW cu [3 procesoare intr-un timp
O(alogin) (n=dimensiunea datelor). Memoria RAM va creste cu un factor de O(3).

O strategie posibila de proiectare a algoritmilor paraleli folosind modelul PRAM este
acela de a studia comparativ mai multe variante distincte, pentru modelele EREW,
CREW si CRCW. Daca varianta CRxx este mai buna, citirea concurenta poate fi si-
mulata cu un algoritm de tip broadcasting (difuzare) bazata pe un calcul de tip arbore
binar, care are complexitatea O(log, P).

Pentru sistemele cu transfer de mesaje s-a definit modelul MPRAM (Message Passing
RAM). Acesta este constituit din P programe inalterabile, P memorii, P procesoare si o
retea de interconectare. Fiecare RAM este plasat intr-un nod al grafului care modeleaza
reteaua de interconectare. RAM-urile care comunica direct se numesc vecini. Gradul
unui nod este egal cu numarul de vecini, iar gradul retelei se determina pe baza evaluarii
functiei max(grad-nod). In setul de instructiuni se adauga SEND_To_Neighbor si RE-
CEIVE_From_Neighbor. O pereche de noduri vecine comunica prin intermediul unui canal
bidirectional. Pentru acest model este importanta definirea timpului de comunicatie intre
doua procesoare. De exemplu, daca procesoarele sunt vecine si canalul e liber, se poate
folosi ecuatia urmatoare:

Teom = tstart + Whyord

unde t4q,+ reprezinta timpul necesar initierii operatiei, iat t,..¢ timpul consumat pentru
transmiterea unui cuvant din cele w cuvinte ale mesajului.
Se poate considera un model PRAM-SIMD, in care toate componentele executa aceeasi
instructiune in fiecare pas-program si care ar corespunde masivelor de procesoare.
Modelul PRAM impune precizarea detaliata a descompunerii calculului pe procese, a
gestiunii memoriei partajate gi a intregii comunicatii. Datorita complexitatii foarte mari
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a specificarii unui astfel de program, in general, algoritmii PRAM dezvoltati sunt de tip
SIMD, astfel incat fiecare procesor executa la fiecare pas aceeasi operatie.

Acest model nu furnizeaza nici o abstractizare pentru descompunere, comunicatie si
sincronizare. Nu furnizeaza, de asemenea, nici o metodologie de dezvoltare a software-
ului.

Unul din avantajele majore ale acestui model consta in faptul ca permite evaluarea
costurilor algoritmilor paraleli si de aceea teoria complexitatii algoritmilor paraleli se
bazeaza pe acest model.

1.7 Masurarea performantei algoritmilor paraleli

Evaluarea unui program paralel trebuie sa {ina seama de arhitectura (modelul) sistemului
de calcul, ceea ce inseamna ca este posibil ca algoritmul ales sa fie cel mai bun pentru
o anumita masina, dar sa nu fie cel mai bun algoritm paralel pentru problema data. De
asemenea, este posibil, ca pentru un volum mic de date sa existe un algoritm paralel
mai bun, iar pentru un volum mare de date, un altul. De aceea, pentru compararea
riguroasa a variantei paralele cu cea seriala, trebuie sa se precizeze modelul de calcul
paralel, sa se aleaga algoritmul serial cel mai bun si sa se indice daca exista conditionari
ale performantei algoritmului datorita volumului de date.

Daca in cazul algoritmilor secventiali performanta este masurata in termenii com-
plexitatiilor timp si spatiu, in cazul algoritmilor paraleli se folosesc si alte masuri ale
performantei, care au in vedere toate resursele folosite. Elementele de procesare folosite
sunt, in cazul programarii paralele, o resursa importanta gi prin urmare si complexitatea
elementelor de procesare trebuie sa fie luata in considerare.

In general, intr-un studiu al performantei algoritmilor paraleli se au in vedere urma-
torii factori:

e aritmetica operatiilor

e transferul de date

Cateva remarci pot fi facute cu privire la masurarea performantei programelor paralele
in raport cu cele secventiale:

1. In calculul paralel, obtinerea unui timp de executie mai bun nu inseamna neaparat
utilizarea unui numar minim de operatii, asa cum este in calculul serial.

2. Factorul memorie nu are o importanta foarte mare in calculul paralel. In schimb, o
resursa majora in obtinerea unei performante bune a algoritmului paralel o repre-
zinta numarul de procesoare folosite.

3. Daca timpul de executie a unei operatii aritmetice este mult mai mare decat timpul
de transfer al datelor intre doua elemente de procesare, atunci intarzierea datorata
retelei este nesemnificativa, dar, in caz contrar, timpul de transfer joaca un rol
important in determinarea performantei programului.
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1.7.1 Complexitatea-timp

Timpul este cea mai importanta masura a performantei unui algoritmi paralel, deoarece
principala motivatie a folosirii calculului paralel este de a se obtine o Imbunatatire a
timpului de executie.

Timpul de executie al unui program paralel masoara perioada care s-a scurs intre
momentul initierii primului proces si momentul cand toate procesele au fost terminate.
In timpul executiei, fiecare procesor executa operatii de calcul, comunicatie, sau este in
agteptare. Prin urmare, timpul total de executie, al unui program paralel executat pe un
sistem cu pe p procesoare, se poate obtine prin formula:

+ T

asteptare)

ty=(mazi:i€0,p—1:T,.,+T,

comunicatie

sau in cazul echilibrarii perfecte a incarcarii de calcul pe fiecare procesor din formula:

—1

1 %

- § calcul + comumcatze + Tasteptare)
0

’B

Ultima varianta este, in general, mai folositoare deoarece este mai simplu de calculat
timpul global necesar comunicatiilor si timpul global de calcul. Dar, timpul de asteptare
datorat blocarilor care pot apare este in general foarte dificil de evaluat.

Ca si In cazul programarii secventiale, pentru a dezvolta algoritmi paraleli eficienti
trebuie sa putem face o evaluare a performantei inca din faza de proiectare a algoritmilor.
Prin urmare, masuri de tipul complexitatii-timp trebuie sa poate fi evaluate.

Complexitatea-timp pentru un algoritm paralel care rezolva o problema P, cu dimen-
siunea n a datelor de intrare, este o functie T care depinde de n, dar si de numarul de
procesoare p folosite.

Pentru un algoritm paralel, un pas elementar de calcul se considera a fi o multime
de operatii elementare care pot fi executate in paralel de catre o multime de procesoare.
Complexitatea-timp a unui pas elementar se considera a fi O(1). Complexitatea-timp a
unui algoritm paralel este data de numararea atat a pasilor de calcul necesari dar si a
pasilor de comunicatie a datelor, iar timpul necesar fiecarui pas de comunicatie depinde
de sablonul de comunicatie folosit.

In general, toate aprecierile timpului de executie se fac incepand dintr-un moment
in care datele se afla intr-un loc accesibil direct procesoarelor (se ignora timpul necesar
distributiei initiale a datelor). Aceast lucru poate fi in general corect pentru compararea
a doi algoritmi paraleli, dar poate fi incorect in comparatia intre un algoritm paralel si
unul secvential.

1.7.2 Acceleratia

Acceleratia( “speed-up” ), notata cu S, este definita ca raportul dintre timpul de executie
al celui mai bun algoritm serial cunoscut, executat pe un calculator monoprocesor si
timpul de executie al programului paralel echivalent, executat pe un sistem de calcul
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paralel. Daca se noteaza cu ts timpul de executie al programului serial, iar ¢, timpul de
executie corespunzator programului paralel, atunci:

ts(n)
tp(n) '

Numarul n reprezinta dimensiunea datelor de intrare, iar p numarul de procesoare
folosite.

Aceasta definitie este uneori dificil de utilizat in practica, pentru ca fie nu se cunoaste
timpul de executie al celui mai bun algoritm serial, fie varianta paralela se deosebegte
foarte mult de cea seriala, iar comparatia nu-si mai are sensul. De aceea, se accepta mai
multe variante de definitie a acceleratiei:

Sp(n) =

(1.1)

e relativa, cand t, este timpul de executie al variantei paralele pe un singur procesor
al sistemului paralel;

e reala, cand se compara timpul executiei paralele cu timpul de executie pentru va-
rianta seriala cea mai rapida, pe un procesor al sistemului paralel;

e absoluta, cand se compara timpul de executie al algoritmului paralel cu timpul de
executie al celui mai rapid algoritm serial, executat de procesorul serial cel mai
rapid;

e asimptotica, cand se compara timpul de executie al celui mai bun algoritm serial
cu functia de complexitate asimptotica a algoritmului paralel, in ipoteza existentei
numarului necesar de procesoare;

e relativ asimptotica, cand se foloseste complexitatea asimptotica a algoritmului para-
lel executat pe un procesor.

Analiza asimptotica (considera dimensiunea datelor n gi numarul de procesoare p
foarte mari) ignora termenii de ordin mic gi este folositoare in procesul de constructie al
programelor paralele.

Legile acceleratiei

In conditii ideale, cand calculele sunt distribuite egal celor p procesoare si nu exista
operatii de comunicare si sincronizare:

ty = =<, (1.2)

iar S, = p. Dar si In aceste conditii, apelurile functiilor sistem fac ca acceleratia sa fie
mai mica. Deci,
1<8,<p. (1.3)

Foarte putine probleme au o asemenea regularitate si un asemenea paralelism implicit,
care sa conduca la o acceleratie apropiata de cea ideala — liniara.
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Figura 1.18: Exemplificarea legii lui Amdahl.

O observatie comuna, care se poate face in legatura cu calculul paralel, este ca orice
algoritm are o componenta secventiala, care va limita pana la urma acceleratia care poate
fi obtinuta pe un calculator paralel. Aceasta observatie este recunoscuta ca Legea lui

Amdahl[9].

Timpul de calcul al unui program paralel poate fi descompus in doua parti: o parte
pentru calcul paralel si o parte pentru calcul secvential. Indiferent cat de ridicat este
gradul de paralelism al partii paralele a programului, acceleratia finala va fi limitata de
partea seriala, care trebuie executata pe un singur procesor.

Teorema 1.2 (Legea lui Amdahl) Fie o(0 < o < 1) proportia operatiilor din algo-

ritm care se executd secvential (fractia lui Amdahl). Atunci:

fntregul algoritm se executa in timpul t, = ats +

Partea paralela a algoritmului se executa in timpu

Partea seriala a algoritmului se executa in timpul ads.

l (1—0()t.5 .
p

(1—a)ts

p

Acceleratia relativa este RS, = (a—i—l’To‘)_l care nu poate depasi =t (Legea lui Amdhal).

Chiar daca avem un numar nelimitat de procesoare, acceleratia maxima este limitata
de 1/a. De exemplu, daca componenta secventiala reprezinta 5%, atunci acceleratia

maxima care poate fi atinsa este 20.
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Figura 1.19: Acceleratia in functie de numarul de procesoare.

Legea lui Amdahl este relevanta in special atunci cand construirea variantei paralele
se face prin paralelizare incrementala. Exista probleme pentru care a depinde de n si
poate descreste odata cu cresterea lui n.

Lee [107] a extins rezultatul anterior, considerand ca odata cu variatia parametrului
i=numar de procesoare, care ia valori in domeniul [1,p], se modifica si proportia din
program, ¢;, care poate fi executata de i procesoare — paralelizata. Astfel acceleratia

este: »
i its
RSp — Z;;:1 (it )
=17 ls
iar daca ¢; = 1/p, Vi € [1, p], se obtine:
p
RS, < .
g log, p

Rezultatul evidentiaza faptul ca acceleratia depinde nu numai de natura aplicatiei ci si
de numarul de procesoare.

Un alt rezultat cu privire la aceasta problema este ecuatia Gustafson-Barsis[108].
Ei au plecat de la ipoteza conform careia timpul de executie al unui program paralel cu
paralelism de date poate fi normalizat, de exemplu, la valoarea 1:

t, = 1.
Cand se executa acest program pe un procesor, avem:

ti=a+p(l—a)=(a+p(l-a)t,
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Rezulta ca acceleratia relativa este:
RS, =a+p(l —a).

In acest caz RS, = O(p), ceea ce Inseamna ca odata cu folosirea mai multor procesoare,
acceleratia relativa va cresgte proportional.

1.7.3 Eficienta

Acceleratia este o masura a reducerii timpului de executie, dar nu indica nimic despre
cat de optim sunt folosite cele p procesoare. Eficienta este un parametru care masoara
gradul de folosire a procesoarelor.

Eficienta este definita ca fiind acceleratia impartita la p:

E="22 (1.4)

Din ecuatia 1.3 se deduce ca valoarea eficientei este intotdeauna subunitara.

Overhead. Denumirea generica a factorilor care micsoreaza eficienta este de over-
head. Este un nume prin care se au in vedere intarzierile datorate incarcarii inegale a
procesoarelor, a comunicatiilor, etc. Prezentam in continuare cateva tipuri generale de
overhead [51]:

e Overhead algoritmic, datorat partilor intrinsec secventiale ale algoritmului — parti
care nu se pot paraleliza, sau datorat unor operatii suplimentare efectuate in algo-
ritmul paralel fata de cel mai rapid algoritm secvential;

e Overhead datorat incarcarii inegale a procesoarelor — cazul ideal este cel in care
calculele sunt repartizate uniform procesoarelor, astfel incat fiecare sa aiba acelasi
numar de operatii de executat — daca unele procesoare vor avea mai mult de lucru
decat altele este evident ca timpul total de executie va creste;

e Overhead datorat comunicatiei — orice comunicatie contribuie la ineficienta algorit-
mului;

e Overhead software — acesta apare datorita repetarii unor operatii ce se executa o sin-
gura data in cazul secvential, pe fiecare procesor. (Precizam insa ca repetarea unor
calcule poate reduce timpul de executie, daca prin aceasta se reduce numarul de
comunicatii.) Acest tip de overhead poate apare si datorita unor operatii suplimen-
tare datorate implementarii algoritmului — decizii in functie de adresa procesorului,
aritmetica intreaga repetata pe mai multe procesoare, etc.

1.7.4 Costul si volumul de lucru

O alta masura a eficientei unui program paralel presupune masurarea muncii totale exe-
cutate de catre magina paralela.



1.7. MASURAREA PERFORMANTEI ALGORITMILOR PARALELI 33

L

Gradul paralelismului
(numar de procese)

.

Figura 1.20: Volumul de lucru.

Costul se defineste ca fiind produsul dintre timpul de executie si numarul maxim de
procesoare care se folosesc:

Cy(n) = ty(n) - p. (L5)

Aceasta definitie este justificata de faptul ca orice aplicatie paralela poate fi simulata pe
un sistem secvential, situatie in care unicul procesor va executa programul intr-un timp
egal cu O(Cp(n)).

O aplicatie paralela este optima din punct de vedere al costului, daca valoarea aces-
tuia este egala, sau este de acelasi ordin de marime cu timpul celei mai bune variante
secventiale; aplicatia este eficientd din punct de vedere al costului daca C, = O(t,logp).

O masura mai rafinata este volumul de lucru (“work”) — W, definit de numarul total
de operatii executate de catre procesoarele active. Putem vedea acest volum de lucru ca
si integrala profilului de paralelism al programului — adica numarul de procese active ca
o functie de timp — Figura 1.20.

Volumul de lucru poate fi evaluat si ca fiind produsul dintre dimensiunea problemei
n si numarul mediu de operatii, care se fac asupra unei date de intrare c: W = n - c.
Aceasta evaluare nu este totusi precisa, deoarece in afara faptului ca se ia in considerare
un numar mediu de calcule pe o anumita data, face si presupunerea ca nu se fac operatii
decat asupra datelor de intrare si nu si asupra unor valori obtinute ulterior prin calcul.

1.7.5 Paralelism limitat si nelimitat

Ca gi pentru algoritmii seriali, pentru algoritmii paraleli, complexitatea-timp se exprima
in functie de dimensiunea datelor problemei.

Complexitatea-timp a unui algoritm paralel depinde de tipul sistemului de calcul
folosit, dar si de numarul de procesoare disponibile. De aceea, atunci cand este data
complexitatea-timp a unui algoritm paralel este indicat sa fie dat numarul maxim de
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procesoare folosite, ca o functie de dimensiunea datelor problemei. Aceasta este referita
ca fiind complexitatea-procesor. Este posibil, de asemenea, de a exprima complexitatea-
timp ca functie si de numarul de procesoare.

Paralelismul limitat considers c& existd un numér fix p(p > 1) de procesoare. In
contrast, paralelismul nelimitat exprima situatia in care se presupune ca exista un numar
nelimitat de procesoare disponibile.

Din punct de vedere practic, algoritmii bazati pe paralelismul limitat sunt de preferat.
Este mai realist de presupus ca numarul de procesoare disponibile este limitat. Un algo-
ritm paralel implementat pe un model de calcul cu P procesoare este numit P-algoritm.
Daca un P-algoritm paralel necesita 7'(n) pasi paraleli pentru o problema de dimensiune
n, atunci el este P-calculabil in timpul T'(n).

Algoritmii paraleli bazati pe paralelism nelimitat, au in vedere in general o mar-
gine polinomiala, pentru numarul de procesoare, exprimata in functie de dimensiunea
datelor problemei (de exemplu O(n), O(n?)). Dar aceastd limitd poate deveni, pentru
dimensiuni mari ale problemelor, un numar impracticabil de mare. Totusi, algoritmii
bazati pe paralelism nelimitat au interes teoretic mare, deoarece ei exprima limitele pen-
tru calculul paralel si furnizeaza o intelegere buna a complexitatii intrinseci a problemei.
Complexitatea-timp a unui algoritm bazat pe paralelism nelimitat reflecta caracteristicile
problemei.

In practica, algoritmii paraleli bazati pe paralelism nelimitat pot deveni utili, daca
pot fi transformati in P-algoritmi paraleli. Exista doua metode pentru o asemenea trans-
formare. Una se bazeaza pe descompunerea problemei gi cealalta pe descompunerea
algoritmului. Consideram un algoritm paralel A pentru o problema P, de dimensiune
n care o rezolva in timpul 73(n) folosind p;(n) procesoare. Trebuie construit un nou
algoritm B care rezolva problema P, in timpul T5(n) folosind ps(n) procesoare unde
p2(n) < p1(n). Descompunerea problemei presupune impartirea problemei P, in subpro-
bleme de dimensiune m < n si aplicarea in mod repetat a algoritmului A pentru fiecare
subproblema. Descompunerea algoritmului presupune descompunerea fiecarui pas para-
lel in subpasi care pot fi executati de un numar mai mic de procesoare. Principiul lui
Brent enuntat in sectiunea urmatoare reflecta impactul pe care il poate avea micsgorarea
numarului de procesoare asupra timpului de executie.

1.7.6 Teorema lui Brent

Aceasta teorema precizeaza formal anumite elemente euristice legate de timpul necesar
executarii in paralel a anumitor calcule pe retele de calcul. Este legata de reducerea
numarului de procesoare necesare executiei unui program paralel astfel incat sa se pastreze
ordinul de marime al complexitatii-timp.

Mai intai este necesara o definitie riguroasa a retelei de calcul.

Definitia 1.3 O retea de calcul este un graf orientat aciclic ale carui noduri sunt im-
partite in trer multima:

Noduri de intrare: noduri cu gradul interior nul.



1.7. MASURAREA PERFORMANTEI ALGORITMILOR PARALELI 35

Noduri de iesire: noduri cu gradul exterior nul.

Noduri interioare: noduri cu grad interior si exterior nenul.

Fiecare nod interior este etichetat cu o operatie elementara.

Numarul de muchii incidente unui nod interior este numit “fan-in”, iar numarul de mu-
chii care ies “fan-out”. Maximul acestor numere este numit numarul “fan-in”, respectiv
numarul “fan-out” al grafului.

Lungimea celui mai lung drum de la nodurile de intrare la cele de iegire este numita
adancimea retelei de calcul.

Calculul efectuat de o retea de calcul, pentru o multime de date de intrare, este definit
de datele care apar in nodurile de iegire, ca rezultat al urmatoarei proceduri:

1. Se aplica datele de intrare nodurilor de intrare.

2. Se transmit datele de-a lungul muchiilor. De fiecare data cand se trece printr-un
nod interior, se asteapta pana cand datele de pe toate muchiile lui de intrare sosesc
si apoi se realizeaza operatia elementara indicata. Rezultatul se transmite pe toate
muchiile de iegire din nod.

3. Procedura se incheie cand nu mai exista date pe nodurile interioare.

Teorema 1.3 Fie N o retea de calcul cu n nodurt interioare, cu adancimea d $i cu
numdarul fan-in marginit. Atunci calculele efectuate de N pot fi executate pe un calculator
CREW-PRAM cu p procesoare intr-un timp O(% +d).

Timpul total depinde de numarul fan-in al retelei — care este inclus in constanta de
proportionalitate.

Demonstratie: Se poate simula calculul intr-un mod direct. Presupunem ca avem o
structura de date in memoria calculatorului PRAM pentru codificarea unui nod al retelei
si ca aceasta are un camp care contine un pointer spre nodul care primeste rezultatul
produs de calculul sau, daca nu este un nod exterior. Daca este nod exterior atunci acel
camp va fi nul. Definim adancimea unui nod, v, ca fiind maximul lungimilor drumurilor
de la un nod de intrare la v. Simularea se realizeaza inductiv: simulam toate calculele
care au loc la nodurile de adancime mai mici decat k& — 1 inaintea celor de adancime k.
Presupunem ca sunt n; noduri interioare ale caror adancime este exact i. Avem atunci
2?21 n; = n. Dupa simularea calculelor de pe nodurile cu adancimea k — 1, putem simula
calculele de la nodurile de adancime k, deoarece intrarile sunt toate disponibile.

Ordinea calculelor de la nivelul k este irelevanta. Aceasta se datoreaza definitiei
adancimii care asigura ca iegirea oricarui nod de adancime k este intrare a unui nod cu
adancime strict mai mare.

Simularea calculului la nivelul k£ este dupa cum urmeaza:

1. Procesoarele citesc datele din zonele de iesire ale structurilor de date corespunza-
toare nodurilor de adancime k — 1.
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Figura 1.21: Retea de calcul, cu adancimea 7, pentru adunarea a 8 numere.

2. Procesoarele executa calculele cerute.

Deoarece sunt n, noduri cu adancimea k si calculele se pot realiza in orice ordine,
timpul de executie al acestei faze este:

{%W <™ 41
p|=p

Timpul total de executie este astfel:

d d
N N _E
S e () =5

Teorema se aplica, in general, pentru a modifica algoritmii paraleli astfel incat sa
foloseasca mai putine procesoare.

Principiul de organizare al lui Brent

Presupunem ca un algoritm A are proprietatea ca toate calculele efectuate de el se ex-
prima in termenit unei retele de calcul cu x nodurt si adancimea d $i are numarul fan-in
marginit. Atunci algoritmul poate fi executat pe un calculator CREW-PRAM cu p proce-
soare intr-un timp O(3 +d).

Aceste rezultate au consecinte interesante in ceea ce priveste relatia dintre reprezen-
tarea datelor gi timpul de executie al unui algoritm.
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Figura 1.22: Retea de calcul, cu adancimea 3, pentru adunarea a 8 numere.

Sarcina de a gasi un algoritm paralel bun intr-un asemenea caz poate fi privita ca o
problema de remodelare a retelei de calcul, astfel incat distanta de la radacina la frunze
sa fie minima. Acest proces de remodelare poate sa conduca la cresterea numarului total
de noduri ale retelei, astfel incat un asemenea algoritm paralel ar fi ineficient daca s-ar
executa secvential.

De exemplu, daca dorim sa adunam 8 numere ay, as, .. ., asg, algoritmul secvential de
baza are reteaua de calcul prezentata in Figura 1.21.

Aceasta retea de calcul poate fi remodelata si se ajunge la reteaua din Figura 1.22.

Generalizand, daci avem n = 2* numere, acestea pot fi adunate in k pasi, prin
punerea numerelor in frunzele unui arbore binar total echilibrat - care reprezinta reteaua
de calcul. Daca consideram p = n/2, deci numarul de procesoare egal cu jumatate din
numarul datelor de intrare, complexitatea-timp obtinuta este egala cu k = log, n. Costul
algoritmului 1n acest caz este nlog, n si prin urmare nu este un algoritm optim din punct
de vedere al costului; este doar eficient.

Ca o consecinta a principiului lui Brent, algoritmul poate fi executat cu [n/log,n|
procesoare fara nici o degradare asimptotica a timpului de executie. La fiecare nivel sunt
de executat n/2, n/4,..., n/2'°2" operatii. Demonstratia consta in inlocuirea directd a
valorilor concrete pentru z si p. Daca p = [n/log, n| atunci complexitatea-timp este tot
O(log, n), iar costul este (n/log,n) * logyn = n gi prin urmare s-a obtinut un algoritm
optim din punct de vedere al costului.

1.7.7 Clasa problemelor NC

Din analiza algoritmilor paraleli se poate deduce ca foarte multi algoritmi paraleli (pen-
tru care consideram paralelism nelimitat) au un timp de executie de tip O(log*n),
(n=dimensiunea datelor). Acesta este, de exemplu, cazul algoritmilor construiti cu aju-
torul tehnicii dublarii recursive.

Deoarece acest fenomen este atat de raspandit, N. Pippenger a definit o clasa de
probleme numita NC' [157]. Acestea sunt problemele care pot fi rezolvate pe un calculator
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paralel, intr-un timp O(log" n), folosind un numar polinomial de procesoare. In general,
o problema este numita paralelizabila daca este din clasa NC. Deoarece orice problema
NC poate fi rezolvata secvential intr-un timp polinomial (prin simularea unui calculator
PRAM de catre unul secvential), rezulta ca NC C P (P este clasa problemelor rezolvabile
Intr-un timp polinomial [39]). Intrebarea este dacd NC' = P, sau altfel spus dacil existi
probleme esential secventiale (“inherently sequential”) — pentru care nu exista un algoritm
paralel, care este substantial mai rapid decat cel mai rapid algoritm secvential. Aceasta
problema ramane deschisa, dar presupunerea este ca NC' # P, chiar daca nu s-au gasit
exemple care sa dovedeasca aceasta [67].

Pentru problemele N P-complete — probleme pentru care nu se cunoaste un algoritm
secvential cu complexitate-timp polinomiala, este de asteptat sa nu poata fi gasiti algo-
ritmi paraleli din clasa NC.

Sumar

In acest prim capitol am prezentat principalele notiuni legate de calculul paralel, plecand
de la clasele de arhitecturi paralele pana la parametrii de performanta ai programelor
paralele.

Spre deosebire de calculul serial, unde exista un model unic pentru toate sistemele
de calcul secvential, in cazul calculului paralel avem arhitecturi extrem de diferite care
influenteaza modelul de calcul. Au fost prezentate diferite clasificari ale acestor arhitec-
turi, precum si criteriile lor de performanta, diferite tipuri de retele de interconectare si
aspecte legate de comunicatia in retele.

Trecand de la sisteme la programe paralele, a fost prezentata o clasificare a algoritmilor
paraleli si apoi modelul standard PRAM. Obtinerea de performanta este scopul principal
al paralelismului si prin urmare posibilitatea evaluarii acesteia este esentiala. Au fost
prezentati parametrii precum complexitate, acceleratie, eficienta si cost, impreuna cu
legile corespunzatoare lor.



Capitolul 2

Constructia programelor paralele

Exista doua abordari principale pentru obtinerea de programe paralele:

Prima este bazata pe paralelism implicit. Aceasta abordare este folosita de catre limba-
jele paralele si de catre compilatoarele de paralelizare. Programatorul nu specifica
si astfel nici nu controleaza, planificarea calculelor si plasamentul datelor.

Cea de-a doua se bazeaza pe paralelism explicit. In acest caz programatorul este res-
ponsabil In mare parte de paralelizare prin descompunerea in componente de cal-
cul (“task”-uri), asignarea lor pe procesoare si stabilirea structurii de comunicatie.
Aceasta abordare este bazata pe presupunerea ca programatorul poate analiza cel
mai bine cum poate fi exploatat paralelismul pentru o anumita aplicatie.

Prin experienta s-a observat ca paralelismul explicit conduce la obtinerea unei eficiente
mai ridicate si aceasta abordare va fi luata in considerare in ceea ce urmeaza.

Dupa cum am precizat anterior, constructia unui program paralel presupune descom-
punerea problemei in componente de calcul individuale, stabilirea necesitatilor de comu-
nicare dintre ele, adaptarea lor pentru implementare pe o arhitectura concreta, etc. Toate
acestea pot ajunge la o complexitate deosebit de ridicata si prin urmare este necesara
folosirea unor metodologii care sa permita stapanirea acestei complexitati. Constructia
algoritmilor paraleli nu poate fi simplu redusa la cateva retete. Creativitatea si ingenuo-
zitatea sunt de multe ori necesare. Totusi putem beneficia de abordari metodice care sa
restranga posibilitatile de explorare, sa furnizeze mecanisme de evaluare a alternativelor
si sa reduca astfel costurile de dezvoltare.

De asemenea, descompunerea calculului nu este intotdeauna evidenta gi de aceea este
indicata folosirea unor tehnici si paradigme care pot directiona proiectarea cu scopul de
a obtine solutii eficiente. Majoritatea problemelor au mai multe solutii paralele. Cea
mai buna dintre aceste solutii poate sa difere in mod esential de cel mai bun algoritm
secvential pentru acea problema.

39



40 CAPITOLUL 2. CONSTRUCTIA PROGRAMELOR PARALELE

2.1 Etape in dezvoltarea programelor paralele

Nu exista o schema simpla care sa poate fi aplicata pentru dezvoltarea programelor pa-
ralele. Totusi, se poate considera o abordare metodologica care sa maximizeze numarul
de optiuni, sa furnizeze mecanisme de evaluare a alternativelor si sa reduca costurile ne-
cesare revenirii, in cazul luarii unor decizii neperformante. O asemenea metodologie de
dezvoltare permite programatorului sa se concentreze asupra aspectelor independente de
arhitectura, cum este concurenta, in prima faza de dezvoltare, iar analiza aspectelor de-
pendente de magina sa fie amanata pentru finalul procesului de dezvoltare. Vom prezenta
in aceasta sectiune o metodologie de dezvoltare a aplicatiilor paralele propusa de catre
lan Foster [62], prin care procesul de dezvoltare este organizat in patru etape distincte:
partitionarea, comunicatia, aglomerarea si asignarea (maparea) (PCAM).

Aceasta metodologie defineste aceste etape ca si linii directoare in procesul de realizare
a programelor paralele gi nu neaparat ca niste etape stricte de dezvoltare (Figura 2.1).

Figura 2.1: Etape in dezvoltarea programelor paralele.
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2.1.1 Partitionarea

Problema partitionarii are in vedere impartirea problemei de programare in componente
de calcul care se pot executa concurent. Aceasta nu implica o divizare directa a progra-
mului intr-un numar de componente egal cu numarul de procesoare disponibile. Cele mai
importante scopuri ale partitionarii sunt legate de scalabilitate, abilitatea de a ascunde
intarzierea(latency) datorata retelei si realizarea unei granularitati cat mai mari.

Sunt de preferat partitionarile care furnizeza mai multe componente decat procesoare,
astfel incat sa se permita ascunderea intarzierii. Intarzierea este definiti de timpul necesar
unui mesaj pentru a traversa o arhitectura si a ajunge la destinatie. O componenta va
fi blocata, sau va astepta, pana cand mesajul care contine informatia dorita va ajunge.
Daca exista si alte componente de calcul disponibile, procesorul poate continua calculul;
acest concept se numeste multiprogramare si corespunde executiei concurente pe acelasi
calculator.

Prin partitionare se urmareste descompunerea problemei in componente de calcul cat
mai fine si concurente. Rezultatul este un graf de dependenta (executie) (similar retelei de
calcul definita in Sectiunea 1.7.6) ale carui noduri sunt componentele de calcul, iar arcele
pot exprima relatii de precedenta intre componentele de calcul sau canale de comunicatie.
Relatia de ordine intre doua componente de calcul a; si as este indicata de dependenta
de date [8]:

dependenta de curs( “flow dependency” - data de intrare pentru ay este produsa ca data
de iegire de catre aq;

antidependenta( “antidependency”) — ay urmeaza dupa ay, iar iegirea lui ay se suprapune
cu intrarea lui aq;

dependenta de iegire( “output dependency”) — a; §i as produc (scriu) aceeasi data de
legire;

dependenta de I/E (“ 1/0 dependency”) — ay $i ag acceseaza simultan aceeasi resursa
(de exemplu figier).

O relatie de conditionare suplimentara este dictata de ordinea de executie care sta-
bileste daca o componenta de calcul nu poate incepe inaintea terminarii altei componente
de calcul.

Considerand un set de componente S;, notam cu I(.S;) multimea variabilelor citite
(date de intrare) de catre .S;, iar cu O(S;) multimea variabilelor scrise (date de iegire) de
catre S;. Doua componente S; si S; cu (5 > i) sunt independente si respecta conditiile
lui Bernstein [17] daca:

O(S;) NO(S;) =0 independenta de iesire;
I(S;)NO(S;) =0 independenta de flux;
I(S;)NO(S;) =0 anti-independenta.

In acest caz executia celor doua componente produce aceleasi rezultate, indiferent
daca sunt executate secvential, concurent in orice ordine, sau in paralel.
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Exista doua strategii principale de partitionare: descompunerea domeniului de date
si descompunerea functionala. In functie de acestea putem considera aplicatii paralele
bazate pe descompunerea domeniului de date — paralelism de date si aplicatii paralele
bazate pe descompunerea functionala. Cele doua tehnici pot fi folosite insa si impreuna;
de exemplu se incepe cu o descompunere functionala si dupa identificarea principalelor
functii se poate folosi descompunerea domeniului de date pentru fiecare in parte.

Descompunerea domeniului de date

Aceasta tehnica s-a dovedit a fi eficienta pentru o mare varietate de probleme stiintifice.
Este aplicabila atunci cand domeniul datelor este mare si regulat. Ideea centrala este
de a divide domeniul de date, reprezentat de principalele structuri de date, in parti
care pot fi manipulate independent. Apoi se partitioneaza operatiile, de regula prin
asocierea calculelor cu datele asupra carora se efectueaza. Astfel, se obtine un numar
de componente de calcul, definite de un numar de date si de operatii. Este posibil ca o
operatie sa solicite date de la mai multe componente de calcul. In acest caz sunt necesare
comunicatii.

Datele care se partitioneaza sunt in general datele de intrare, dar pot fi considerate de
asemenea si datele de iegire sau intermediare. Sunt posibile diferite variante, in functie de
structurile de date avute in vedere. Trebuie considerate in special structurile de date de
dimensiuni mari sau cele care sunt accesate in mod frecvent. De asemenea, faze diferite
ale calculului pot impune partitionari diferite ale aceleiagi structuri de date, caz in care
sunt necesare redistribuiri ale datelor. In acest caz trebuie avute in vedere si costurile
necesare redistribuirii datelor.

(a) (b)

Figura 2.2: Tehnicile de partitionare a datelor prin — (a) “taiere” (distributie bloc) si prin
— (b) “Incretire” (distributie grid). Matricea de dimensiune 8 x 8 se partitioneaza in 4
submatrice - fiecare submatrice este evidentiata cu o culoare specifica.

Partitionarea datelor conduce la anumite distributii ale datelor per componente de
calcul si de aici implicit si per procesoare. Exista mai multe tehnici de partitionare a
datelor, care pot fi exprimate gi formal prin functii definite pe multimea indicilor datelor
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de intrare cu valori in multimea indicilor de procese (vezi Sectiunea 6.2). Cele mai folosite
tehnici de partitionare sunt prin “taiere” si prin “incretire”, care corespund distributiilor
liniara si ciclica, definite in sectiunea amintita anterior. De exemplu, pentru o matrice
A de dimeniune 8 x 8, partitionarea sa in p = 4 parti prin tehnica taierii conduce la
partitionarea aratata de Figura 2.2 (a), iar prin tehnica incretirii conduce la partitionarea
aratata de Figura 2.2 (b).

Tehnica este folosita in special in cazul in care datele sunt vectori sau matrici, asa
cum se intampla in cazul algebrei liniare, de exemplu.

Descompunerea domeniului de date este tehnica de partitionare cea mai des folosita si
poate conduce la aplicatii paralele cu granulatie foarte fina (numar mare de componente
de calcul).

Descompunerea functionala

Descopunerea functionala este o tehnica de partitionare folosita atunci cand aspectul
dominant al problemei este functia, sau algoritmul, mai degraba decat operatiile asupra
datelor. Obiectivul este descompunerea calculelor in componente de calcul cat mai fine.
Dupa crearea acestora se examineaza cerintele asupra datelor.

Focalizarea asupra calculelor poate releva uneori o anumita structura a problemei,
de unde oportunitati de optimizare, care nu sunt evidente numai din studiul datelor. In
plus, ea are un rol important ca si tehnica de structurare a programelor.

Aceasta varianta de descompunere nu conduce in general la o granulatie fina a com-
ponentelor de calcul, care se executa in paralel.

Proprietati

Putem considera cateva cerinte care caracterizeaza o partitionare buna, care poate deci
conduce la realizarea unui program paralel eficient:

e Componentele de calcul obtinute sunt de dimensiuni comparabile, deci se poate
obtine o incarcare de calcul echilibrata pe fiecare procesor.

e Scalabilitatea poate fi obtinuta. Aceasta inseamna ca numarul de componente de
calcul sunt definite in functie de dimensiunea problemei; deci cresgterea dimensiunii
datelor implica cresterea numarului de componente de calcul.

e Intazierile datorate retelei de comunicatii pot fi reduse prin multiprogramare.

e Granularitatea aplicatiei este suficient de mare astfel incat aplicatia sa poata fi
implementata cu succes pe diferite arhitecturi.

2.1.2 Analiza comunicatiei

Componentele de calcul rezultate in urma partitionarii nu pot fi executate in general
independent; ele necesita anumite comunicatii. Specificarea si analiza acestor operatii se
face in aceasta faza. Comunicatia este strans legata de partitionare, mai exact modul de
partitionare implica structura comunicatiei.
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Daca consideram componentele obtinute la faza de partitionare ca fiind nodurile unui
graf, o comunicatie intre doua componente poate fi reprezentata ca fiind o muchie in acel
graf. Numarul de comunicatii intre doua componente poate fi reflectat in acest graf ca
fiind costul muchiei dintre cele doua.

In general, pentru problemele care se bazeaza pe paralelismul de date, cerintele de
comunicatie sunt mai dificil de evaluat. In acest caz, organizarea comunicatiei intr-un
mod eficient este mai dificila.

In cazul descompunerii functionale, cerintele de comunicatie se stabilesc mai usor.
Interfetele dintre functii sunt mai bine precizate, deci si fluxul de date intre functii se
determina intr-o maniera directa.

Exista diferite tipuri de comunicatii: locale si globale, structurate si nestructurate,
statice si dinamice, sincrone si asincrone.

Comunicatiile sunt locale daca fiecare proces comunica cu un numar mic de alte pro-
cese, numite vecini, si avem comunicatii globale daca toate procesele sunt implicate in
operatia de comunicatie.

Intr-o comunicatie structurata, un proces si vecinii sai formeaza o structura regulata,
spre deosebire de cazul comunicatiilor nestructurate cand nu se poate stabili o structura
intre vecini.

O comunicatie statica implica faptul ca vecinii unui proces nu se modifica in timp,
iar in cazul unei comunicatii dinamice, vecinii unui proces se cunosc doar la executie si
se pot modifica in timpul executiei.

In cazul comunicatiet asincrone, procesul care comunica informatie continua executia
dupa ce aceasta a fost transmisa la destinatie, in timp ce procesul care receptioneaza
mesajul poate suferi o intarziere datorata asteptarii.

Comunicatia sincrond cere ca atat procesul care trimite, cat si cel care receptioneaza
mesajul sa fie disponibile pana in momentul cand transmisia s-a terminat, ambele procese
putand apoi sa-si continue lucrul. In felul acesta, nu este necesara stocarea mesajelor
(lucru care poate fi necesar in cazul transmiterii asincrone).

2.1.3 Aglomerarea

Algoritmul, rezultat in urma celor doua etape precedente, este abstract, in sensul ca nu
este specializat pentru o executie eficienta pe un anumit sistem paralel.

Prin cea de-a treia etapa — aglomerarea — se trece de la abstract la concret prin luarea
unor decizii care sa conduca la un algoritm eficient pe un sistem dat. Operatia presupune
combinarea componentelor determinate in faza de partitionare cu scopul de reducere a
numarului de comunicatii si de asemenea de obtinere a unei granularitati optime. De-
ciziile de combinare vor fi luate in functie de reteaua de comunicatie a sistemului ales
si de granularitatea sistemului, astfel incat sa se ajunga la o implementare eficienta. Se
analizeaza, de asemenea, daca este cazul, replicarea anumitor calcule cu scopul reducerii
comunicatiilor.

Trebuie 1nsa sa se urmareasca pastrarea echilibrului de calcul si intre componentele
nou rezultate in urma acestei faze si de asemenea pastrarea scalabilitatii aplicatiei.
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Aglomerarea nu presupune obligatoriu obtinerea unui numar de componente egal cu
numarul de procesoare. Este indicat, de altfel, ca mai multe componente sa fie asignate
pe acelasi procesor, pentru a ascunde intarzierile datorate comunicatiilor. Daca un pro-
ces este blocat din diferite motive (agteapta o informatie, sau ajungerea la o anumita
stare), procesorul poate sa execute un alt proces, micsorandu-se astfel timpii morti ai
procesoarelor. Totusi, exista cazuri in care este indicata obtinerea unui numar egal de
componente cu numarul de procesoare; de exemplu daca mediul de dezvoltare necesita o
aplicatie SPMD.

Costurile de comunicatie pot influenta in mod critic performanta unui program pa-
ralel. Datorita acestui fapt se poate imbunatati performanta prin reducerea timpului
necesar comunicatiei. Aceasta reducere poate fi obtinuta in mod evident prin reduce-
rea volumului de date ce trebuie transmis, dar i prin transmiterea unui numar mai
mic de mesaje, chiar pentru acelasi volum de date. Aceasta datorita faptului ca orice
comunicatie presupune un cost proportional cu cantitatea de date transmise, dar si un
cost fix de start. Pe langa costurile de comunicatie trebuie luate in calcul si costurile
necesare crearii componentelor de calcul.

(a) b

Figura 2.3: Efectul suprafata-volum. (a) Grila de componente inainte de aglomerare. (b)
Grila de componente dupa aglomerare.

Daca numarul de parteneri de comunicatie ai unei componente de calcul este mic, se
poate reduce numarul de operatii de comunicatie prin cresterea granularitatii partitio-
narii, prin combinarea/aglomerarea mai multor componente de calcul intr-una singura.
Acest efect poarta numele de efect suprafata-volum. Necesarul de comunicatii al unei
componente de calcul este proportional cu suprafata subdomeniului in care opereaza, iar
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cantitatea calculelor este proportionala cu volumul subdomeniului. Pentru o problema
bidimensionala, “suprafata” variaza proportional cu dimensiunea problemei, in timp ce
“volumul” variaza proportional cu patratul dimensiunii problemei. Deci cantitatea de
comunicatii realizata de o unitate de calcul (raportul comunicatie/calcul) descreste pe
masura ce numarul de componente de calcul cregte. Efectul “suprafata-volum” este vizibil
in special in cazul in care partitionarea s-a facut pe baza descompunerii domeniului de
date.

Ca exemplu, putem lua cazul calculului diferentei finite bidimensionale Jacobi. Con-
sideram o grila bidimensionala de n x n puncte. Prin acest calcul valoarea fiecarui punct
este actualizata prin urmatorul calcul:

AXE X4 XY, 4 X

+1 __ ? v —

,J 8

t
1+ Xl

In Figura 2.3 este evidentiata o grila cu 4 x 4 = 16 puncte. Inainte de etapa de aglo-
merare — Figura 2.3(a), avem 16 componente de calcul, fiecare dintre acestea comunicand
cu vecinii sai o valoare de intrare gi una de iegire. Dupa aglomerare — Figura 2.3(b), rea-
lizata prin gruparea a cate 4 componente, uniform pe cele doua dimensiuni, se observa
ca numarul comunicatiilor fiecarei componente se dubleaza, in timp ce calculul efectuat
de fiecare componenta creste de 4 ori.

O consecinta a efectului suprafata-volum este ca descompunerile pe mai multe di-
mensiuni sunt in general mai eficiente, pentru ca reduc suprafata (aria de comunicatie)
corespunzatoare unui volum dat (calcul). Deci, din punct de vedere al eficientei, este bine
ca cregterea granularitatii sa se faca prin aglomerarea componentelor pe toate dimensiu-
nile decat prin reducerea numarului de dimensiuni.

Pentru problemele fara o structurare a comunicatiei este foarte dificila gasirea unei
strategii de aglomerare eficienta. Marirea granularitatii nu este in general o problema
simpla mai ales daca graful de executie al aplicatiei este complex. O abordare ar consta
in analiza comunicatiilor. Se ordoneaza descrescator canalele, dupa cantitatea de date
transmise. Apoi, se grupeaza doua cate doua componentele care comunica cel mai mult,
fara a se ajunge la mai putine componente decat procesoare. Cand nu mai exista posibili-
tatea gruparii, se compara granulele intre ele. Daca vor fi diferente prea mari, sistemul va
fi dezechilibrat si solutia va trebui abandonata, caz in care se vor investiga alte posibilitati
de grupare.

Replicarea calculelor poate de asemenea reduce, in anumite cazuri, costurile de comuni-
catie. De exemplu, pentru cazul adunarii a n numere folosind n procese se poate cere ca
in final fiecare proces sa contina suma finala. O abordare posibila poate folosi un calcul
de tip arbore (Sectiunea 4.2) urmat de o comunicatie de tip difuzare (“broadcast”) rea-
lizata tot pe baza arborelui de calcul. Pentru a elimina etapa de difuzare se pot replica
anumite calcule prin care se ajunge la o retea de calcul de tip fluture (Sectiunea 1.3.1),
prin care timpul de calcul se reduce la jumatate.

Daca din analiza comunicatiei sunt depistate componente care nu pot fi executate in
paralel, acestea se vor grupa, formand o singura componenta.

Aceasta faza nu mai este legata de proiectarea abstracta a aplicatiei, ci are in vedere
o anumita arhitectura pe care se doreste implementarea.
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2.1.4 Maparea

Dupa ce o problema este partitionata, componentele trebuie sa fie asignate, sau altfel
spus mapate pe procesoare, pentru executie.

Un important aspect al acestei activitati este mentinerea localitatii: plasarea com-
ponentelor problemei care schimba informatie, cat mai aproape posibil, pentru a reduce
costul comunicatiilor. Va avea loc, o operatie de scufundare a grafului de dependenta in
graful retelei de interconectare a arhitecturii repective.

Deoarece maparea are in vedere folosirea unei arhitecturi particulare, trebuie sa fie
cunoscute anumite detalii ale acesteia. Pentru simplificare, presupunem existenta a n
calculatoare, numarate secvential incepand cu 0 pana la n — 1. Problema maparii consta
din a gasi o functie s definita pe multimea componentelor de calcul, cu valori in multimea
procesoarelor, semnificatia relatiei s(S;) = ¢ fiind: componenta S; se va executa pe
procesorul al ¢-lea.

Problema maparii este cunoscuta ca fiind NP-completa, adica nu exista un algoritm cu
complexitate polinomiala, care sa asigure plasarea optima a componentelor pe procesoare.

Multi algoritmi construiti folosind tehnicile de descompunere a domeniului de date,
sunt formati dintr-un numar de componente de calcul de marime egala intre care co-
municatia locala si globala este structurata. In asemenea cazuri, maparea este directi.
Mapam procesele astfel incat sa minimizam comunicatia interprocesor; este posibil de
asemenea, sa mapam mai multe componente pe acelagi procesor.

Pentru algoritmii bazati pe descompunere functionala cu incarcari de calcul diferite pe
procese gi/sau cu comunicatii nestructurate, strategiile de mapare nu sunt atat de directe.
Totusi se pot aplica algoritmi de echilibrare a incarcarii (“load balancing”) — in special
algoritmi euristici — pentru a identifica strategii eficiente. Timpul consumat executiei
acestor algoritmi trebuie sa duca la beneficii considerabile ale timpului de executie global.
Metodele probabilistice de echilibrare a incarcarii tind sa conduca la programe cu timpi
de intarziere mai mici decat cei bazati pe structura aplicatiei.

Cele mai complexe probleme sunt acelea pentru care numarul de componente si can-
titatea de calcul si comunicare per componenta se schimba dinamic in timpul executiei.
In cazul problemelor dezvoltate folosind tehnici de descompunere a domeniului de date,
se pot folosi strategii dinamice de echilibrare a incarcarii (“dynamic load-balancing”), in
care un algoritm de echilibrare a incarcarii se executa periodic.

In cazul folosirii descompunerii functionale, poate fi folosit un algoritm de distribuire
a componentelor de calcul (“task-scheduling”). O componenta manager centralizat sau
distribuit are sarcina de a retine si a distribui componentele. Cel mai complicat aspect
al algoritmului de distribuire a proceselor este strategia folosita pentru alocarea compo-
nentelor procesoarelor (“workers”). In general strategia reprezinta un compromis intre
cerintele pentru operatiile independente — de a imbunatatii incarcarea de calcul si pentru
informatiile globale ale starii calculului — de a reduce costurile de comunicatie.
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Sumar

Paralelizarea aplicatiilor este o problema complexa; ea poate fi facuta fie prin paralelizarea
programelor seriale cu ajutorul unor compilatoare specializare (metoda care s-a dovedit
a nu fi foarte eficienta), fie prin considerarea paralelismului inca din faza de proiectare a
programului. In acest capitol au fost prezentate principalele etape ale constructiei unui
program paralel, considerand un model clasic. Acestea sunt: partitionarea, comunicatia,
aglomerarea si maparea. Partitionarea poate fi functionala, sau se poate baza pe des-
compunerea domeniului de date. Abilitatea de a crea un numar variabil de componente
de calcul este critica pentru a obtine un program portabil si scalabil.
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Capitolul 3

Paradigme ale calculului paralel

Aplicatiile paralele pot fi clasificate in functie de anumite paradigme de programare bine
definite. Cateva paradigme de programare sunt folosite in mod repetat pentru dezvoltarea
multor programe paralele. O paradigma poate fi descrisa ca o clasa de programe care au
aceeagi structura de control.

De exemplu, majoritatea aplicatiilor de calcul distribuit se bazeaza pe foarte populara
paradigma client/server. Este considerata pentru a suporta serviciile distribuite, dar nu
reflecta un paralelism al acestor tipuri de aplicatii. De aceea, aceasta paradigma nu este
considerata o paradigma de calcul paralel.

Experienta de pana acum arata ca exista un numar relativ restrans de paradigme
care pot descrie majoritatea programele paralele. Alegerea paradigmei este determinata
de resursele de calcul paralel disponibile si de tipul de paralelism inerent al problemei.
Resursele de calcul pot defini nivelul de granularitate care poate fi suportat de sistem,
iar tipul de paralelism reflecta structura aplicatiei sau a datelor. Asa cum am descris
anterior, paralelismul datorat structurii de calcul este numit paralelism functional, iar cel
datorat structurii datelor paralelism al domeniului de date.

Prezentam in continuare cinci dintre cele mai cunoscute paradigme ale programarii
paralele.

3.1 Master/Slave

Aceasta paradigma care se regaseste si sub numele de “task-farming”, se bazeaza pe
doua tipuri de componente: master componenta care coordoneaza calculul i componen-
tele slave care se subordoneaza componentei master. Componenta master este responsa-
bila de descompunerea problemei in subprobleme (si distributia lor catre componentele
slave) cat gi de colectarea rezultatelor partiale necesare pentru a produce rezultatul final.
Componentele slave se executa pe baza unui ciclu foarte simplu: preiau un mesaj cu o
sarcina de calcul, executa sarcina si trimit rezultatul componentei master — Figura 3.1.
In general, comunicatia apare doar intre componenta master si componentele slave.

Se poate folosi o Incarcare de lucru statica sau dinamica. In cazul incircarii statice,
distributia componentelor este realizata in totalitate la inceputul calculului si aceasta
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Iaster
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Figura 3.1: Paradigma “Master/Slave”.

permite componentei master sa participe la calcul dupa ce a atribuit fiecarei componente
slave fractiunea corepunzatoare de calcul. Alocarea componentelor se poate face o singura
data la inceput sau in mod ciclic.

Incircarea de calcul dinamica poate fi folosita cu succes in aceasta paradigma, mai
ales atunci cand numarul de componente depaseste numarul de procesoare disponibile,
sau cand numarul de componente nu este cunoscut la inceputul aplicatiei. O trasatura
importanta a incarcarii dinamice este abilitatea de a se adapta la conditiile in schimbare
ale sistemului, nu doar pentru incarcarea procesoarelor cu componente de calcul dar si la
o posibila reconfigurare a resurselor sistemului. Datorita acestei proprietati, aceasta para-
digma poate sa raspunda in mod eficient la blocarea unor procesoare, lucru care simplifica
crearea aplicatiilor robuste, capabile sa faca fata cu bine pierderii unor procesoare.

In extenso, aceasta paradigma poate include si aplicatii care se bazeaza pe o des-
compunere triviala a calculului: algoritmul secvential este executat simultan pe diferite
procesoare pentru diferite date de intrare. In asemenea aplicatii nu sunt dependente intre
diferitele componente de calcul gi deci nu este nevoie de comunicatie sau coordonare intre
ele.

Aplicatiile ce se incadreaza in aceasta paradigma pot avea acceleratii de calcul foarte
bune si o scalabilitate rezonabila. Totusi, pentru un numar mare de procesoare controlul
centralizat poate conduce la blocarea aplicatiei. Scalabilitatea poate fi imbunatatita prin
extinderea de la o singura componenta master la o multime de componente master, fiecare
dintre ele controland un grup separat de componente slave.
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3.2 Work Pool

In aceastd paradigmi componentele de calcul sunt stocate intr-un container — asa zisul
bazin (“pool”) — agteptand sa fie rezolvate (Figura 3.2). Fiecare procesor liber preia o
componenta din container gi returneaza un numar (nul sau nenul) de noi componente de
calcul, care trebuie rezolvate si care se stocheaza la randul lor in container. Containerul
de componente contine in general si cateva date globale accesibile tuturor procesoarelor.
Aplicatia se termina cand nu mai raméane nici o componenta in container nerezolvata.

Pl P2

Wotl pool

P4 JEEC]

Figura 3.2: Paradigma “Work Pool”.

3.3 Paralelism al datelor

Fiecare componenta executa in mod esential aceeasi secventa de cod, dar pe parti di-
ferite de date. Aceasta presupune impartirea datelor aplicatiilor si apoi asignarea lor
componentelor disponibile. Aceasta paradigma se mai regaseste si sub numele de parale-
lism geometric, descompunerea domeniului de date, sau SPMD(“Single Program Multiple
Data”).

Multe aplicatii fizice se bazeaza pe o structura geometrica regulata cu interactiuni
limitate spatial. Omogenitatea asigura posibilitatea distributiei uniforme a datelor pe
procesoare, fiecare corespunzand unei zone spatiale bine definite. Procesoarele comunica
cu procesoarele vecine si incarcarea de comunicatie este proportionala cu dimensiunea
frontierei elementului, iar incarcarea de calcul este proportionala cu volumul elementului
(suprafata-volum). Este posibil de asemenea sa se ceara anumite sincronizari periodice
intre componente. In general, sablonul de comunicatie este foarte structurat si previzibil.
Datele initiale pot fi initial generate de fiecare proces, sau citite intr-o faza de initializare.

Aceste aplicatii pot fi foarte eficiente daca datele sunt bine distribuite si sistemul este
omogen. Daca procesele au incarcari de calcul diferite, sau procesoarele au capabilitati
diferite, atunci este necesara o schema de echilibrare a incarcarii in timpul executiei.

Paradigma este extrem de sensibila la pierderea unui proces. In general, pierderea
unui singur proces este suficienta pentru determinarea unui blocaj in care nici un proces
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nu mai poate avansa dincolo de punctul de sincronizare global.

3.4 Pipeline

Paradigma pipeline se bazeaza pe un paralelism cu granularitate fina, bazat pe des-
compunere functionala. Este una dintre cele mai simple si mai populare paradigme ale
descompunerii functionale. Mai este numit si paralelism al fluxului de date.

In@bl Faza & |—b| Faza B |—b| Faza C lis.:ire

Figura 3.3: Structura pipeline.

Componentele sunt organizate in pipeline - fiecare dintre componente fiind respon-
sabila pentru o anumita sarcina de lucru. Sablonul de comunicatie este foarte simplu:
fluxul datelor este liniar intre fazele adiacente ale calculului, iegirea unei faze fiind intrare
pentru faza urmatoare (Figura 3.3). Comunicatia poate fi complet asincrona.

Eficienta acestei paradigme depinde direct de echilibrarea etapelor de calcul. Robus-
tetea acestei paradigme In cazul unei reconfigurari a sistemului poate fi obtinuta prin
furnizarea mai multor cai independente intre etape.

Mai multe despre proiectarea aplicatiilor de acest tip sunt descrise in Sectiunea 4.8.

3.5 Divide&impera

Abordarea divide&impera este bine cunoscuta din dezvoltarea algoritmilor secventiali.
O problema este impartita in doua sau mai multe subprobleme. Fiecare dintre aceste
subprobleme este rezolvata independent si rezultatele lor sunt combinate pentru a se
obtine rezultatul final. In general, subproblemele sunt doar instante de dimensiuni mai
mici ale problemei initiale, ajungandu-se la o solutie recursiva. Subproblemele pot fi
rezolvate in paralel, ele nefiind interdependente; nu este necesara nici o comunicatie intre
componentele care lucreaza la subprobleme diferite. Se pot identifica trei operatii generice
principale: divide, calculeaza si compune. Calculului i se poate asocia o retea de calcul
de tip arbore, componentele care executa operatiile de calcul fiind asociate nodurilor
terminale acestui arbore. Nodurile intermediare realizeaza doar operatii de divizare si
combinare.

Paradigma “master/slave” poate fi considerata a fi o forma degenerata a paradigmei
divide&impera, in care descompunerea problemei este realizata inaintea asignarii com-
ponentelor de calcul, iar operatiile de divizare si de compunere sunt executate doar de
master.

Componentele pot fi generate la executie si adaugate unei cozi de executie gestionate
de un procesor manager sau distribuite mai multor cozi de executie aflate in sistem.
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3.6 Alte clasificari

In literatura de specialitate existenta sunt mai multe clasificari ale programelor paralele
pe baza paradigmei. De exemplu, In [84] se prezinta o clasificare a programelor paralele
bazata pe patru clase principale:

R e

pipeline gi aplicatii bazate pe structura inel;
divide&impera;
“master /slave”;

aplicatii bazate pe paralelismul datelor.

O clasificare teoretica este prezentata in [147], prin care se identifica urmatoarele
paradigme:

1.
2.
3.

“task-farming”, care este echivalenta paradigmei “master/slave”;
descompunere geometrica, bazata pe paralelizarea structurilor de date;

paralelism algoritmic, care rezulta din fluxul datelor.

Urmatoarea clasificare se bazeaza pe tehnici de descompunere [174]:

1.

Descompunere geometrica: domeniul problemei este impartit in subdomenii si fie-
care componenta executa algoritmul pe cate un subdomeniu.

Descompunere iterativa: se bazeaza pe paralelizarea ciclurilor, pentru cazurile in
care nu exista dependente intre iteratii diferite. In general, aceasta descompunere
se implementeaza folosind o coada de componente de calcul si astfel poate fi consi-
derata facand parte din paradigma ”task-farming”.

Descompunere recursiva: se bazeaza pe descompunerea problemei originale in sub-
probleme pentru care se foloseste aceeasi abordare. Corespunde in mod evident
paradigmei divide&impera.

Descompunere speculativa: se incearca N solutii simultan si se renunta la N — 1
dintre ele de indata ce una a returnat un raspuns plauzibil.

Descompunere functionala: presupune descompunerea aplicatiei in diferite faze, fie-
care faza executand un subalgoritm al problemei date. Poate conduce la paradigma
pipeline, daca fazele se succed secvential gi iesirile unei faze sunt intrari pentru faza
urmatoare.

In [63], este prezentata o clasificare care se bazeaza pe structura temporala a proble-

meil:

1.

probleme sincrone, care corespund unor calcule regulate pe domenii de date regu-
late;
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2. probleme slab sincrone, care considera calcule iterative pe domenii de date geometric
neregulate;

3. probleme asincrone, care sunt caracterizate de paralelism functional;

4. probleme stanjenitor de paralele, care corespund executiei independente a unor
componente independente ale aceluiagi program.

Problemele sincrone si slab sincrone se bazeaza amandoua pe tehnici de descompunere
ale domeniului de date. In urma unor analize pe un numar mare de aplicatii s-a esti-
mat ca aceste doua clase de probleme domina aplicatiile paralele intr-un procent de 74%.
Probleme asincrone, care pot fi de exemplu reprezentate de simularile dirijate de eveni-
mente, reprezinta un procent de 10%. Aplicatiile stanjenitor de paralele care corespund
modelului “master/slave” se regasesc intr-un procent de 14%.

Sumar

Chiar daca nu s-a ajuns la un consens, incercarea de clasificare a algoritmilor para-
leli in functie de paradigma folosita este o problema importanta. Ea poate conduce la
simplificarea constructiei programelor paralele prin incadrarea lor de la inceput intr-o
clasa/paradigma sau alta. Dupa cum am vazut in acest capitol exista mai multe cla-
sificari. Paradigmele: master-slave, work-pool, pipeline, divide&impera si paralelismul
datelor par a fi cele consacrate.



Capitolul 4

Tehnici folosite in constructia
algoritmilor paraleli

Exista cateva tehnici foarte cunoscute, care sunt folosite pentru dezvoltarea algoritmilor
in general. Acestea includ metoda divide&impera, metoda greedy, programare dinamica,
backtracking. Aceste metode reprezinta strategii de rezolvare care sunt frecvent folosite
in dezvoltarea eficienta a algoritmilor. Scopul identificarii acestor tehnici are un dublu
rol. Pe de-o parte de a furniza un cadru stiintific si matematic, care ne poate ajuta in a
rezolva probleme diferite prin mijloace similare. Pe de alta parte, aceste tehnici reprezinta
pentru programator “unelte” necesare si eficiente pentru rezolvarea problemelor.

Constructia unui program paralel presupune partitionarea calculului si precizarea co-
municatiilor necesare, care pot fi extrem de complexe. In general, tehnicile de programare
pentru programarea secventiala includ informatii despre sabloanele necesare organizarii
datelor. In cazul calculului paralel tehnicile incapsuleazi, in general, informatii si despre
sabloanele de comunicatie necesare. Deoarece in cazul unei arhitecturi paralele o problema
importanta o constituie asigurarea unei comunicatii eficiente si efective intre procesoare,
tehnicile au un rol si in specificarea sabloanelor de comunicatie cele mai folosite.

In cele ce urmeazi vom prezenta cele mai cunoscute tehnici de proiectare pentru
algoritmi paraleli si acestea vor fi evidentiate prin exemple. Tehnicile pe care le prezentam
au in vedere in special partitionarea gi de aceea nu vom evidentia diferentele care apar
pentru cazul memoriei distribuite fata de cazul memoriei partajate, sau adaptarile pentru
diferite retele de interconectare pentru fiecare algoritm in parte. Acestea probleme vor fi
analizate la modul general, pe cateva exemple, in ultimele sectiuni ale capitolului.

o7
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Limbajul de descriere a algoritmilor este un pseudocod care contine instructiunile de
baza ale unui limbaj de nivel inalt precum si instructiuni pentru descrierea paralelismului.

e Atribuirea se va simboliza prin «.
Simbolul < se va folosi pentru interschimbarea valorilor a doua variabile.

e Instructiunea alternativa va avea forma:
if expresie logica then
instructiung
else
mstructiung

end if

unde sectiunea else poate lipsi.

e Pentru instructinea de ciclare cu numar determinat de pasi vom folosi instructiunea:

for contor =1i,lf,pas do
mstructiuns
end for

unde contorul ia valori de la valoarea initiala i, la valoarea finala [ f, la fiecare pas
adaugandu-se valoarea pas. Pasul poate lipsi fiind implicit egal cu 1.

e Instructiunea iterativa

while expresie logica do
mstructiung
end while

reprezinta ciclul cu numar necunoscut de pasi si test initial.

Pentru descrierea paralelismului vom folosi instructiunea de compunere in paralel a
doua sau mai multe instructiuni cu sintaxa:

in parallel
mnstructiunsg
end in parallel

unde instructiunile sunt separate prin ,.

Compunerea paralela a mai multor instructiuni se termina atunci cand toate aceste
instructiuni sunt terminate.

Compunerea secventiala a instructiunilor se specifica prin simbolul ;.

mstructiune-1

9
structiuni-2

semnifica faptul ca executia celei de a doua instructiuni incepe doar dupa terminarea
primeia.
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Instructiunea de compunere in paralel poate fi combinata cu instructiunea for, caz
in care se specifica un numar de instructiuni care se executa in paralel. De exemplu,
instructiunea

for i =0,p — 1 in parallel do
C; = a; + bz
end for
descrie adunarea in paralel a doi vectori a si b cu cate p elemente, rezultatul fiind depus
in vectorul c.

Presupunem existenta unei magini paralele virtuale cu memorie partajata si ca accesul
la variabile se va face direct fara precizarea diferentelor dintre variabilele globale si cele
locale. Prin urmare, putem considera ca lucram in contextul unui model PRAM relaxat.
O analiza ulterioara a algoritmilor se poate face pentru diferitele adaptari posibile.

Pentru cazul in care vom dori descrierea unui algoritm bazat pe transmitere de mesaje
vom considera ca fiecare proces este identificat in mod unic gi vom folosi urmatoarele doua
instructiuni:

e send(date, destinatie) — pentru trimiterea unui mesaj format din date catre proce-
sul specificat de destinatie;

e recv(date, sursa) — pentru receptionarea unui mesaj si stocarea lui in date de la
procesul specificat de sursa.

Vom considera ca instructiunea recv se executa prin blocare, adica procesul care o
contine ramane blocat pana cand data este primita de la procesul transmitator. Algorit-
mul va fi parametrizat prin identificatorul de proces si va descrie actiunea fiecarui proces,
incadrandu-se in tipul SPMD.

4.1 'Tehnica paralelizarii directe

Anumite probleme pot fi considerate direct sau stanjenitor paralelizabile (“embarrassingly
parallel computations”), daca calculul asociat lor poate fi impartit direct intr-un numar
de componente independente, care pot fi executate de cate un procesor. Exemple de
asemenea calcule sunt: calculele de tip Monte Carlo folosite pentru selectii aleatoare,
multimile Mandelbrot folosite pentru fractali, procesarea imaginilor la nivel scazut.

Exemplul 4.1 (Aproximarea numarului 7) Un calcul de tip Monte Carlo se reali-
zeaza pentru aproximarea numarului 7 prin urmatoarea metoda:
Se considera un cerc de raza egala cu unitatea inscris intr-un patrat. Are loc urmatoarea

egalitate:
Aria cercului  w(1)?

T
Aria patratului = 2-2 4

Se aleg in mod aleator puncte in interiorul patratului (un numar suficient de mare) i
se aproximeaza numarul 7 cu raportul dintre numarul de puncte care sunt in interiorul
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ALGORITM NUMAR-PI< n,p, pi>
nrint <« 0;
for i =0,p — 1 in parallel do
for j=0,n—1 do
r «— RANDOM(—1,1);
y — Ranpom(—1,1);
if (2 +y? < 1) then
mint «— nint + 1;
end if
end for
end for
pi — 4 xnrint/(n * p)

cercului si numarul total de puncte. Algoritmul paralel va permite fiecarui procesor sa
aleaga aleator n puncte si sa verifice daca sunt in interiorul cercului sau nu.

S-a folosit o functie RANDOM(a, b) care returneaza un numar aleator in intervalul [a, b].
Alegerea aleatoare a numerelor si verificarea lor se paralelizeaza direct, fara probleme.
Complexitatea acestui algoritm este O(n), unde n este numarul de puncte generate aleator
de fiecare componenta. Varianta secventiala a acestui calcul are complexitatea O(np) si
prin urmare acest algoritm este un algoritm foarte eficient: E,(n) ~ 1.

In aceastd varianta, fiecare componenta de calcul citeste si actualizeaza variabila glo-
bala nrint — numarul total de puncte din interiorul cercului. Prin urmare, la un moment
dat o componenta poate dori sa scrie(actualizeze) variabila nrint in timp ce alta cere ci-
tirea ei. Trebuie, deci, impuse reguli care sa asigure consistenta. Pentru a elimina aceste
probleme se poate considera o varianta in care fiecare componenta calculeaza un numar
local de puncte si apoi acestea se insumeaza printr-un algoritm paralel de calculare a
sumei. In acest caz nu mai avem doar paralelizare directa, datorita interactiunii dintre
componentele de calcul, necesare calcularii sumei.

Acest tip de calcul poate fi folosit si pentru aproximarea integralei unei functii date
f(z) pe un interval (a, b), atunci cand integrala nu poate fi calculata numeric. Se foloseste
formula:

b 1 n
Aria = / f(z)dz = lim S, = lim — Zf(xl)(b —a)
a i=1

n—oo n—oo 1, 4

Punctele z; se aleg aleator in intervalul (a,b) gi se calculeaza suma S,,.

Exemplul 4.2 (Rezolvarea unui sistem liniar prin metoda iterativa Jacobi)
Metoda Jacobi de rezolvare a unui sistem liniar A x X = B cu n ecuatii si n necu-
noscute presupune aplicarea iterativa a unui pas de aproximare Jacobi, pornind de la o
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ALGORITM JACOBI< n,t, A[0..n—1][0..n—1], B[0..n—1], X[0..n—1]>
for k=0,t—1 do
for i =0,n — 1 in parallel do
sumali] < 0;
for j —0,n—1 do
if (i # j) then
sumali] < sumali] + Ali][5] * X[J];
end if
end for
sumali] < (Bli] — sumali])/A[d][i];
end for
for i =0,n — 1 in parallel do
X|[i] <« sumali];

end for
end for
aproximare initiala X° = (z0,29,...,2% ;). Formula de calcul a unei noi aproximari este
zh = (bi— (Zj:OSj <n/\j7£i:ai7j>kx§_1)>/aivi
Se obtin astfel aproximiri succesive ale solutiei: X% X' ..., X* .... Procesul de calcul

este convergent daca dupa un numar de k iteratii, vectorul (B—AX*) devine acceptabil de
mic. Terminarea calculelor se face prin compararea a doua valori succesive ale vectorului
X. Este posibil ca procesul de calcul sa nu se termine sau sa avanseze lent, caz in care se
poate stabili un numar maxim de iteratii; algoritmul prezentat foloseste aceasta varianta.

Paralelizarea se poate face simplu datorita faptului ca fiecare variabila X; poate fi
calculata independent, in functie de aproximarea precendenta. Daca dorim aplicarea
pasului de aproximare Jacobi de t ori se obtine algoritmul paralel ALGORITM JACOBI
descris. Este de remarcat faptul ca toate cele n componente care lucreaza in paralel
trebuie sa citeasca cele n valori ale vectorului X; deci este necesara, pentru o executie
eficienta, posibilitatea citirii concurente din memoria comuna. Complexitatea acestui
algoritm este O(tn) i din nou eficienta este maxima. In general, algoritmii care permit
o astfel de paralelizare directa sunt foarte eficienti, nefiind nevoie de nici o interactiune
intre componentele concurente de calcul.

Nu intotdeauna algoritmii sunt atat de ugor de paralelizat si in general anumite tehnici
pot fi utilizate pentru partitionare. In continuare vom prezenta cateva din cele mai folosite
asemenea tehnici.
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4.2 Tehnica arbore binar

Problemele pentru care se poate folosi aceasta metoda aplica in general o singura operatie
unui numar mare de date, iar tehnica consta in impartirea iterativa a domeniului de date
asupra careia se aplica operatia, in parti egale.

Daca un asemenea calcul este realizat secvential, timpul de executie este aproximativ
proportional cu numarul de noduri ale arborelui binar, care reprezinta reteaua de calcul.
Daca este facuta in paralel, calcularea diferitelor ramuri ale arborelui este independenta.
Prin urmare, timpul de executie paralela este aproximativ proportional cu distanta de la
radacina la frunze, in arborele retelei de calcul.

o] (1] X[2] x[3] xK[4] X[5] X[&] X[7]

Figura 4.1: Retea de calcul de tip arbore binar cu adancimea 3, pentru adunarea a 8
numere.

Exemplul clasic pentru aceasta tehnica este suma a n numere, iar reteaua de calcul
echivalenta pentru n = 8 este cea din Figura 4.1.

Operatia de adunare poate fi inlocuita cu orice operatie asociativa (min, max, produs,
etc.), iar numerele pot fi inlocuite cu orice tipuri de date.

Exemplul 4.3 (Suma a n numere) Consideram un sir de numere A[0], A[1],... ,A[n—
1], cu n = 2*. Algoritmul SUMA-1 calculeaza suma celor n numere si o depune in locatia
Al0].

ALGORITM SUMA-1< n = 2% A[0.n — 1]>
for t=1,log,n do
for +=0,n—1 in parallel do
if (i %2'=0A4i+2""1 <n) then
Afi] — A[i] + Afi + 271
end if
end for
end for
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ALGORITHM SUMA-2< n = 2% A[0.n — 1]>
for t =1,log,n do
for :=0,n — 1 in parallel do
if (1 <n/2") then
Ali] — Af2i] + A2i + 1]
end if
end for
end for

Un algoritm echivalent este si algoritmul SUMA-2.

Ce doua variante difera prin locatia in care se depune rezultatul unei sume. In prima
varianta, suma se depune in prima din cele doua variabile insumate; astfel dupa prima
iteratie sumele partiale sunt depuse in locatiile pare, dupa a doua iteratie in locatiile
divizibile cu 4, etc. In cea de-a doua varianti, sumele se depun in primele locatii ale
vectorului A: prima jumatate dupa prima iteratie, primul sfert dupa cea de-a doua, etc.

Complexitatea-timp a acestui algoritm este egala cu O(log,n), iar log, n reprezinta
numarul de pasi paraleli efectuat;i.

Daca consideram un program PRAM si includem in calculul complexitatii si numarul
de citiri si scrieri atunci avem n/2 +n/2? + ...+ 1 = n — 1 citiri i scrieri in memoria
globala. Nu exista citiri si scrieri concurente si prin urmare citirile, respectiv scrierile
executate la un superpas pot fi executate simultan. Prin urmare, complexitatea-timp
poate fi evaluata ca fiind egala cu logy n * (T'(+) + T'(read) + T (write)).

Exemplul 4.4 (Evaluarea relatiilor de recurenta) Tehnica se poate aplica si pentru
probleme pentru care reteaua de calcul arbore binar nu este chiar atat de evidenta.
Consideram relatia de recurenta liniara cu doi termeni, de forma:

T; = Q;Ti—1 + bixi,g, (2 = 2, ce ,n),
care trebuie rezolvata pentru a determina xs, ... x,, atunci cand se cunosc xq si x1, a; si
b;. Folosim notatiile:
1 €T; .
Vi = { } Y- { ],@:2,_..,@.
Lo Ti—1

si prin reformularea ecuatiei in scriere matrice-vector obtinem:
a; bl .
}/'L':MiY;—la M’L:|:0 0:|7(Z:27"'7n);

lx” ]:Yn:MnMnl...Mg[wl]

Tp—1 Zo
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Prin urmare este suficient sa se calculeze produsul a n — 1 matrice 2 x 2 care poate fi
efectuat printr-un calcul de tip arbore binar, cu o complexitate O(log, n).

“Compute-Aggregate-Broadcast” O tehnica de combinatie este asa numita calcu-
leaza-combina-difuzeaza( “compute-aggregate-broadcast”) [126], care este aplicabila pro-
gramelor paralele pe arhitecturi cu memorie distribuita.

Un algoritm paralel construit pe baza acestei tehnici consta din trei faze de baza: o
faza in care se realizeaza calcule cu datele locale, o faza in care se combina rezultatele
partiale obtinute la prima faza si o faza de difuzare, care transmite rezultatul final fiecarui
element de procesare. Faza de calcul variaza de la o problema la alta. Poate fi compusa
doar din calcule ale unor operatii primitive, sau poate fi de complexitatea unui aplicatii
complete. Faza de agregare sau combinare este in general un calcul de arbore binar si
rezultatul final este obtinut intr-un singur nod — nodul radacina. In final, ultima fazi
transmite rezultatul fazei de combinare, tuturor celorlalte elemente de procesare printr-o
comunicatie de tip difuzare (“broadcast”). Un exemplu pentru aceasta tehnica este algo-
ritmul prezentat in Exemplul 4.25 de adunare a n numere folosind p procese p < n, unde
sirul initial se imparte in n/p subsiruri pentru care se calculeaza sume locale in paralel
si apoi acestea sunt insumate printr-un calcul de tip arbore binar. In final, suma totala
poate fi transmisa tuturor elementelor de procesare.

4.3 Tehnica dublarii recursive

Aceasta tehnica impune ca la fiecare pas, fiecare componenta de calcul sa isi dubleze
numarul de elemente pentru care a realizat calculul cerut. Astfel, “progresul” este obtinut
prin dublarea numarului de elemente la fiecare pas.

Tehnica arborelui binar poate fi incadrata in aceasta categorie, caci dupa cum s-
a vazut in exemplul calcularii sumei, la fiecare nivel numarul elementelor care au fost
insumate se dubleaza. Exista insa si alte situatii in care aceasta tehnica poate fi folosita,
cand structura arborescenta nu este asa de evidenta. Vom prezenta in continuare cateva
astfel de exemple, care ilustreaza acest lucru.

Exemplul 4.5 (Rang-in-lista) Se da o lista inlantuita cu n elemente. Se cere sa se
calculeze pentru fiecare element rangul lui in lista. Rangul unui element in lista se
defineste ca fiind numarul de elemente de la el la sfarsitul listei. Astfel, primul element
din lista are rangul n, cel de-al doilea are rangul n — 1, iar ultimul are rangul 1.

Pentru a rezolva aceasta problema, consideram ca fiecare element este atribuit unui proce-
sor. La inceput fiecare procesor p; cunoaste doar elementul imediat urmator elementului
sau, notat cu urmator[i] (cu exceptia ultimului procesor pentru care urmator(n — 1) =
—1). Lafiecare pas procesorul p; isi actualizeaza urmator[i] cu valoarea urmator[urmator|i]].
Daca la pasul k fiecare procesor cunoaste elementul aflat la distanta x, la urmatorul pas
va cunoagte elementul aflat la distanta 2x. Astfel, se garanteaza ca dupa cel mult [log, n ]|
pasi fiecare procesor va atinge sfargitul listei si astfel va cunoagte rangul elementului sau.
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Figura 4.2: Tehnica “pointer-jumping”

65

ALGORITHM RANG-IN-LISTA< n,urmator|0..n — 1], rang[0..n —1]>
for i =0,n — 1 in parallel do
rangli] « 1;
while (urmator[i] # —1) do
rangli] < rangli] + ranglurmator(il);
urmator[i| < urmator[urmatorli]];
end while
end for
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Acest exemplu foloseste o tehnica care se regaseste in literatura sub numele de “poin-
ter jumping” (saltul de pointer) — Figura 4.2. Poate fi aplicata pentru diferite probleme,
mai ales din teoria grafurilor.

Exemplul 4.6 (Lungimea unui drum in arbore) Consideram un arbore cu n noduri
si dorim sa gasim distanta de la radacina la fiecare nod, daca se cunoaste pentru fiecare
nod ¢ nodul sau parinte: parinteli]. Radacina are parintele egal cu —1. Algoritmul
foloseste aceeasi tehnica folosita si de algoritmul pentru aflarea rangului unui element in
lista.

ALGORITHM LUNGIME-DRUM< n, parinte|0..n—1], distanta|0..n—1]>
for 1 =0,n — 1 in parallel do
distantali] < 1;
while (parinte[i] # —1) do
distantali] « distantali] + distanta[parinteli]];
parinteli] < parinte[parintelil];
end while
end for

Exemplul 4.7 (Arbore de acoperire de inidltime minima) In cazul grafurilor, poate
fi folosita asa numita tehnica de dublare a arborelui de acoperire. Fie graful orientat
G = (X, E) cu n noduri. Se incepe prin a considera toti arborii a caror radacina este un
nod al grafului initial si au Inaltimea 1. Adica pentru fiecare nod z al grafului, arborele cu
radacina = contine toate nodurile y pentru care (z,y) este arc in graful G. Apoi, pentru
fiecare arbore de acest fel se realizeaza urmatoarea operatie: nodurile frunza se inlocuiesc
cu arborii corespunzatori acelor noduri (care au radacina un nod frunza) si dupa aceasta
se elimina nodurile duplicate, daca acestea exista. Daca aceasta operatie se repeta, dupa
cel mult [log,n| pasi se ajunge la solutie: arbore de acoperire minim.

In Figura 4.3 se ilustreaza aceasta tehnica pentru graful cu 6 noduri prezentat in
Figura 4.3 (a). Se incepe cu arborii care au radacini nodurile din G gi au inaltimea 1
— Figura 4.3 (b). Dupa primul pas se obtin arbori cu inaltime cel mult 2; se elimina
duplicatele (notate cu X pentru fiecare arbore rezultat) — Figura 4.3 (c). Se verifica
apoi daca nu s-a ajuns la un arbore de acoperire (toate nodurile sunt continute). Pentru
exemplul considerat, primul arbore reprezinta un arbore de acoperire cu radacina primul
nod al grafului.

Operatia efectuata la un pas, se poate executa in paralel pentru fiecare arbore, iar
adancimea arborilor obtinuti de dubleaza la fiecare pas. Pentru reprezentarea arborilor
se pot folosi liste de adiacenta. La fiecare pas, lista de adiacenta a fiecarui arbore se
modifica prin combinarea ei cu listele de adicenta ale arborilor ale caror radacini sunt
frunze in lista respectiva.
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N
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A3 Bhe
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Figura 4.3: Construirea arborelui de acoperire minim. (a) Graful orientat pentru care se
construiegte arborele de acoperire minim; (b) primul pas — arborii de inaltime 1 initiali;
(c) pasul doi — arbori de inaltime cel mult 2, dintre care primul este un arbore de acoperire
(cu X sunt notate nodurile care se repeta si trebuie eliminate).

Aceasta tehnica poate fi folosita si pentru alte probleme din teoria grafurilor, cum
este determinarea celui mai scurt drum intre oricare doua noduri.

4.4 Contractia arborescenta

O tehnica aplicabila pentru efectuarea in paralel a anumitor operatii pe arbori, pentru
care fiecare nod interior are cel putin doi fii, este contractia arborescenta [120]. In ge-
neral, se au in vedere arbori cu radacina, pentru care se calculeaza o valoare asociata
cu nodurile arborelui. Aceste valori trebuie sa aiba proprietatea ca valoarea in nodul v
depinde de intregul subarbore al carei radacina este v. In general, prin contractia pa-
ralela arborescenta se calculeaza aceste cantitati pentru radacina arborelui. Exemple de
asemenea valori sunt:

e numarul de fii ai lui v;
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e distanta de la v la cea mai apropriata, sau la cea mai departata frunza.

Metoda generala a contractiei arborescente paralele consta in aplicarea repetata a
urmatoarei operatii de simplificare: Se selecteaza toate nodurile arborilor ale caror fii
directi sunt frunze. Se executa in paralel calculul pentru nodurile selectate si apoi se sterg
nodurile frunza.

Cerinta ca fiecare nod interior sa aiba cel putin doi fii asigura faptul ca cel putin
jumatate din numarul total de noduri sunt noduri frunza, la orice pas. Aceasta Inseamna
ca la fiecare pas cel putin jumatate din nodurile arborelui se sterg si prin urmare, cel
mult O(log, n) operatii de simplificare sunt necesare pentru a reduce intregul arbore la
radacina.

Exemplul 4.8 (Distanta la cea mai apropiata frunza) Fie graful 7' cu n noduri, in
care fiecare nod are cel putin doi gi nu mai multi de ¢ fii. Algoritmul DISTANTA-FRUNZA
calculeaza distanta de la radacina la cel mai apropiat nod-frunza.

ALGORITHM DISTANTA-FRUNZA< graful T', distantalv : v nod in T]>

for <toate nodurile v> in parallel do
distantalv] < 0;
end for
while (< radacina are fii >) do
<se marcheaza toate nodurile frunza>;
<se marcheaza toate nodurile ale caror fii sunt noduri-frunza>;

for <toate nodurile v ale caror fit 21, 29, . . . 2. sunt frunze> in parallel do
distantali] < 1 + min(distantalz], ..., distantalz.]);
end for

<se gterg toate nodurile frunza>;
end while

Pentru arbori cu proprietatea ca fiecare nod intern are exact doi fii, s-a dezvoltat
o varianta mai concreta a contractiei arborescenta bazata pe o operatie numita “rake
(shunt)” [101, 2].

Presupunem ca avem un arbore binar 7' cu radacina r, parintele fiecarui nod v, v # r,
fiind notat cu p(v). Toate nodurile interne ale arborelui 7" au exact doi fii. Operatia de
baza rake se defineste astfel:

Daca u este frunza cu p(u) # r, atunci se elimind din T nodurile u si p(u) si se
conecteaza fratele lui u la p(p(u)).

Operatia se va aplica repetat pana cand se ajunge la un arbore cu trei noduri.
Operatiile rake care nu folosesc noduri comune pot fi executate in paralel.

In algoritmul CONTRACTIE-ARBORESCENTA, parintii nodurilor afectati de operatiile
rake nu sunt adiacenti si la fiecare iteratie numarul frunzelor scade la jumatate. Deci,
dupa [log, n + 1] operatii, toate frunzele cu exceptia primei si ultimei, dispar.
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ALGORITHM CONTRACTIE-ARBORESCENTA< T, p, b>

< se eticheteaza toate frunzele in ordine de la stanga la dreapta,
excluzand frunza cea mai din stanga si cea mai din dreapta;
se memoreazd aceste etichete in tabloul A de dimensiune n >
for i = 1, [logyn + 1] do
<aplica operatia rake in paralel elementelor Ayqq (cu indice impar)
care sunt descendenti stangi>;
<aplica operatia rake in paralel elementelor ramase in Apqq >;
A — Acpen {Acven contine elementele cu indice par}
end for

Exemplul 4.9 (Evaluarea expresiilor aritmetice)

Algoritmii secventiali uzuali pentru evaluarea expresiilor aritmetice asociaza (implicit
sau explicit) unei expresii aritmetice un arbore binar de evaluare.

Consideram ca avem asociat pentru expresia F un arbore binar Tg cu radacina r,
astfel incat fiecare nod intern v reprezinta o operatie binara ® € {+, —, , /}, iar fiecarei
frunze u 1i este asociata o constanta (sau un operator unar) val(u). Daca pentru fiecare
nod v notam cu T, subarborele cu radacina v, atunci algoritmul secvential de evaluare a
expresiei E se bazeaza pe urmatoarele relatii:

1. val(E) = val(Tg),
2. val(Tg) = val(T,) ® val(T,), unde u i v sunt descendentjii radacinii,
3. val(T,) = val(u), Vu frunza.

Pentru algoritmul paralel, consideram mai intai cazul simplificat in care ® € {+, x}.

Ideea algoritmului paralel de evaluare este urmatoarea: se asociaza fiecarui nod wv,
diferit de radacina o eticheta (a,,b,) cu semnificatia val(T,) = a, * val(v) + b,, adica
operandul pe care il va trimite acest nod parintelui sau p(v) se va obtine prin calcul in
functie de eticheta. Valoarea val(v) se cunoagte doar pentru frunze. Operatia rake va
modifica etichetele in mod corespunzator, astfel incat in final sa se ajunga la valoarea
expresiei.

Din faptul ca pentru frunze val(T,) = wal(v), rezulta ca putem considera initial
etichetele egale cu (1,0).

Pentru a determina modificarile necesare ale etichetelor pentru operatia rake, consi-
deram un nod intern w cu descendentii u si v §i cu operatia asociata ©:

val(Ty) = ay * val(w) 4+ by = ay [(ay * val(u) + by) ® (a, x val(v) + b,)] + by,

In cazul aplicarii operatiei rake, unul din cele doua noduri u si v, este frunza; consi-
deram ca u, descendentul stang este frunza, deci val(u) = ¢, este cunoscut. Nodul w se
va inlocui cu nodul v, iar nodul u va fi eliminat.
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Obtinem:
t [(@y * €0) 4 by) © (ay * val(v) + by)] + by = a, * val(v) + b,
Prin urmare, putem deduce valoarea noii etichete (a' b, ), in functie de operatorul ©.

v v
Pentru ©® = + avem:

l [(ay % ¢4) + by) + (ay * val(v) + by,)] + by = a, * val(v) + b,

!
{av:aw*av

b;:aw(au*cu+bu+bv)—l—bw

si deci

Pentru ©® = * avem:

(o [(@ % €4) + by) * (ay % val(v) 4 by)] + by = a, * val(v) + b,
si deci
U, = Gy * Ay (Qy * Cy + by)
b, = by * Gy (ay * ¢y + by) + by

In final, se va ajunge la un arbore cu trei noduri, pentru care evaluarea se face direct:
val(Tg) = val(r) = (aycy + by) © (apcy + by)

In Figura 4.4 se evidentiaza pasii pentru calcularea expresiei F = ((2 % 3) + (4 + (5 *
6))) * 2 = 80.

Daca consideram expresii care contin i operatorii —, / atunci etichetele vor fi formate
din matrici (M) de ordin 2 initializate cu matricea unitate. Valoarea care se va trimite

parintelui unui nod v va fi:
myval(v) + myo

maorval (v) + mos’

unde m;; sunt elementele matricei eticheta.
Pentru operatia rake cu frunza-stanga u cu valoarea ¢, nodul intern w si nodul frate v
al lui u, transformarea etichetei pentru v se va face pe baza formulei M’ (v) = A x M(v),

unde:
(
L c daca ® = +
0o1)’

c 0 o
<O 1), daca ©® = x

-1 ¢ oo
0 1), daca ©® =

0 ¢ .o
\<10), daca ©® =/

Daca se foloseste frunza-dreapta la operatia rake, atunci se procedeaza in mod similar,
modificandu-se matricea A pentru ultimele doua operatii care sunt necomutative.

Complexitatea-timp pentru evaluarea unei expresii aritmetice, in paralel, folosind me-
toda contractiei, este de O(log,n), unde n este numarul de noduri ale arborelui binar
corespunzator expresiei.
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(b)

(c) ()

EWC/@\(@ "
2

(E)

Figura 4.4: Operatiile rake pentru calcularea expresiei E = ((2%3) 4 (44 5%6)) %2 = 80.
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4.5 Tehnica reducerii ciclice par-impar

Tehnica reducerii ciclice par-impar a fost introdusa de Hockney si poate fi utilizata pentru
rezolvarea unei game largi de relatii de recurenta. Se aplica aceleiasi clase de probleme
ca gi dublarea recursiva si faciliteaza cresgterea vitezei de calcul. Si aici un rol esential
il are ideea reformularii calculului (modificarea retelei de calcul) cu scopul evidentierii
operatiilor care pot fi executate independent - deci in paralel.

Pentru a exemplifica aceasta tehnica vom considera o relatie de recurenta liniara
simpla:

T; = Q; + bi$i_1
unde a;, b;, i = 1,...,n sunt numere reale cunoscute si o = « este de asemenea cunoscuta.
Se cere calcularea numerelor z1, xo, ..., T,.

Un caz particular al acestei recurente este x; = a; + b;x;_1 cu b; = 1, care permite
calcularea sumelor a; +as+. ..+ a;. Deci si pentru problema sumei se poate folosi aceasta
tehnica.

Consideram pentru uniformitate si urmatoarele notatii:

ag=a,a; =0, <0
b; =0, <0.

Aplicand relatia pentru x;_;, obtinem:

z; = a; + bj(a;—1 + bi_17,-9).
(1)

Notam a; ’ = a; + bia;—; s bz(-l) = b;b;_1 si astfel relatia de mai sus devine:
T; = agl) + bgl)xi_g.
Se aplica aceasta noua relatie pentru x;_» si avem
x; = agl) + bz(-l)(agi)l + bgi)lxi_4) = az(-g) + bz(?)xi_4.

Continuand in acelasi mod obtinem exprimari succesive a lui x; in functie x;_1, x;_9, T;_4,
A 0 . 5 (0 .
... Notand ¥ = a; si b — b; avem relatiile:
(] ¥ 3

; . —1 —1
b9 — o,

pentru orice p > 0. Dupa cel mult k pasi — (k = |logyi] + 1) — indicele i — 2*~! va deveni

. . k
0 sau negativ si ag_)Qk,l

k = |logyi] + 1 pasi:

va deveni egal cu a sau 0. Prin urmare, rezultatul z; se obtine in

(»)

In Figura 4.5 se poate vedea modul de calcul pentru n = 4 al termenilor b, si al

(»)

(b) in cazul calculului direct i (a) in cazul folosirii tehnicii de reducere

ciclica par-impar. In final 24 = af).

termenilor a
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+ Jay ey

) )+ o

AL PP e

(b)

Figura 4.5: Retele de calcul pentru relatia de recurenta de ordin n = 4. (a) Cazul folosirii
reducerii ciclice par-impar. (b) Cazul calculului direct secventjial.
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ALGORITHM REDUCERE-CICLICA< n = 2",a,b,x >
for id = 0,n/2 — 1 in parallel do

for p=1,r do
if (id <n/2P) then
1 id * 2P;
b =P
al(p) _ az(pfl) + bz(pfl)al(i;;)_l;
end if
end for
end for

if (:=0) then
Ty — by * 20 + ag;
end if

Exemplul 4.10 (Rezolvare sistem tridiagonal) Tehnica reducerii ciclice par-impar
se poate utiliza si pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrice tridiagonala.
Fie sistemul:

by ¢ O 0 X1 dy
(05} b2 Co 0 To d2
0 as bg C3 0 T3 dg
Qp—1 bn—l Cn—1 Tn—1 dn—l
0 O an bn mn dn

Pentru fiecare 7,2 < ¢ < n — 1 avem relatiile:

Qi1 Ti—g + b1 + iy = dig
ai%Ti-1 + bir; + ¢Ti = 4
i1 Ti + bip1 g1 + Cip1Tipe = dip

Prin eliminarea termenilor z; 1 si x;11 se obtine

agl)xi_g + bgl)xi + c(l)xz-Jr2 = dgl).

Utilizand trei ecuatii de acest tip se obtine
agz)xi_4 + bEQ)xi + cgz)xiﬂ = dl(z).

Formula generala este
a(k)xi,Qk + bgk)xz + C(k)xi+2k = dgk)

% 7
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unde coeficientii se obtin din urmatoarele relatii recursive:

A _ 0®
B = oy b0 490
Cl('k+1) - Vz(k)cgi)gka
4o = a0, + a9 50,
unde 1 < k <log, n si
) o)
a(k) _ 7‘(k) G
by b

In final
b P, =d® k= [log,n],Vi:1<i<n.

Algoritmul poate fi implementat folosind o retea de tip fluture, datorita faptului ca

k), bgk), cgk) c(k), se folosesc valorile anterioare cu indici

()

pentru calcularea coeficientilor az(
i — 2P gii+ 2P, pe rand pentru p =0,1,... [log, k].

4.6 Tehnica divide&impera

Metoda “divide&impera” este binecunoscuta din calculul secvential. Rezolvarea proble-
mei se face prin impartirea, de o maniera recursiva, in subprobleme din ce in ce mai
mici, pe cale descendenta, pana la atingerea cazului de baza sau elementar. Se rezolva
subproblemele de la acest nivel, dupa care se combina rezultatele, pe o cale ascendenta.
Prin divizarea in subprobleme, la fiecare nivel, se creeaza un arbore (care este binar daca
descompunerea se face de fiecare data in doua subprobleme). Acest arbore este parcurs
descendent cand se efectueaza apelurile procedurii recursive si in sens ascendent, la reve-
nirea din apel. Solutia problemei va fi furnizata, in final, in nodul radacina. In varianta
secventiala, la un moment dat, este parcurs un singur nod al arborelui. Executia paralela
ofera posibilitatea parcurgerii simultane a mai multor noduri, toate de la acelasi nivel.

Pentru multe probleme, tehnica divide&impera conduce la algoritmi similari cu cei
obtinuti prin tehnica arborelui binar. Explicatia acestui lucru este oarecum evidenta daca
tinem cont ca tehnica divide&impera conduce la realizarea unei retele de calcul de tip
arbore binar. Tehnica arborelui binar nu include i parcurgerea descendenta a arborelui,
care este de fapt corespunzatoare descompunerii calculului; de aceea algoritmii bazati pe
tehnica arborelui binar sunt nerecursivi.

Exemplul 4.11 (Sortare prin interclasare)

Sortarea prin interclasare, descompune recursiv secventa initiala A in doua subsecven-
te de dimensiuni aproximativ egale Ay si A;, pentru care se apeleaza acelasi algoritm de
sortare. Etapa de combinare foloseste interclasarea a doua secvente sortate. Complexita-
tea-timp pentru interclasarea a doua secvente sortate de dimensiuni ng si nq, este ng+ny.
Daca n = 2% atunci la nivelul log, n se interclaseaza secvente de dimensiune 1, in paralel;
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la nivelul log, n — 1 secvente de dimensiune 2. La nivelul 1 se interclaseaza secvente de
dimensiune n/2. Complexitatea-timp obtinuta este 2 4+ 22 + ...+ 2% =28 — 2 = O(n).

PROCEDURE INTERSORT(A, n)
if (n > 1) then
IMPARTE(A, n, Ay, ng, A1,n1);
in parallel
INTERSORT (Ag, ng),
INTERSORT (A, n7)
end in parallel
COMBINA (Ag, ng, A1, n1, A, n);
end if

Exemplul 4.12 (Suma) Consideram secventa A de n numere si m = n/p, unde p este

FuncTiON SUMADIV(A,s,d, m)
if (d —s > m) then
i=(s+d)/2
in parallel
Sp «—SUMADIV(A, s,i,m),
s1 <=SuMADIV(A, i+ 1,d,m)
end in parallel
SUMADIV«— 59 + $7;
else
st «— 0;
for i =s,d do
st «— st + alil;
end for
SUMADIV« st
end if

numarul maxim de componente de calcul care pot fi folosite. Pentru calcularea sumei
celor n numere se apeleaza functia SUMADIV cu parametrii actuali (A, 1,n,m).
Acest calcul este echivalent cu cel prezentat in Exemplul 4.25.

Tehnica divide&impera poate fi folosita si pentru o descompunere a calculului pe mai
multe cai nu doar doua.

Exemplul 4.13 (Cautare) Se considera o secventa de n numere A. Se cere cautarea
numarului z in aceasta secventa; daca numarul z se gaseste in secventa, atunci functia
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CAUTAPARALEL returneaza prima pozitie pe care a fost gasit, in caz contrar —1. (Con-
sideram o constanta m,m > 2, care reprezinta numarul minim de elemente pentru care
se apeleaza algoritmul paralel.)

FUNCTION CAUTAPARALEL(A, n, )
if (n > m) then
IMPARTE (A, n, A[0], n[0], A[1], n[1], A[2], n[2]);
for i =0,2 in parallel do
cli] < CAUTAPARALEL(A[i], n[i], z);
end for
if (c[0] # —1) then
CAUTAPARALEL«+ ¢|0];
else
if (c[1] # —1) then
CAUTAPARALEL« n[0] + ¢[1];
else
if (¢[2] # —1) then
CAUTAPARALEL«+ n[0] + n[1] + ¢[2];

else
CAUTAPARALEL«+— —1;
end if
end if
end if
else
CAUTAPARALEL < CAUTASECVENTIAL(A, n, x);
end if

Functia CAUTASECVENTIAL implementeaza o cautare secventiala clasica.
Complexitatea acestui algoritm este O(logsn).

Exemplul 4.14 (Quicksort) Algoritmul de sortare rapida — Quicksort — este printre cei
mai rapizi algoritmi secventiali. Ideea sortarii rapide este simpla si se bazeaza pe tehnica
divide&impera: se imparte secventa initiala A in doua parti; intr-una sunt elementele
mai mici decat un pivot v, iar in cealalta elementele mai mari. Sortandu-se cele doua
secvente, A va fi i ea sortata.

Paralelizarea directa a acestui algoritm conduce la apelul simultan al procedurilor de
sortare a subsecventelor rezultate in urma partitionarii. Totusi si etapa de partitionare
poate fi realizata in paralel si, de fapt, se considera ca o implementare eficienta a sortarii
rapide in paralel, depinde de alegerea unui algoritm paralel eficient de partitionare.
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PROCEDURE QUICKSORT(A, s, d)
if (s < d) then
ALEGE-PIVOT(A, s,d,v);
PARTITIONARE(A, s,d, v, 1,);
in parallel
QUICKSORT(A, s,1, — 1),
QUICKSORT(A, i, + 1,d)
end in parallel
end if

Un exemplu de algoritm paralel de partitionare se obtine daca se considera alegerea
pivotului median (elementul de la mijlocul secventei) si executarea comparatiilor cu acesta
in paralel.

Fiind o tehnica extrem de mult folosita in proiectarea algoritmilor paraleli, divide&im-
pera este recunoscuta ca o paradigma a programarii paralele.

4.7 Algoritmii generici ASCEND si DESCEND

Corespunzator algoritmilor de tip arbore binar se pot defini doi algoritmi generici ASCEND
si DESCEND, corespunzatori traversarii arborelui intr-un sens si in celalalt.

Presupunem cd avem n = 2% elemente date stocate in locatiile T'[0], T'[1], ..., T[n—1].
Notam cu OPER(m, j; U, V') o operatie care modifica datele din locatiile U si V' i depinde
de parametrii m si j, unde 0 < m < n i 0 < j < k. Consideram, de asemenea, functia
bit;j(m) care returneaza al-j-lea bit al reprezentarii numarului m in baza 2.

ALGORITHM DESCEND
for y=k—-1,0,—1do
for < fiecare m pentru care 0 < m <n > in parallel do
if bit;(m) =0 then
OPER(m, j; T[m], T[m + 27]);
end if
end for
end for

Acesti doi algoritmi generici pot constitui un punct de plecare in construirea unui
algoritm paralel pentru o problema data. Daca putem determina instante ale operatiei
OPER care sa implice executarea calculelor cerute de specificatia problemei (i aceasta
implicatie poate fi demonstrata), atunci algoritmul paralel se construieste ugor pe baza
sablonului oferit catre unul din acesti doi algoritmi.
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ALGORITHM ASCEND
for j=0,k—1do
for < fiecare m pentru care 0 < m <mn > in parallel do
if bit;(m) =0 then
OPER(m, j; T[m], T[m + 27]);
end if
end for
end for

In multe cazuri, algoritmii paraleli nu se incadreaza in nici una din clasele de mai sus,
dar pot fi descompusi in secvente de algoritmi care se incadreaza.
Operatia OPER(m, j; T[m], T[m + 27]) poate fi de multe ori privitd ca o aplicatie a
unei perechi de functii (f1, f2):
Tm] — film,j;T[m],Tlm +2])
Tlm +27] — fo(m, j; Tlm], Tm + 27)
Daca complexitatea operatiei OPER este constanta atunci complexitatile celor doi
algoritmi sunt egale cu O(log,n).

Un exemplu simplu si direct de instanta a unui algoritm ASCEND este algoritmul de
calcularea a sumei bazat pe reteaua de calcul arbore binar. Este un algoritm ASCEND
pentru care operatia OPER(m, j; U, V) are urmatorul efect:

U—U
V—~U+V

Exemplul 4.15 (Permutare inversd) Considerdm din nou n = 2* date de intrare. Se
cere permutarea acestora in ordine inversa. Algoritmul DESCEND cu operatia
OPER(m, j;U, V) care interschimba valorile U i V', conduce la permutarea datelor de
intrare in ordine inversa.

Demonstratia se poate face prin inductie dupa k. In mod evident este adevirat daci
k = 1. Presupunem ca este adevarat pentru toti £ < ¢ si demonstram proprietatea
pentru cazul k =t + 1. Cheia demonstratiei este de a considera ca T[i] = 7,0 < i < n.
Daca facem demonstratia pentru acest caz, atunci concluzia va fi adevarata pentru toate
cazurile deoarece valorile numerice ale datelor de intrare nu intervin in calcul. Primul pas
al algoritmului DESCEND modifica doar bitul de ordin cel mai mare al datelor de intrare,
astfel incat acest bit este pentru T'[i] egal cu bitul de ordin cel mai mare al lui n — 1 —i.
Ceilalti biti de la 0 la ¢ nu se modifica si de asemenea bitii de la 0 la ¢ ai numerelor
{0,...,n/2— 1} sunt aceiagi ca si ai numerelor {n/2,...,n—1}. Urmatoarele iteratii ale
algoritmului corespund aplicarii algoritmului in cazul £ = ¢, independent, pe secventele
stanga si dreapta ale secventei initiale. Rezulta deci ca, dupa executia algoritmului,
Tiil=n—1-—1.
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Implementarea pe reteaua fluture

Consideram o retea fluture de rang k. Algoritmii ASCEND si DESCEND pot fi adaptati
foarte usor pentru acest tip de retea. Algoritmii corespunzatori vor specifica programul
executat de fiecare procesor.

Presupunem ci avem cele n = 2% date de intrare T'[i],0 < i < n astfel incat T'q]
apartine procesorului dy; al retelei de tip fluture, pentru fiecare ¢ cu 0 < ¢ < n. Varianta
algoritmului DESCEND pe aceasta retea este:

ALGORITHM DESCEND-FLUTURE

for =k—1,0,—1do
< se transmit datele de la procesoarele de rang k — 1 — j catre cele de rang k — j
pe verticala si pe diagonala>
{acum procesoarele de rang k — j de pe coloana m gi m + 27 contin vechile valori
T[m] si T[m + 27]}
OPER(m, j; T|m], T[m + 27));

end for

Pentru algoritmul ASCEND presupunem ca data T'[i] apartine procesorului dj; al
retelei de tip fluture, pentru fiecare ¢ cu 0 < ¢ < n. Varianta algoritmului ASCEND pe
aceasta retea este:

ALGORITHM ASCEND-FLUTURE

for j=0,k—1do
< se transmit datele de la procesoarele de rang k — j catre cele de rang k — j — 1
pe verticala si pe diagonala>
{acum procesoarele de rang k — j — 1 de pe coloana m si m + 27 contin vechile valori
T[m] si T[m + 27]}
OPER(m, j; T[m], T[m + 27]);

end for

Timpul de executie al celor doi algoritmi originali se multiplica cel mult cu un factor
de multiplicare.

Exemplul 4.16 (Suma) Consideram n = 2% numere A[0],..., A[n — 1] si presupunem
ca avem o retea fluture de ordin k. Dorim sa calculam suma tuturor acestor numere,
iar rezultatul sa fie obtinut in toate procesoarele de rang k. Daca consideram algoritmul
ASCEND cu operatia OPER(m, j; U, V) instantiata astfel incat

U—~U+V
V—U+V
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obtinem in final ca locatiile A[i] vor contine suma totala. Diferenta, fata de algoritmul
pe reteaua arbore binar pentru suma, este ca rezultatul se obtine in toate procesoarele
de rang k, nu doar intr-un singur procesor radacina.

Implementarea pe reteaua hipercub

Consideram o retea hipercub de ordin n = 2% i ci datele de intrare T[0],...,T[n — 1]
sunt asociate fiecare nodului cu indicele corespunzator din hipercub.

Implementarea celor doi algoritmi pe aceasta retea se poate face simplu adaptand cei
doi algoritmi.

ALGORITHM DESCEND-HIPERCUB
for y=k—-1,0,—1do
for < fiecare m pentru care 0 < m < n> in parallel do
if bit;(m) =0 then
<procesoarele din nodurile m si m + 27 interschimbd
valorile datelor pe care le confin> ;
OPER(m, j; T[m], T[m + 27]);
end if
end for
end for

ALGORITHM ASCEND-HIPERCUB
for j=0,k—1do
for < fiecare m pentru care 0 < m < n> in parallel do
if bit;(m) =0 then
< procesoarele din nodurile m si m + 27 interschimbd
valorile datelor pe care le confin> ;
OPER(m, j; T[m], T[m + 27])
end if
end for
end for

Implementarile algoritmilor ASCEND si DESCEND pe hipercub sunt mai directe decat
cele pe reteaua fluture. Ele sunt implementari eficiente ale acestor doi algoritmi generici.
In concluzie, algoritmii care se incadreaza in cele doua clase descrise de catre algoritmii
generici ASCEND si DESCEND pot fi implementati eficient pe retelele fluture si hipercub.
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4.8 Tehnica calculului sistolic (pipeline)

Una dintre cele mai folosite paradigme pentru programarea paralela pe arhitecturi cu
memorie nepartajata este calculul sistolic. Conceptul cheie al algoritmilor sistolici este
descompunerea intregului calcul in subcomponente care sunt atribuite cate unui element
de procesare. Comunicatia datelor de-a lungul elementelor de procesare se face intre
elemente vecine. Se pot considera doua proprietati importante ale calculul sistolic:

i. localizarea comunicatiilor care impune ca fiecare element de procesare sa comunice cu
o multime mica de alte elemente de procesare,

il. structura de comunicatii requlata.

In cazul conectérii elementelor de procesoare pe o singura dimensiune, astfel incat
iegirea unui element de procesare reprezinta intrare pentru urmatorul element de proce-
sare; tehnica este intalnita, in general, sub numele de tehnica pipeline.

Tehnica pipeline se bazeaza pe presupunerea ca o anumita componenta a programului
foloseste rezultatele primite de la precedenta si-si trimite propriile rezultate urmatoarei
componente. Fiecare componenta poate fi atasata unui element de procesare. Daca
aplicatia trebuie executata de mai multe ori, atunci mai multe procesoare pot fi folosite
in paralel, permitand celui de al doilea procesor sa lucreze pe componenta a i-a aplicatiei,
in timp ce primul lucreaza pe a (i + 1)-a, iar al treilea pe a (i — 1)-a, etc.

4 Bl > 4 h
Ps Instanta | Instanta | Instanta | [retanta | Instanta
1y | 200 | 3 | 4 3(f)
Fy Instanta | Instants | Instanta | Instanta | Iretants | Instanta
1 {e) 2ie) 2ie) i {e) Jie) & (e}
F3 Instanta | Instents | Instants | Instanta | Instards | Instants | Instanta
1 {d} 2(d) 3id 4{d) S & (d) Tid)
Py Instanta | Instanta | Instanta | [nstanta | Instanta | Instanta | [nstanta
Lic) | 20ch | 3ic) | 4(c) | 5ic) | 5() [ 7ie)
Fy Irstanta | Instamta | Ingtanta | Ingtanda | Instanta | Instanta | Instanta
1 by 2(k) 3 4 (b} 3l & (k) T
Py | Instanta | [rstanta | Instanta | Instanta | Instanta | Instanta | Instanta
1(a) 21a) 3(a) 4(a) | 5w & (4] T(a)

.

Tirap

Figura 4.6: Tipul 1 de calcul pipeline. Pentru fiecare instanta se executa componentele
de calcul (a), (b), (c), (d), (e), (f). Timpul de executie este proportional cu n + p — 1.

Timpul de executie al unei singure aplicatii pe un calculator pipeline nu e mai mic
decat timpul de executie pe un singur procesor, dar in cazul unui numar mare de executii
ale aplicatiei pe un calculator pipeline cu N procesoare, atunci timpul de executie va fi
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p-l f1
Fs do|di|da|ds|dy
Py dofdi|da|ds|dy|ds
Ps do (| chy|ds|ds|ds|ds
Fa dy | [do|ds|ds|ds|ds|dy
Fi dy | dyfdy|ds|de|ds|ds|dr|dp
Po|do|di|da|ds|ds|ds|ds|ch|ds|cy
—_—
Titng

Figura 4.7: Tipul 2 de calcul pipeline. Fiecare instanta se executa pentru mai multe date
de intrare dy, dy, . . ..

Ps A S Fs A =S
Ey A S Fy LS4
P3 A O3 F3 A 73
Fa &2 B2 L =
P A Sl P A 21
Fol| =p Fa =0
Timp Timp
(a) (b

Figura 4.8: Tipul 3 de calcul pipeline. (a) Componente de calcul egale. (b) Componente
de calcul inegale.
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aproximativ egal cu 1/N din timpul serial necesar (presupunand ca fiecare componenta
a calculului necesita o cuanta de timp egala).

Timpul necesar initializarii unui pipeline este egal cu timpul (7") necesar unei etape
din pipeline pentru a fi executata, multiplicat cu numarul de etape din pipeline. Indati
ce pipeline-ul a fost initializat, fiecare rezultat nou se obtine intr-un timp egal cu T'. De
exemplu, un calculator pipeline cu trei procesoare, fiecare lucrand T secunde, va genera
primul rezultat in 37 secunde, noi rezultate fiind obtinute apoi dupa fiecare 1" secunde.

In concluzie, presupunand ca problema ce trebuie rezolvata poate fi divizata in com-
ponente de calcul secventiale, folosirea tehnicii pipeline conduce la algoritmi eficienti daca
cel putin una din urmatoarele variante este adevarata:

1. Mai mult de o instanta a problemei trebuie sa fie executata — Figura 4.6.

2. O serie de date(elemente) trebuie procesate, fiecare procesare necesitand operatii
multiple — Figura 4.7.

3. Daca informatia necesara inceperii urmatoarei componente de calcul poate fi trans-
misa 1nainte ca procesul curent sa isi finalizeze executia — Figura 4.8.

Vom prezenta exemple care corespund celor trei tipuri si pentru care vom considera
programe cu p procese, in care fiecare proces este identificat de catre un indice id, 0 <
1d < p. Toate procesele vor fi executate in paralel.

Exemplul 4.17 (Suma) Dorim sa calculam suma a p numere Zf:_g a¥, pentru n,n > 1
seturi de multimi a¥, 0 < k < n. Pentru aceasta putem folosi un calcul de tip pipeline, cu p

procese, in care fiecare proces citeste(input) de pe cate un suport extern (figier) numarul
k

ay corespunzator. Rezultatul fiecarei sume este scris(output) tot pe suport extern, de

ALGORITHM SUMA< id>
input(numar);
if (id > 0) then
recv(accumulator,id — 1);
else
acumulator « 0;
end if
acumulator < acumulator + numar;
if (id<p—1) then
send(accumulator,id + 1);
else

output(acumulator);
end if

catre ultimul proces. Fiecare proces cu identificatorul id va executa subprogramul SUMA
de n ori — este prin urmare o exemplificare a primului tip de calcul pipeline.
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Exemplul 4.18 (Generare numere prime) Pentru generarea numerelor prime mai
mici decat un numar dat m se poate folosi un algoritm paralel de tip pipeline, bazat pe
ideea “ciurului lui Eratostene”. Primul numar: 2 este introdus in pipeline si retinut in
primul proces, fiind numar prim. Cel de-al doilea numar intra in pipeline si se verifica
daca se divide cu valoarea din primul proces, iar daca nu, este trimis la procesul urmator
care 1l retine. Se continua in acest mod. Daca un numar primit de catre un proces se
divide cu valoare stocata de acesta atunci acel numar se ignora.

ALGORITHM PRIME< id, >
if (id=0) then
input(numar);
else
recv(numar,id — 1);
end if
if x =0 then
X «— numar;
else
if (numar%az #0) then
trimis «— numar;
if (id<p—1) then
send (trimis,id + 1);
end if
end if
end if

Initial argumentul x al fiecarui proces este 0. Procesoarele nu efectueaza acelasi volum
de calcul pentru ca ele nu primesc aceeasi cantitate de numere. La terminarea secventei
este necesara transmiterea unui mesaj de terminare. De aceea, complexitatea nu poate fi
evaluata dupa formula clasica corespunzatoare unui calcul de tip pipeline. Experimental,
se poate insa verifica eficienta acestui calcul.

Exemplul 4.19 (Sortare prin insertie) Consideram o secventa de n numere intregi
care trebuie sortata descrescator. Consideram p = n procese, fiecare dintre ele avand
o valoare stocata local. Initial aceasta valoare este egala cu cel mai mic numar intreg
reprezentabil. Numerele din secventa vor fi “pompate” in pipeline, rand pe rand. La
primirea unei valori, un procesor verifica daca valoarea sa locala este mai mica decat
cea primita, caz in care isi actualizeaza valoarea locala cu numarul primit si trimite mai
departe vechea sa valoare locala. Daca numarul primit este mai mic decat valoarea sa
locala, acesta este pur si simplu trimis mai departe.

Complexitatea algoritmului obtinut este O(n). Sortarea se face in acest caz folosind
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ALGORITHM SORT< id, x>
if (id=0) then
input(numar);
else
recv(numar,id — 1);
end if
if (numar > z) then
send(z,id + 1);
T = numar;
else
send(numar,id + 1);
end if

un singur ciclu. In cazul in care nu exista suficiente procesoare pe care sa se mapeze cele
n procese, acestea pot fi grupate mai multe pe acelasi procesor.

Exemplul 4.20 (Rezolvare sistem liniar triunghiular) Fie A o matrice triunghiu-

lara de de ordin n si B un vector cu n elemente. Se cere rezolvarea sistemului liniar
Ax X =B:

@0,0T0 = by
a1,0%To + a1,171 =b
Q2,0%T0 + A21T1 + G22%2 = by
Ap—1,000 + Q1171 + Ap_12T2 + ... + Ap_1p1Tp—1 = by

Pentru rezolvarea sistemului folosim substitutia inapoi si se obtine mai intai z:

bo
€Ty = )
Q0,0

apoi x1, folosind valoarea xo deja calculata:

by — a1,0%0
Ty = —)"-.
ai

Se continua in acest mod pana cand se obtine z,_1:

n—2

p—1,n—1

Tn—1 =
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ALGORITHM SISTEM< id, z,a,b>
suma «— 0;
if (id=0) then
[0}  b[0]/a[0][0];
send(x[0], 1);
else
for 1 =0,id — 1 do
recv(x[i],id — 1);
send(z[i],id + 1);
suma «— suma + alid][i] * x[i];
end for
x[id] < (blid] — suma)/alid][id);
send(zid], id + 1);
end if

Prima componenta a solutiei pipeline calculeaza x( si trimite valoarea xy urmatoarei
componente. Aceasta calculeaza x; si trimite mai departe atat pe xy cat si pe x1. Acest
tip de calcul se incadreaza in tipul 3 de pipeline cu componente inegale. Componenta a
doua poate trimite valoarea xo componentei a treia inainte de a calcula valoarea pentru
x1 si astfel componenta a treia poate incepe calculul inainte ca si componenta a doua sa
il termine. In acest fel se obtine paralelismul.

Fiecare procesor executa procedura SISTEM doar o singura data, nu este un apel
repetat ca si in cazul celorlalte tipuri de calcul pipeline.

In cazul conectirii elementelor de procesoare pe doua sau mai multe dimensiuni se
ajunge la tablour: sistolice. S-au dezvoltat numerosi algoritmi paraleli pentru aplicatii
din analiza numerica, teoria grafurilor si procesarea imaginilor care se bazeaza pe aceasta
tehnica.

Exemplul 4.21 (inmul“gire matrice) Consideram un tablou sistolic de n x n procese,
conectate intr-o retea de tip grila, si doua matrice patratice A si B de dimensiune n X n.
Procesele sunt identificate printr-o pereche (i, j),0 < i, j < n. Matricea produs C' = Ax B
se poate obtine folosind un algoritm sistolic. Elementele matricei A sunt “pompate” pe
linii, iar elementele matricii B sunt ”pompate” pe coloane. Elementul C|[i, j] se obtine in
procesul (i, j).

Initial argumentul ¢ este egal cu 0 in toate cele n? procese. Argumentul ¢ din procesul
(,7) reprezinta elementul C[i,j]. Operatiile de intrare ale elementelor ali, j] si b[i, j]
trebuie sa se faca cu o Intarziere intre doua linii, respectiv coloane, consecutive — Figura
4.9.

In general, programele dezvoltate pe baza acestei tehnici sunt implementate pe arhi-
tecturi specifice (sistolice) care sa permita obtinerea eficientei scontate. Totusi ea poate fi
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Figura 4.9: Inmultire matriceald pe un tablou sistolic.

ALGORITHM PRODUS_MATRICE< 1, j, >
if (j=0) then
input(a);
else
recv(a, (i,j — 1));
end if
if (:=0) then
input(b);
else
recv(b, (i —1,7));
end if

c—c+axb
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folosita si ca tehnica generala de partitionare, aplicabila si pentru alte modele de sisteme
de calcul paralel. Eficienta in acest caz depinde de granularitatea aplicatiei obtinute in
raport cu granularitatea sistemului si de timpul necesar comunicatiei intre doua procese
vecine.

4.9 Tehnica par-impar

O tehnica foarte simpla, care s-a dovedit a fi Insa eficienta in multe cazuri, consta in sepa-
rarea calculelor asupra datelor cu indice par de cele cu indice impar. Aceasta separare a
operarii asupra elementelor cu indice impar de cele cu indice par poate determina marirea
numarului de operatii independente — deci care se pot executa in paralel — prin inlaturarea
dependentelor care exista intre elementele consecutive. Este o tehnica care se aplica in
special pentru algoritmi de sortare bazati pe operatii de comparare-interschimbare, dar
nu numai.

Exemplul 4.22 (Sortare par-impar) Considerand o secventd A de n numere dorim
sortarea acesteia in ordine crescatoare. Sortarea par-impar foloseste ca operatie de baza
comparatie-interschimbare intre doua elemente succesive. (Este un algoritm derivat din
algoritmul corespunzator metodei de sortare secventiala “Bubble-Sort”.)

3 e p] 6 2], J1 1 eyl 7 5 eyl O
3 6 |lqpl ! 2 |yl 4 7 eyl 0 5
3 eyl ! 6 |ep] 2 4 lep] O 7 len] 3
1 3 el 2 6 lepl 0 4 lepl 3 7
Uy 2 3, o 6 lepl 4 5 ey 7
1 2 e pl O 3 eyl 4 6 | |5 7
T eyl © 2 lepl 3 4+ eyl 3 6 le.nl 7
0 PN E 3 |epl ? 5 el © 7

Figura 4.10: Sortare prin transpozitie par-impar.

La prima etapa, elementele cu indice par sunt comparate cu cele din dreapta lor,
iar unde este necesar se fac si interschimbarile corespunzatoare. La urmatoarea etapa, se
compara elementele cu indice impar cu elementele din dreapta lor si se fac interschimbarile
necesare. Figura 4.10 evidentiaza aceste etape.

Prin aceasta separare intre elementele cu indice par de cele cu indice impar, se asigura
faptul ca un element nu este folosit la o etapa in mai mult de o comparatie si de asemenea
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ALGORITHM SORTARE_PAR_IMPAR< n, A[0..n — 1]>

for £ =0,[n/2] do
{ pas par}
for i =0,n — 1,2 in parallel do
if i+1<nAA[i]> Ali+1] then
Ali) > Ali +1);
end if
end for
{ pas impar}
for i =1,n— 1,2 in parallel do
if i+1<nAA[i]> Ali+1] then

Ali] « Ali +1];
end if
end for
end for
2 458|] 1367
L______E _______ et ____,: indici pari
interclasare G L :
indici impari
' i
[1256] [34 78]

A 4

compara-interschimba |_
2,

| 1

Figura 4.11: Interclasare par-impar a doua liste sortate.
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ca, la fiecare etapa se fac numarul maxim de interschimbari posibile. La fiecare etapa
formata din operatii de comparare-interchimbare intre elementele pare urmate de operatii
de comparare-interchimbare intre elementele impare (pas par urmat de pas impar), un
element “mare” se deplaseaza cu 2 pozitii. Prin urmare dupa n/2 etape cu siguranta
secventa va fi sortata. Fiecare etapa are complexitatea-timp egala cu 2 si prin urmare
complexitatea-timp de sortare este O(n).

Exemplul 4.23 (Sortare prin interclasare par-impar) Tehnica par-impar poate fi
folosita si pentru a imbunatati algoritmul paralel de sortare prin interclasare descris in
Exemplul 4.11. Interclasarea care este necesara pentru combinarea a doua subsecvente
ordonate se va face de aceasta data prin operatii de comparare-interschimbare intre ele-
mentele de pe pozitiile impare, respectiv intre cele de pe pozitiile pare — Figura 4.11. Daca
interclasam elementele cu indicii impari din cele doua secvente simultan cu interclasarea
elementelor cu indicii pari, obtinem doua secvente ordonate care pot fi apoi combinate
prin operatii de interschimbare executate simultan. In acest mod, timpul necesar inter-
clasarii devine logaritmic, iar complexitatea-timp a sortarii prin metoda de interclasare
par-impar devine O(logg n). Algoritmul de sortare prin interclasare par-impar a fost pro-
pus de catre Batcher si reprezinta un algoritm de sortare paralela eficient din punct de
vedere al costului.

Exemplul 4.24 (Rezolvarea unei ecuatii diferentiale prin metoda iterativa
Gauss-Siedel) Criteriul par-impar se poate extinde gi la cazul bidimensional, caz in
care consideram vecinii directi ai unui punct, separati in doua submultimi distincte. Un
exemplu elocvent este algoritmul Rosu-Negru folosit pentru aproximarea solutiei unei
ecuatii diferentiale in plan.
Fie ecuatia Poisson
Pu  0Pu
02 oy

si conditia de marginire u(x,y) = ug(x,y) pe o curba C.

a,

Daca consideram regiunea de derivare divizata in dreptunghiuri de dimensiune 0z = h
si 0y = k si reprezentam coordonatele grilei prin = = ih §i y = jk, atunci se pot face
urmatoarele aproximari:

82u Uit15 — 2Uij + Ui—15

O0x? h? ’

unde u;; = u(ih, jk), iar
@Zu Uij41 — 2uij + Us5—1
oy? h? '

Daca h = k, se obtin ecuatiile de aproximare cu diferente finite pentru ecuatia Poisson:

1
Ujj == Z(Uzelj + Uiy1j + Uijo1 + Ui — Qi)
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@ W Valori ale iteratiel curente

@ o @ [ WValoriale iteratiel anterioare

Figura 4.12: Actualizarea aproximarilor in metoda Jacobi.

Metoda Jacobi punctuala este definita de iteratiile

1
1
5? )= Z(Uz@lj + “z@lj + g + “z(ﬁl — aij)

si se Incadreaza in problemele direct paralelizabile. Toate punctele pot fi actualizate
simultan. Este necesara memorarea unei copii a situatiei anterioare a grilei.

e W Valori ale iteratiel curente

e o @ [0 Valoriale iteratiel anterioare

y Waloriale iteratiel curente,

deja calenlate
Figura 4.13: Actualizarea aproximarilor in metoda Gauss-Seidel.

In procesul iterativ se actualizeaza numai punctele interioare grilei. Conditiile de
frontiera sunt in principiu de doua tipuri:

- Se specifica valorile functiei u(z,y) pe frontiera domeniului de integrare (problema
Dirichlet).

- Se specifica valorile derivatelor functiei u(x,y) pe frontiera domeniului de integrare
(problema Neumann).

(p)

iy -

O extensie naturala a metodei Jacobi este algoritmul Gauss-Seidel, care utilizeaza

Ambele pot fi tratate prin alegerea unor coeficienti specifici pentru exprimarea lui u

cele mai recente valori calculate pentru u, din partea dreapta a punctului curent al grilei.
Avantajul fata de metoda anterioara consta in faptul ca nu mai este necesar sa se stocheze
ultima valoare a lui w;; si se ajunge si la o convergentd mai rapidd. Iteratia in cazul
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Gauss-Seidel este definita prin

1
41 41 11
Uz(f )= Z(Ug—l) + ngiu) + uz(?ll + uz(‘ﬁ—)lj - aij)-

L2314 5|6|7
2|3 (4|56 7
21415067
415167
51617

617

5

Figura 4.14: Avansarea frontului de aproximari in metoda Gauss-Seidel.

Metoda presupune o anumita ordine si un front diagonal de lucru, precum se arata in
Figura 4.14. La primul pas, punctul 1 este actualizat pe baza conditiilor de marginire si
estimarilor initiale pentru punctele 2. La pasul doi, punctele 2 sunt actualizate simultan
utilizand estimarile punctelor 3 si valoarea calculata pentru punctul 1. La al treilea pas,
punctele 3 sunt actualizate si simultan se poate actualiza punctul 1 a doua oara, deoarece
informatia despre acesta aproximare nu mai este necesara. Prima iteratie evolueaza ca
un val in grila, iar urmatoarele valuri sunt iteratiile care o succed.

Figura 4.15: Colorarea grilei de noduri in cazul metodei rogu-negru.

Se prefera ca in loc sa existe mai multe niveluri in curs de calculare, sa se opereze doar
la doua niveluri — metoda rosu-negru. Pentru aceasta se considera nodurile a fi colorate in
rogu si negru. Asga cum se observa in Figura 4.15, colorarea se face alternativ, incepand
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cu prima linie, de la stanga la dreapta. Punctele negre se vor actualiza primele, utilizand
punctele rosii anterioare, iar punctele rosii sunt actualizate folosind ultimele valori din
nodurile negre.

ALGORITHM ROSU_NEGRU< 1, A[0..n—1][0..n—1], U[0..n—1][0..n—1]>
for i =1,n — 2 in parallel do
for 7 =1,n— 2 in parallel do
if (i 4 7)%2 =0 then
ulillj] = (ufi — 1)[3] + uli + 1] + ulilli — 1]+ ufillj + 1] — alil[j])/4
end if
end for
end for
for : =1,n — 2 in parallel do
for j =1,n— 2 in parallel do
if (i+j)%2 # 0 then
wld][j] = (u[t = 1] + wli + 1]+ uldf — 1] + wli]f + 1] — ali][5]) /4;
end if
end for
end for

Punctele negre sunt actualizate la un nivel de iterare, iar punctele rosii la urmatorul
nivel de iterare. Dupa o iteratie, punctele negre sunt la nivelul 1 de iteratie ca si in
cazul metodei Jacobi, iar punctele rosii au fost deja actualizate si sunt la nivelul 2. La
o iteratie, metoda Jacobi actualizeaza toate punctele, iar algoritmul rosu si negru doar
jumatate. Astfel pentru o matrice de n x n procesoare, o problema de dimensiune 2n x n
poate fi rezolvata utilizand metoda Gauss-Siedel in acelasi timp in care o problema de
dimensiune n X n poate fi rezolvata prin metoda Jacobi.

4.10 Prefix paralel — Scan

Fie o secventa S de n elemente si un operator asociativ @ definit pe tipul acestor elemente.
Operatia prefix calculeaza toate “sumele” de forma S; = 51PsoP. . .Ps;, pentrul <z < n.
Calculul secvential al acestei operatii este redat de reteaua de calcul din Figura 4.16.

Operatia prefiz este folosita in multe aplicatii si de aceea analiza paralelizarii ei este
importanta, ea constituind un sablon( “skeleton”) care se aplica in foarte multe aplicatii.
Operatorul @ poate fi orice operator asociativ: plus, ori, minim, maxim, etc. Un exemplu
foarte simplu, care foloseste acest tip de calcul este calcularea factorialelor 1!, 2!, 3!, ... n!l.

Acest calcul este atat de mult folosit incat s-a propus chiar includerea lui ca o primitiva
in modelele PRAM [21]. Exista foarte multe probleme in care aceasta operatie poate
fi folosita; enumeram aici doar cateva dintre acestea: sortare, interclasare, arbore de
acoperire, componente conexe, flux maxim, rezolvare de sisteme liniare.
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s[1]  8[2] S[3] S[n]

Figura 4.16: Reteaua de calcul secvential pentru sumele prefix.

Fiind un calcul atat de des intalnit, s-au dezvoltat mai multe variante de paralelizare,
in incercarea de a se obtine o eficienta cat mai mare. Vom prezenta aici trei dintre
acestea: sus-jos, par-impar si cea elaborata de Ladner si Fisher. O alta varianta este
derivata formal si descrisa in Capitolul 6, Sectiunea 6.3.1. Pentru toate variantele care
vor fi prezentate in continuare, argumentul de intrare este secventa initiala de elemente

. . . A~ v v . /! !
— S[i],1 <i < mn, iar in final aceasta secventa va contine sumele prefix S;,..., 5.

Prefix sus-jos (“upper-lower”)

Acest algorim se bazeaza pe tehnica divide&impera, la fiecare pas secventa initiala de
numere fiind impartita in doua subsecvente de lungimi (aproximativ) egale. Divizarea
se continua pana se ajunge la secvente cu cel mult 2 elemente. Pasul de combinare
impune adunarea ultimului element al primei secvente (cea din stanga) la toate elementele
secventei a doua (cea din dreapta). Reteaua de calcul corespunzatoare pentru n = 8
este redata in Figura 4.17. Complexitatea-timp obtinuta este de [log, n|, considerand
o complexitate procesor de n/2. Numarul total de operatii efectuat de algoritm este
n/2(log, n).
Subalgoritmul PREFIX_PARALEL_UL se apeleaza initial cu a = 1 §i b = n.

Prefix impar-par(“odd-even”)

Si aceasta varianta se bazeaza pe tehnica divide&impera, care este insa combinata cu teh-
nica impar-par. La fiecare etapa (cu exceptia cazurilor in care subsecventele au lungimea
egala sau mai mica decat 4) calculele se impart in doua subetape, una corespunzatoare
indicilor pari si cea de-a doua corespunzatoare indicilor impari.

Algoritmul consta in aplicarea urmatorilor pasi:
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=[1] =z2]  =(3] 5[4]  =[5]  s[e]  S[V] S[E]

L J ¥ Y

5111 8721 ST31 ST41 S[51 ST6] ST7 ST8]

Figura 4.17: Reteaua de calcul folosind algoritmul prefix sus-jos pentru o secventa de 8
elemente.

PROCEDURE PREFIX_PARALEL_UL(S, a, b)
if b—a =1 then
S[b] « Sla] & S[b];
else
if b —a = 0; then
skip;
else
in parallel
PREFIX_PARALEL_UL(S,a, [(b—a)/2]);
PREFIX_PARALEL_UL(S, |[(b—a)/2] + 1,b);
end in parallel
for i =|(b—a)/2] + 1,0 in parallel do
Sli] — S[L(b - a)/2]] @ S[il;
end for
end if
end if
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=11 521 s3] S[4] s6] S[e] 5] (8]

Por (4)

$T1] §7T21 ST3] S7T41 ST51 S76] S7T7 &8

Figura 4.18: Reteaua de calcul folosind algoritmul prefix impar-par pentru o secventa de
8 elemente.

PROCEDURE PREFIX_PARALEL_OE(S, a, b, pas)

if b —a < 4 then
PREFIX_PARALEL_UL(S, a,b);
else
for i« a -+ 2re~1 p, 2r% in parallel do
S[i] « S[i] & S[i — 2res=1;
end for
PREFIX_PARALEL_OE(S, a + 2P*~1 b, pas * 2);
for = a+ 2P* b,2P* in parallel do
S[i] « S[i — 2res=1 @ S[i];
end for
end if
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Imparte secventa in doua subsecvente — una formata din indicii impari, iar cealalta
formata din indicii pari.

Combina elementele impare cu elementele pare imediat urmatoare.

Apeleaza operatia prefix pentru subsecventa formata din noile elemente de pe pozitiile
pare.

Combina elementele nou rezultate de pe pozitiile pare cu urmatoarele elemente de pe
pozitii impare.

In cazul unei secvente de n = 8 elemente, se obtine reteaua de calcul din Figura 4.18.
In acest fel, complexitatea-timp creste, dar calculele pot fi efectuate cu ajutorul a mai
putine procesoare. Pentru n = 4 sau mai mic se foloseste tehnica anterioara.

Complexitatea-timp este 2log,n — 2, folosind tot n/2 procesoare. Algoritmul are
avantajul ca face mai putine calcule (in total 2n — log, n — 2 fata de n/2log, n) i asadar
se poate obtine o complexitate foarte buna cu mai putine procesoare.

Subalgoritmul PREFIX_PARALEL_OE se apeleaza initial cu a = 1, b = n si pas = 1.

Prefix Ladner-Fisher

PiE)

A " r

ST 212l £13) ST4] 915 ST6] ST S8 §78) &10] S0 £T12] £113] £114] §T15] &£16]

Figura 4.19: Reteaua de calcul folosind algoritmul prefix Ladner-Fisher pentru o secventa
de 16 elemente.

Algoritmul urmator a fost propus de R.E Ladner gi M.J Fisher si are avantajul unei
complexitati foarte bune, cu un numar total de operatii scazut [103]. Aceasta conduce la
o eficienta foarte buna gi in cazul folosirii unui numar mai mic de procesoare. Varianta
aceasta combina cele doua de mai inainte.

Se poate face o generalizare prin care se defineste o clasa de algoritmi P;j(n), pentru
suma prefix. Acesti algoritmi se definesc astfel:
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- Pentru j > 1, P;(n) este definit de constructia impar-par(“odd-even”)
folosind P;_1([n/2]).

- Py(n) se construieste pe baza combinarii lui Py([n/2]) cu Py([n/2]) folosind constructia
sus-jos (“upper-lower”).

PROCEDURE PREFIX_PARALEL_LF(S,a,b)

if b —a < 4 then
PREFIX_PARALEL_UL(S, a,b);
else
do in parallel
PREFIX_PARALEL_OE(S,a, [(b—a)/2],1),
PREFIX_PARALEL_UL(S, [(b—a)/2] 4+ 1,b)
end do
for i =|(b—a)/2] + 1,b in parallel do
S[i] <= S[L(b—a)/2]] & Sli];
end for
end if

Vom examina aici doar constructia fundamentali care foloseste Py(n) si Py(n). In
esenta, constructia impar-par se foloseste pentru a construi Pi(n) din FPy([n/2]), iar
constructia sus-jos este folosita pentru a defini Py(n) in functie de Pi([n/2]) si Po([n/2]).

Pentru o secventa de 8 elemente constructia este echivalenta cu cea din cazul sus-jos
deoarece pentru 4 elemente constructiile sus-jos si impar-par sunt echivalente. Pentru o
secventa de 16 elemente reteaua de calcul este data in Figura 4.19.

Adancimea retelei de calcul ramane egala cu [log, n| deoarece pasul de combinare al
constructiei sus-jos poate incepe inainte de finalizarea calculului prefixului obtinut prin
constructia impar-par. Acest lucru este posibil datorita faptului ca in cazul constructiei
impar-par, ultimul element este calculat cu un pas inainte de finalizarea calculelor.

Algoritmul PREFIX_PARALEL_LF prezentat este dat doar pentru a sugera mai clar
solutia; pentru a se obtine complexitatea logaritmica insa, el trebuie transformat astfel
incat ultima intructiune de ciclare for sa inceapa executia cu un pas inainte ca subalgo-
ritmul PREFIX_PARALEL_OE sa isi finalizeze executia. Aceasta ar conduce la inlocuirea
apelului subalgoritmilor cu codul lor i executia in paralel corespunzatoare.

Complexitatea-timp este la fel de buna ca i in cazul primei variante si este de [log,n],
dar are avantajul obtinerii unei eficiente foarte bune si in cazul folosirii a mai putine
procesoare. (Numérul total de operatii este Sy (2%) = 4(2%)— F(2—k)—2F (3+k), S1(2F) =
3(2%) — F(1+ k) —2F(2 + k), unde F(k) este al k— lea element al sirului Fibonacci.)

Numele original al acestei operatii a fost scan. Ladner si Fisher au introdus termenul
de operatie prefix paralel. Operatia prefix a fost introdusa de catre Iverson ca operatie
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pentru limbajul APL [91]. O implementare a acestei operatii pe o retea amestecare
perfecta a fost sugerata apoi de catre Stone [160] pentru a fi folosita la evaluarea polinoa-
melor. Ladner si Fisher au prezentat prima data un circuit eficient pentru implementarea
operatiilor prefix [103]. Wyllie a aratat cum poate fi executata aceasta operatie pe o lista
inlantuita folosind modelul P-RAM [175]. Prefixul paralel a fost studiat si performantele
implementarii lui imbunatatite si de Schwartz [153], Mago [114], Fich [58], Lubachevsky
si Greenberg [113].

4.11 Branch-and-Bound

Exista multe probleme care sunt rezolvate prin cautari intr-un spatiu foarte mare de
solutii posibile. Exemple de acest tip sunt: problema comis voiajorului, a celor n regine,
a proiectarii VLSI, proces care presupune atingerea unui optim in plasarea circuitelor si
traseelor electrice.

Metoda “Branch-and-Bound” construieste solutia pas cu pas, evaluand de fiecare data
solutia partiala obtinuta. Se parcurge un arbore numit arbore de cautare “search-tree”.
Radacina corespunde solutiei initiale, iar fiecare nod neterminal reprezinta o descompu-
nere.

Un algoritm de tip Branch-and-Bound este caracterizat de:

- cum se construieste marginea inferioara pentru valoarea optima;

- cum sunt generate sub-problemele — regula de ramnificare;

- cum sunt alese sub-problemele pentru continuare — regula de selectie;
- cum sunt eliminate cazurile fara speranta — regula de eliminare;

- cum se termina algoritmul.

O posibila descriere a metodei Branch-and-Bound este urmatoarea:

Consideram problema de optimizare P caracterizatd de o multime de solutii posibile
S(P) si de o functie v : S(P) — R. Multimea solutie a problemei S(P) contine toate ele-
mentele din S(P) pentru care valoarea functiei v este optima. Consideram L(P) tehnica
de constructie a marginii inferioare. Notam cu UB un element din S(P) care reprezinta
optimul la un moment dat. O subproblema activa este o subproblema generata care nu
a fost eliminata. La fiecare etapa a calculului exista o multime activa care contine toate
subproblemele active si care este gestionata ca si o coada (). Urmatorii pasi descriu fazele

importante ale algoritmului:
1. Initializare. P este trecutd in coada Q. Se seteaza UB = (), iar v()) = co.
. Terminare. Daca () este vida atunci UB este solutia cautata.

2
3. Selectie. Se alege o problemi P din Q.
4

. Marginire inferioard. Daca L(P) nu este mai mica decat v(UB) atunci se
renunta la P si se revine la pasul (2).
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5. Ramnificare. Se creazi noi subprobleme Pq, P, ..., P; din problema P astfel
incat S(Py) U S(Py)U...US(Py) contine S(P).

Paralelizarea metodei Branch-and-Bound se poate face in doua moduri diferite:

e la nivelul calculului unei solutii: procesoarele coopereaza pentru dezvoltarea unui
singur nod al arborelui de cautare;

e la nivel algoritmic inalt, cand sunt explorate simultan mai multe solutii posibile;
in acest caz comunicarea intre procese este mai scazuta datorita independentei
subproblemelor.

Mai concret operatiile care pot fi paralelizate sunt:

Calcularea marginii inferioare: paralelismul poate fi introdus si la acest nivel daca
calcularea acestei margini este laborioasa astfel incat sa justice paralelismul.

Selectia: La anumite etape ale executiei, numarul de subprobleme active poate ajunge
foarte mare. Prin urmare, selectia unei probleme si extragerea ei din multimea
activa poate implica un volum mare de calcul.

Eliminarea: Testarea directa L(P) < v(UB) este imediata, dar aplicarea unor teste
care sa verifice daca o subproblema poate produce o solutie fiabila poate fi dificila
si laborioasa.

Ramnificarea: Alegerea mai multor subprobleme simultan.

Alte tehnici specifice si programarii secventiale pot fi folosite cu succes in dezvolta-
rea programelor paralele. Programarea structurata are un rol deosebit si in programarea
paralela, regulile ei ramanand la fel de importante si in cazul programarii paralele. Re-
cursivitatea poate de asemenea permite derivarea simpla de programe paralele. Metoda
divide&impera, analizata anterior este implementata de cele mai multe ori pe baza re-
cursivitatii.

4.12 Adaptarea algoritmilor paraleli

Proiectarea algoritmilor paraleli se face in prima faza considerand ca exista un numar
nelimitat de procesoare si deci pot fi construite oricate procese de calcul. Algoritmii
trebuie adaptati pentru a satisface cerintele sistemelor de calcul pe care vor urma a fi
implementati: adaptarea in functie de numarul de procesoare si in functie de granulari-
tatea sistemului.

Aceasta adaptare a programelor paralele dezvoltate plecand de la premiza unui numar
nelimitat de procesoare este necesara pentru implementarea lor si in plus poate conduce
la reducerea costului, existand posibilitatea obtinerii unor algoritmi optimali din punct
de vedere al costului.
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Transformarea algoritmului la cerintele unui paralelism limitat poate fi facuta fie prin
pastrarea componentelor de calcul depistate si asignarea mai multor componente unui
singur procesor, fie printr-o modificare consistenta a lor.

Conform principiului lui Brent, pentru o problema de dimensiune n micgorarea numa-
rului de procesoare de la p la ¢, ¢ < p prin asignarea mai multor componente de calcul unui
element de procesare conduce la urmatoarea modificare a timpului paralel de executie:
Ty(n) = T,(n)[2]. Un procesor poate sa execute concurent mai multe componente de cal-

cul prin multiprogramare. In acest caz nu are loc un paralelism veritabil, ci mai degraba
unul virtual. Aceasta varianta se foloseste in special in cazurile in care partitionarea s-a
facut prin descompunere functionala. Operatiile/functionalitatile independente, desco-
perite, pot fi executate pe acelasi procesor folosindu-se multiprogramarea.

Daca se foloseste descompunerea domeniului de date, atunci se poate ajunge la gra-
nularitatea dorita prin reproiectarea algoritmului plecand de la premiza ca exista doar un
numar p de procesoare, care devine un parametru al algoritmului. Partitionarea datelor
se face in p blocuri (distributie initiald a datelor). Este posibil ca algoritmul nou obtinut
sa difere destul de mult de algoritmul derivat initial plecand de la premiza unui paralelism
nelimitat. Apar noi operatii necesare, cum ar fi, de exemplu, cele de compunere a datelor
locale.

Pentru exemplificare, prezentam doua exemple de adaptare a algoritmilor paraleli
pentru suma a n numere §i pentru sortarea par-impar.

Exemplul 4.25 (Suma a n numere cu p procese) Pentru a obtine un algoritm de
insumare a n numere folosind doar p < n, p|n(n se divide exact cu p) procese, putem sa
aplicam divizarea secventei initiale in subsecvente.

ALGORITHM SUMA-P< A[0.n — 1],n = px* k,p>

for 1 =0to p—1in parallel do
for j=0ton/p—1do
Alixn/p] — Ali xn/p| + Ali x n/p + j];
end for
end for
for k=1 to [log,p] do
for i =0,p— 1 in parallel do
if (1 %28 =0Ai+2*"! <p) then
Ali wn/p] — Ali n/p] + Al +251)  n/p);
end if
end for
end for

Sirul initial se imparte in p grupuri a cate n/p elemente. Astfel, initial procesul
i,0 < i < p va aduna elementele A[ixn/p|, Alixn/p+1],..., Alixn/p+n/p—1], iar suma

~

este depusa in locatia elementului Afixn/p|. In faza a doua se realizeaza calculul specificat
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de prima varianta a algoritmului, dar pentru p procese. In acest caz complexitatea-timp
este egala cu O(n/p + log, p); costul este n + plog, p, iar daca plog,p = O(n) atunci
avem un algoritm optim.

Exemplul 4.26 (Sortarea par-impar cu subsecvente) Un alt exemplu, pentru care
adaptarea la un numar p de procese duce la modificarea consistenta a algoritmului initial,
este sortarea par-impar. Algoritmul rezultat este o combinatie intre algoritmul de sortare
par-impar initial, interclasarea a doua secvente sortate si algoritmul quicksort secvential
folosit pentru sortarea subsecventelor locale fiecarui proces. Secventa initiala de numere
A este Impartita in p subsecvente care se sorteaza folosind quicksort; in locul operatiei
de comparare-interschimbare folosita de algoritmul par-impar se va folosi interclasarea a
doua subsecvente sortate urmata de divizarea rezultatului — ALGORITM PAR_IMPAR-P.

ALGORITHM PAR_IMPAR-P< A[0..p — 1],n, p>

for 1 =0,p — 1 in parallel do
QUICKSORT (A;);
end for
for i=0,(p—1)/2 do
{pas par}
for i =0,p—1,2 in parallel do
INTERCLASARE(A;, A; 11, B);
A; — {bo, b1, ..., byyp-1};
Air1 — {bup bojpsts - - bansp1};
end for
{pas impar}
for i =1,p— 1,2 in parallel do
INTERCLASARE (A;, Ai41, B);
Ai = {bo, by bpjp1};
Ai+1 — {bn/p, bn/p_H, c. 7b2n/p—1}§
end for
end for

Algoritmul QUICKSORT poate fi inlocuit de orice alt algoritm secvential de sortare.
Sortarea folosind quicksort este de preferat datorita complexitatii reduse.

Complexitatea-timp in acest caz este T,.n = O(n/plog,(n/p) + p * (n/p)); sortarea
subsecventelor locale folosind quicksort are complexitatea O(n/plog,(n/p), iar intercla-
sarea a doua subsecvente de lungime n/p are complexitatea O(n/p).

Prin aceasta parametrizare a algoritmilor in functie de numarul de procese, se poate
ajunge la algoritmi optimi din punct de vedere al costului. Costul algoritmului de sortare
par-impar cu subsecvente este Cp.n = p*T,.n = O(nlog,(n/p) +np). Prin urmare, daca
p < log, n atunci algoritmul este optim din punct de vedere al costului.
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Adaptarea algoritmilor se poate face si in functie de tipul de retea de interconectare,
care se doreste a fi folosit sau care se dovedeste a fi cel mai potrivit pentru algoritmul
respectiv.

Exemplul 4.27 (Quicksort pe hipercub) Consideram sortarea rapida a n elemenente
pe un hipercub cu p noduri (p < n). Fiecare procesor detine m = n/p elemente din
secventa initiala A. Cele p procesoare vor coopera la partitionarea secventei A in doua,
apoi cate p/2 procesoare vor lucra pe fiecare din secventele rezultate s.a.m.d. pana cand
fiecare procesor va trebui sa sorteze secvential secventa pe care o detine. Datorita faptului
ca numarul de procesoare se imparte mereu la 2 este necesara alegerea pivotului astfel
incat subsecventele rezultate sa fie de dimensiuni cat mai apropriate. Este evident ca cea
mai buna alegere este chiar mediana secventei A; din pacate calculul exact al medianei e
destul de costisitor si prin urmare va trebui calculata o aproximanta a ei.

<04 6> e =7 x> =52 — <766>

::2,2:: =1,6= :ig,[j,z.}:: =1,3= <0, 1= == <324=
(&) (b) (c)

Figura 4.20: Sortarea rapida pe un hipercub cu 4 procesoare: (a) situatia initiald; (b)
situatia dupa comunicatia pe directia 1; (c) situatia dupa comunicatia pe directia 0.

Pe un hipercub cu p = 2%, acest mod de operare se poate pune usor in practica.
Presupunem ca procesorul F alege pivotul v dintre elementele sale locale si 1l transmite
tuturor. Fiecare procesor partitioneazi secventa proprie: A =< Ay, A; > astfel incat
Ay < v < Ay Apoi toate procesoarele vecine pe directia d — 1 (care au diferit doar primul
bit al reprezentarii binare a adresei; pentru Py acest bit este notat k;_1) schimba intre ele
cate o secventd, astfel incat seventele mai “mici” A, si ajungsd in jumitatea inferioara
a hipercubului (unde k;_; = 0), iar cele mai “mari” A; in jumatatea superioars (unde
ka—1 = 1). Astfel procesoarele P;, cu 0 < i < p/2 — 1, detin elemente mai mici decat
pivotul gi deci mai mici decat cele ale oricarui procesor Pj, cu p/2 < j < p — 1. In
continuare, totul se repetd in cele doud subhipercuburi (H49~'(0), jumitatea inferioar si
Hj_l(l), jumatatea superioara), in paralel; se comunica pe directia d — 2 de aceasta data.
Se procedeaza similar mai departe, la fiecare iteratie comunicandu-se pe directia imediat
inferioara, pana la directia 0. In final sunt p grupuri formate dintr-un singur procesor,
moment in care se sorteaza local secventele existente in fiecare procesor.
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Figura 4.20 ilustreaza algoritmul pentru cazul p = 4 si n = 8. Elementele pivot sunt
subliniate.

ALGORITHM QUICKSORT_H< p = 2% <« n,id = k>
for |=d—-1,0,—1 do
if (<wltimii 1 + 1 biti din k sunt egali cu 0>) then
<alege pivotul v dintre elementele locale>;
broadcast v in H,™ (k);
end if
<partitioneazd A =< Ay, A1 >, Ag < v < Ay>;
if k=0 then
{ P este in subhipercubul inferior }
in parallel
send (A1, 1),
recv(X, )
end in parallel
A=< Ay, X >; { concatenare}
else
{k; = 1 subhipercubul superior}
in parallel
send(Ay, 1),
recv(X, 1)
end in parallel
A=< A, X >; { concatenare}
end if
end for
<sorteaza secventa proprie X>;

Complexitatea-timp poate fi aproximata in ipoteza unei incarcari echilibrate (fiecare
procesor are in permanenta aproximativ n/p elemente):

n n
T(n,p) = log )+ Z { (1+ _p@)} = E(k)g n)+ (1+ 504) log p,

unde « reprezinta raportul dintre timpul necesar unei operatie de comunicatie si timpul
necesar unei operatii de comparare.

Primul termen reprezinta complexitatea sortarii locale, iar in suma, % este numarul de
comparatii necesare partitionarii, iar celalalt termen corespunde comunicatiei; s-a neglijat
timpul de difuzare(broadcast), aceasta facandu-se in paralel pe hipercuburi din ce in ce
mai mici.
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Algoritmul poate crea totusi anumite probleme in practica: de exemplu, daca P, alege
un pivot care este cel mai mic element al sau, care poate fi intamplator mai mic si decat
oricare element in Pys—1, dupa prima iteratie Py ramane fara nici un element, deci nu mai
poate sa aleaga un pivot.

Hyperquicksort. O varianta mult mai stabila numita hyperquicksort a fost propusa
de catre Wager [169]. In aceastd variantd fiecare procesor incepe prin a-gi sorta propria

ALGORITHM HYPERQUICKSORT< p = 2¢ < n,id = k>

< sorteaza secventa proprie Z>;
for [=d—1,0,—1 do
if (<wltimii biti din k sunt egali cu 0>) then
<alege mediana secventei locale A ca pivot v>;
broadcast v in H,™ (k);
end if
<partitioneazd A =< Ay, A1 >, Ay < v < Ay prin cdutare binard>;
if kK, =0 then
{ P este in subhipercubul inferior}
in parallel
send (A, 1),
recv(X,1)
end in parallel
A = Ay X; {1 = interclasare}
else
{ k; = 1 subhipercubul superior}
in parallel
send(Ay, (),
recv(X, )
end in parallel
A=A, < X; {x = interclasare}
end if
end for

secventa. Alegerea pivotului este acum imediata: Py alege elementul sau median — deci
mediana unui esantion de n/p elemente, care este o buna aproximare a medianei secventei
A. Partitionarea este si ea mai simpla datorita faptului ca avem o secventa sortata si prin
urmare ciutarea binard poate fi folositd. In urma comunicatiei subsecventelor “mici”
rezulta in fiecare procesor doua subsecvente ordonate care pot fi interclasate pentru a
se obtine o secventa sortata. Se continua cu iteratii similare cu cele descrise pentru
algoritmul initial.

Considerand din nou ipoteza unei incarcari echilibrate — care este mult mai probabila
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in acest caz— complexitatea-timp poate fi aproximata ca fiind

d—1
n n n n n n
Tn,pz—log—JrE [log——i———l— 1+ —a)| ~—
()p(p)iopp(%)p

(logn) + (1 + ﬁoz) log p
2p

In sumi existd un termen in plus fata de complexitatea primei variante, care este
corespunzator cautarii binare, egal cu log(n/p) si care se poate neglija. Partionarea unei
secvente neordonatd de lungime n/p are aceeasi complexitate cu interclasarea a doua
secvente de dimensiune n/(2p). Astfel, algoritmul hiperquicksort are aceeasgi complexi-
tate in cazul cel mai favorabil ca gi algoritmul initial, dar o va atinge cu o mai mare
probabilitate.

4.13 Sabloane de programare (Skeletons)

Sabloanele de calcul paralel au fost introduse cu scopul de a furniza o multime de ab-
stractizari de nivel 1nalt care sa furnizeze suport pentru cele mai folosite paradigme de
programare paralela. O paradigma de programare poate fi definita ca fiind o clasa de
algoritmi care rezolva diferite probleme, dar care au aceeasi structura de control [84].
Paradigmele de programare incapsuleaza in general informatii atat despre date cat si
despre structurile de comunicatie. Un sablon corespunde unei paradigme de programare
specifice si incapsuleaza primitivele de control si comunicatie ale aplicatiei intr-o singura
abstractizare.

Dupa determinarea componentelor care pot fi paralelizate si identificarea algoritmului
corespunzator, este nevoie in general de foarte mult timp pentru dezvoltarea rutinelor de
programare strans legate de paradigma si nu a celor specifice aplicatiei curente. Acest
timp de dezvoltare poate fi mult redus cu ajutorul unui set de rutine de interactiune si
de sabloane.

Sabloanele ascund detaliile de implementare si permit programatorului sa specifice
calculul in termenii interfetei specifice paradigmei. Acest mod de programare — “skeleton
oriented programming” (SOP) — a fost identificat ca fiind o solutie foarte promitatoare
pentru impunerea programarii paralele [36, 24, 45].

Sabloanele pot fi implementate pe diverse modele de calcul paralel: transmitere de
mesaje, memorie partajata, orientare pe obiecte si furnizeaza un suport marit pentru
programarea paralela.

De exemplu, operatia de reducere (reduce ori fold) prin aplicarea unui operator
asociativ asupra unui numar de n operanzi (de exemplu suma a n numere) poate fi
implementata eficient folosind tehnica arborelui binar. Aceasta poate constitui un sablon
de calcul paralel, care poate fi implementat atat bazat pe transmitere de mesaje cat
si bazat pe memorie partajata. Avand la dispozitie aceste sabloane, programatorul nu
trebuie decat sa precizeze operatorul, operanzii si eventual numarul de procese care se
vor folosi.

Folosind aceste sabloane, o aplicatie paralela devine o secventa de apeluri a unor
asemenea sabloane, eventual intretesute cu calcule locale.
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Deoarece functiile de nivel inalt (functionale) sunt specifice limbajelor functionale,
multe din abordarile bazate pe gabloane folosesc asemenea limbaje functionale. (Mai
multe detalii vor fi discutate in Capitolul 7.) Totusi, si limbajele imperative au fost
extinse prin implementarea de sabloane.

In functie de tipul de paralelism folosit, sabloanele pot fi clasificate in sabloane ale
paralelismului functional si sabloane ale paralelismului de date. In primul caz, un sablon
creeaza in mod dinamic un sistem de procese care comunica intre ele. Cateva exemple
de acest tip sunt pipe, farm, divide&impera, Branch-And-Bound. In cel de-al doilea
caz, un sablon lucreaza pe o structura de date distribuita, aplicand aceeasi operatie pe
cateva sau pe toate elementele structurii — map, fold, scan.

4.14 Cativa algoritmi paraleli remarcabili

In acest capitol am descris cateva din cele mai folosite tehnici si paradigme care se folosesc
pentru proiectarea algoritmilor paraleli. Aceste tehnici sunt foarte importante, ele putand
constitui o bazi de la care poate pleca analiza. In partea a doua a crtii vom prezenta
modele formale care includ o metodologie de dezvoltare a softului paralel mai riguroasa,
prin care se asigura o dezvoltare corecta si eficienta.

Aceste modele se dezvolta pentru ca nu ne putem baza mereu pe intuitie si ingenuozi-
tate si de asemenea pentru ca complexitatea programelor paralele poate creste intr-atat
incat sa nu mai poata fi stapanita fara ajutorul unor formalisme. Totusi, ingenuozitatea
si intuitia pot duce la dezvoltarea unor algoritmi deosebit de performanti. In aceastd
sectiune vom prezenta cateva exemple de asemenea algoritmi, care au fost construiti nu
bazat pe aplicarea unei tehnici anume, ci mai degraba pe baza unor idei exceptionale.

4.14.1 Sortare bitonica

Algoritmul de sortare bitonica este un exemplu tipic de algoritm paralel care nu se inspira
din cele secventiale (avand o complexitate secventiala mai mare decat O(nlogn)). El este
datorat ca idee lui Batcher [14].

Definitii si proprietati. Fie A =< ag,aq,...,a,_1 > secventa de ordonat. Pentru
1=1,2,...,n — 2 vom spune ca a; este un minim local daca a;_; si a;;; sunt amandoua
mai mari decat a; si ca a; este un mazim local daca a;_1 si a;11 sunt amandoua mai mici
decat a;. Secventa A este unimodala daca are cel mult un element care este minim local
sau maxim local si bitonica daca se poate obtine printr-o deplasare ciclica a elementelor
unei secvente unimodale.

Lema 4.1 (Batcher) Fie A =< ag,a1,...,aay—1 > 0 Secventd bitonica de lungime
para. Se definesc secventele m(A) si M(A) astfel:

m(A) =< min(ag, ay), min(ay, ani1), ... min(ay_1, asn_1) >
M(A) =< maz(ag,an), max(ar,ans1), ... max(ay_1,aan-1) > .



4.14. CATIVA ALGORITMI PARALELI REMARCABILI 109

Atunci secventele m(A) si M(A) sunt bitonice i orice element din m(A) este mai mic
decat orice element din M(A).

Demonstratia poate fi gasita in [14].

Ideea sortarii bitonice. Algoritmul decurge in doua etape. Mai intai se transforma
A intr-o secventa bitonica si apoi aceasta este sortata folosind rezultatul lemei: se for-
meaza secventele bitonice m(A) i M(A), dupa care se sorteaza m(A) si M(A), ceea ce
poate fi facut in paralel.

Pentru a rezolva prima etapa, se observa ca din concatenarea unei secvente des-
crescatoare cu una crescatoare se obtine o secventa bitonica. Pornind de la o secventa
de n elemente, aceasta poate fi privita ca o lista de n/2 secvente de lungime 2, din care
se poate construi o lista de n/4 secvente de lungime 4, apoi o lista de n/8 secvente de
lungime 8, si asa mai departe pana cand se obtine o secventa de lungime n. Pentru a
transforma o lista de n/2" secvente bitonice de lungime 2 intr-o listd de n/2"! secvente
bitonice de lungime 2*! este suficient si se ordoneze secventele de lungime 2¢ alternativ
descrescator si crescator, utilizand algoritmul de sortare al unei secvente bitonice.

ag < ay, ax > az, ag < as, ag > ag, ...
ap < ap <ax < ag, a4 > as > ag > ag, ...

Figura 4.21 prezinta comparatiile care se efectueaza pentru sortarea bitonica a unei
secvente de lungime 8, sub forma unei retele de sortare. O sageata indica operatia
efectuata de un procesor: comparatie urmata de o eventuala interschimbare; elementul
mai mare va fi in pozitia indicata de varful sagetii. Se observa ca permanent gradul
paralelismului este n/2 (au loc n/2 comparatii in paralel).

I
vy

Figura 4.21: Sortarea bitonica pentru o secventa de n = 8 elemente.

Complexitatea algoritmului. Daca B(n) este numarul de comparatii necesar pen-
tru sortarea unei secvente bitonice folosind p = n/2 procesoare, atunci B(2) = i (din
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lema lui Batcher). Atunci timpul de sortare a unei secvente oarecare este:

logp

T(n) = ZB(T) =1+2+...+logp = O(log’p)
i=1

Costul algoritmului este deci O(nlog?n); cum costul secvential este de O(nlogn), algo-
ritmul este eficient.

Sortare bitonica pe retea amestecare perfecta

Pe o arhitectura cu memorie distribuita, sortarea bitonica poate fi implementata efi-
cient daca se utilizeaza reteaua de interconectare amestecare perfecta (Sectiunea 1.3.1).
Aceasta retea are anumite proprietati care o fac bine adaptabila la acest algoritm de
sortare [7].

Proprietatea 1. Daca avem n,n = 2* termeni sub aplicatia amestecarii perfecte, ei
se reintorc in pozitia initiala dupa k amestecari.

Proprietatea 2. Se considera termenii datelor din perechile de procesoare a caror
indici au reprezentirile binare by_1by_s...bibg si b,_,b,_,...b by care difers numai in
pozitia k — r, unde 1 < r < k. Dupa r amestecari, acesti termeni se vor gasi in proce-
soare adiacente. (Acest lucru se observa mai ugor daca se considera deplasarea ciclica a
reprezentarii binare.)

A doua proprietate se refera la datele asezate In perechi adiacente de procesoare:
(Po, P1), (Py, P3),... Indicii binari, pentru fiecare pereche, difera doar la bitul cel mai din
dreapta.

Consideram sortarea bitonica pentru n = 8 — Figura 4.21, cu cele 8 intrari etichetate
cu 000, 001,010,011, 100,101,110, 111. Orice pereche de etichete, corespunzatoare liniilor
orizontale legate printr-o sageata, difera exact intr-o singura pozitie binara. Fie eticheta
1 cu reprezentarea binara b,_1bx_o...b1by. Bitii pivot pentru pasii succesivi ai sortarii
bitonice sunt dupa cum urmeaza:

1: bg
2: bl,bo
3 b27b1760

k - bk—l;---abhbo

Proprietatile amestecarii perfecte ne indica faptul ca putem implementa sortarea bito-
nica pentru sortarea secventei A utilizand conexiunile din Figura 4.22 care deriva direct
din reprezentarea grafica a retelei amestecare perfecta reprezentata in Figura 1.12.

Dupa o amestecare, fiecare comparator primeste doua numere din A, la care indicii
difera in pozitia cea mai din stanga a reprezentarii lor binare; fiecare amestecare care
urmeaza va deplasa bitii cu cate o pozitie mai la dreapta. Pentru a implementa sortarea
bitonica pe interconexiunea amestecarii perfecte, secventa A trebuie deplasata de un
numar de ori inaintea fiecarui pas, pentru a asigura faptul ca bitul pivot la pasul s este
bs_1. Acest lucru se poate realiza conform urmatorilor pasi:
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]

2

3

3

D cotnparator

=

Figura 4.22: Intrarea datelor in comparatori dupa o amestecare.

i Pentru fiecare pivot, un pas de comparare-interschimbare este urmat de o amestecare
a lui A pana cand se atinge by.

ii Daca exista s pivoti la fiecare pas s, secventa trebuie amestecata de k — s + 1 ori
inaintea pasului s, care este urmat de s pasgi de comparare-interschimbare gi s — 1
pasi de amestecare.

In Figura 4.23 sunt prezentate etapele implicate in sortarea a n = 8 numere.

Sortare bitonica pe retea hipercub

Sortarea bitonica poate fi implementata eficient si pe o arhitectura cu retea de interco-
nectare hipercub. Consideram mai intai cazul in care exista un singur element pe fiecare
procesor.

Cazul p = n = 2. Din Figura 4.21 se observa ci un procesor ¢ comunics doar cu
procesoarele g + 2¢, deci comunicatiile au loc doar intre vecini. Singura problem& consta,
in stabilirea sensului interschimbarilor. Algoritmul este format din d pasi, iar la pasul [
un procesor q face parte dintr-o secventa care trebuie ordonata crescator daca bitul [ 4 1
al reprezentarii binare a lui ¢ este 0 gi descrescator daca acesta este 1 (prin conventie
qar1 este 0). Pentru un [ fixat, interschimbarile se fac astfel incat, pentru o pereche de
procesoare P;, P; (cu i = j £ 2F) care face interschimbare, elementul mai mic s& ajunga
in procesorul cu numar mai mic, daca se ordoneaza crescator gi in procesorul cu numar
mai mare, daca se ordoneaza descrescator.

Cazul p < n. Aplicand direct principiul lui Brent si deci pastrand algoritmul nes-
chimbat, modificand doar alocarea procesoarelor s-ar obtine un timp de executie de
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Etapa 1
v
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. 3
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v ¥ ¥ Mam,v) ¥ min(z,v)

Figura 4.23: Sortarea bitonica pe interconexiunea amestecare perfecta, pentru o secventa
de n = 8 elemente.

O((n/p)log®p), ori pentru a spera la o eficienta cat mai buna ar trebui s ne apropiem
de O((n/p)logp).

Presupunem ca fiecare procesor se ocupa de m = n/p elemente. La inceput fiecare
procesor P, sorteaza elementele sale intr-o secventa A, crescatoare daca ¢ e par si des-
crescatoare daca ¢ e impar; aceasta operatie dureaza O((n/p)log(n/p)). Apoi, se poate
aplica algoritmul de sortare bitonica, inlocuind elementele cu secvente ordonate, toate de
aceeasi lungime; formarea secventelor de tip m(A) si M(A) se face simplu, min(A4;, 4;)
putand fi obtinuta prin alegerea fiecarui minim dintre elementele aflate pe aceeasi pozitie
in secventele A; si A;. Operatiile de interschimbare se vor efectua in acest caz la nivel de
subsecventa. Se ajunge in final la o complexitate de O((n/p)logn + (n/2p)log? p).

4.14.2 inmul’gire matriceala

Inmultirea matriceald este o problems care a fost foarte mult analizats in vederea parale-
lizarii ei. Acest lucru este explicabil prin faptul ca este o operatie de baza in foarte multe
calcule gi deci implementarea ei eficienta conduce la performanta in multe domenii.

S-au dezvoltat numerosi algoritmi paraleli pentru inmultirea matricelor, folosind dife-
rite tehnici cum ar fi: divide&impera, calcul sistolic, descompunerea domeniului de date,
ete.

Vom prezenta aici algoritmul lui Cannon, algoritmul lui Fox si paralelizarea algorit-
mului lui Strassen. In Capitolul 6, Sectiunea 6.3.2 se va analiza dezvoltarea formala de
algoritmi paraleli bazata pe descompunerea domeniului de date pentru inmultire ma-
triceala, iar in Capitolul 8, Sectiunea 8.5.4 un algoritm bazat pe divide&impera si pe
replicarea datelor. In Capitolul 5, Sectiunea 5.5.3 se prezinta un algoritm foarte intere-
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sant gi performant de inmultirea paralela a matricelor booleene.

Vom considera doua matrice patratice A si B de dimensiune n x n. Matricea produs
C = A x B este tot o matrice patratica, ale carei elemente se obtin pe baza urmatoarei
formule:

—_

cli,j) =" ali, k] * blk, j],¥i,j : 0 <i,j < n.
0

3

i

Algoritmul lui Cannon

Algoritmul Iui Cannon (1969) foloseste o retea de interconectare cu p* procesoare de tip
tor bidimensional (presupunem ca p divide n). Matricile A, B gi C' sunt descompuse in
(n/p)? submatrice, printr-o partitionare de tip bloc — Figura 4.24.

Procesorul (s,t) de la locatia (s,t) contine initial submatricele A[s, ] si B[s,t] (0 <
s,t < p). Pe masura ce executia algoritmului progreseaza, submatricele sunt transmise
spre stanga - pentru submatricele din A, si in sus - pentru submatricele din B. Procesorul
(s,t) va calcula submatricea C|s, t].

Algoritmul se bazeaza pe formula

p—1
Cls,t] = Als,q] x Blq,t],Vs,t:0<s,t <p.
q=0
| aportawr Tz aes F B[0.0F | BIL1F | B[2.2 | B[3.3]
- S S B S B
< . L I 1
AlLL}p-o%bE:2T T A3+ ALL0] i B[1.0] | B[2.1] | B[3.2] | B[0.3]
; P A Py
{ P < < : I I I |
L A[2.2)-ARSTTARR0RL A1) F © | Bl2.9] | B[3.3] | B[0.2] | B[1.3]
1l 4 & 4 B ; — j
" AI33] | AT AT AI3.2] F % | BI3.0L| B[0.1}, | B[L.2} | B[2.3]
a) b)

Figura 4.24: Deplasarea datelor in Algoritmul lui Canon. a) Submatricele din A se
deplaseaza circular spre stanga. b) Submatricele din B se deplaseaza circular in sus.

Pasii algoritmului sunt urmatorii:
1. Initial procesorul P(s,t) incepe executia cu submatricele A[s,t] si Bls,t].

2. Deplasarea initiala: elementele sunt mutate din pozitia lor initiala la o pozitie
“aliniata” pentru a se putea Inmulti submatricele corespunzatoare. Aceasta aliniere
se face prin deplasarea “liniei” s din A cu s pozitii la stanga, si prin deplasarea
“coloanei” t din B cu t pozitii in sus.
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3. Fiecare procesor P(s,t) multiplicd submatricele curente si rezultatul il aduna la
submatricea C' corespunzatoare.

4. Deplasare la fiecare etapa: submatricele sunt deplasate la stanga si in sus cu o
pozitie.

5. Pasii 3. gi 4. se repeta de p — 1 ori.

Deplasarea initiala se face in p etape, iar deplasarea la fiecare pas se face intr-o
singura etapa. La fiecare etapa, un procesor trimite submatricea sa A locala, la procesorul
din stanga si submatricea sa locala B, la procesorul de deasupra lui si receptioneaza o
submatrice A de la procesorul din dreapta lui si o submatrice B de la procesorul de sub
el.

Pasul 3. de calcul are o complexitate-timp egald cu n3/p?.

Algoritmul lui Cannon este foarte eficient atunci cand elementele matricei C' rezultate
vor fi folosite local si nu este nevoie colectarea lor. Poate fi considerat un algoritm sistolic,
dat fiind faptul ca comunicatiile se fac doar intre vecini.

Algoritmul lui Fox

Un alt algoritm asemanator cu cel al lui Cannon este cel propus de Fox care foloseste
acelagi tip de partitionare a datelor. Spre deosebire de metoda lui Cannon, nu este
necesara o aliniere initiala a datelor, dar se folosesc si comunicatii globale de tip broadcast,
nu doar comunicatii locale intre vecini.

Pasii de calcul pentru acest algoritm sunt urmatorii:

1. Se alege o submatrice A din fiecare linie de procese.

2. Broadcast A: Submatricea A aleasa este transmisa prin broadcast tuturor celorlalte
procese de pe linia respectiva. (O operatie broadcast reprezinta o operatie de
transmitere de la un proces la mai multe procese a unei informatjii.)

3. Fiecare procesor P(s,t) multiplica submatricele curente gi rezultatul il aduna la
submatricea C' corespunzatoare.

4. Transmisie B: Submatricele B sunt transmise procesului aflat pe pozitia imediat
superioara (ciclic).

5. Repeta de p — 1 ori pasii anteriori.

Alegerea submatricei A de la pasul 1. se face in functie de iteratia curenta: la prima
iteratie se alege submatricea A[-, 0], la a doua iteratie submatricea A[-, 1] g.a.m.d.

Fata de algoritmul lui Cannon, cererea de memorie este mai mare, deoarece elemen-
tele submatricei A transmise prin broadcast trebuie stocate local. Totusi, un avantaj,
fata de algoritmul lui Cannon, 1l reprezinta faptul ca datele matricelor initiale raman
neschimbate.
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Paralelizarea algoritmului lui Strassen

Metoda lui Strassen este una din cele mai inovative In multiplicarea secventiala a matri-
celor, reducand complexitatea clasic obtinutd de O(n?) la o complexitate de O(n'°e27).
Algoritmul este de tip divide&impera si foloseste o partitionare a matricelor in 4 subma-
trice, la fiecare pas - Figura 4.25.

Ag | An B | Buy Cun | Cn
A | A Big [ By Cun| Cpy

Figura 4.25: Partitionarea matricelor in submatrice pentru algoritmul lui Strassen.

Submatricele C;;,0 < 4,7 < 1 se obtin pe baza urmatoarelor formule:

Py = (Ago + A11) x (Boo + Bi1)
Py = (Ao + Ai1) x By
Py = Aoy x (Bo1 — Bi1)
P; = Ayy x (Byo — Boo)

Py = (Ago + A1) x B

Ps = (A1o — Aoo) X (Boo + Bot)
Ps = (Ao1 — A11) x (Bio + B11)
Co=FPo+P3s— P+ F
Con=P+F

Cio=P +P;
Ch=FP+Ps— P+ PFs

Fiind un algoritm de tip divide&impera paralelizarea se face foarte simplu prin calcu-
larea in paralel a submatricelor Fy ... Py si apoi prin calcularea in paralel a submatricelor
Coo, Co1, C1o, C11, In functie de submatricele P; calculate anterior.

4.15 Memorie partajata versus memorie distribuita

Din punct de vedere al proiectarii, doua sunt clasele cele mai importante de arhitecturi
care trebuie luate in considerare: clasa arhitecturilor cu memorie partajata si clasa ar-
hitecturilor bazate pe transmitere de mesaje. De la aceste clase se ajunge la doua clase
specifice de programare paralela: programare paralela bazata pe memorie partajata si
programare paralela bazata pe transmitere de mesaje.

4.15.1 Programare paralela bazata pe transmitere de mesaje

Modelarea transmiterii de mesaje se poate face considerand operatii de transmitere punct-
la punct sau considerand canale de comunicatie. Vom considera prima varianta care se
bazeaza pe doua operatii:
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- send - transmiterea unui mesaj catre un proces precizat;

- receive- receptionarea unui mesaj de la un proces precizat.

Proces 1 Proces 2
X i i
: fransrniterea datel /r '
send( e 2y T4 '

U re &, 10

Figura 4.26: Transmiterea unei date intre doua procese.

Pentru programarea paralela bazata pe transmitere de mesaje sunt necesare doua
mecanisme primare:

1. O metoda de creare de procese separate pentru executie pe diferite calculatoare.

2. O metoda de trimitere si receptionare de mesaje.

MPI(“Message Passing interface”) [179] si PVM( “Parallel Virtual Machine” )[180] sunt
doua exemple de biblioteci de programe care permit programarea paralela bazata pe
transmitere de mesaje, pe arhitecturi cu memorie distribuita.

Creare procese

Pentru crearea proceselor putem sa evidentiem doua metode: una corespunzatoare mo-
delului SPMD(“Single Program Multiple Data”), iar cealalta corespunzatoare modelului
MPMD(“Multiple Program Multiple Data”).

SPMD Procese diferite sunt descrise in acelagi program, in care instructiuni de control
selecteaza diferite parti care sa fie executate de fiecare proces. Dupa compilare
rezulta mai multe executabile care vor incepe executia in acelasi timp pe procesoare
diferite - Figura 4.27. Este metoda folosita de biblioteca MPI.

MPMD In acest caz se foloseste in general o abordare de tip “master-slave”. Un proces
executa procesul master, iar celelalte procese sunt pornite de catre procesul master
- Figura 4.28. Este metoda folosita de biblioteca PVM.
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Figura 4.27: Modelul SPMD de crearea a proceselor (MPI).
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Figura 4.28: Modelul MPMD de crearea a proceselor (PVM).
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Transmitere de mesaje

Transmiterea de mesaje poate fi sincrona sau asincrona. In cazul transmiterii de mesaje
sincrona, rutinele de transfer (send/recv) se termina doar dupa terminarea transferului
mesajului. Rutina send agteapta pana cand intreg mesajul este acceptat de catre procesul
receptor si de abia dupa aceea trimite efectiv mesajul. Rutina recv sincrona agteapta
pana ce mesajul pe care il agteapta soseste. Rutinele sincrone de transmitere realizeaza
si o sincronizare a procesele pe langa actiunea propriu zisa de schimb de date.

Rutinele asincrone de transmitere nu asteapta pana cand actiunea de transmitere
se incheie si de aceea este necesar in general un spatiu local de stocare al mesajelor.
Acest tip de rutine de transmitere nu realizeaza sincronizarea proceselor, dar pot duce la
reducerea timpilor de asteptare. Trebuie folosite cu multa grija, astfel incat sa se asigure
corectitudinea programelor in orice situatie.

Programarea paralela bazata pe transmitere de mesaje poate folosi si rutine de trans-
mitere in grup, nu doar punct-la-punct. Exemple de acest tip de rutine sunt:

- broadcast: transmite o datd de la un proces(radacina) la toate celelalte;

- scatter: un proces radacina transmite cate un element al unui tablou fiecarui proces
existent;

- gather: un proces radacina preia cate un element al unui tablou din fiecare proces
existent.

Sincronizarea in programarea paralela bazata pe transmitere de mesaje

Sincronizarea in programarea paralela bazata pe transmitere de mesaje se bazeaza pe
rutinele de baza si poate fi locala sau globala. Sincronizarea globala presupune sincroni-
zarea tuturor proceselor programului.

O bariera de sincronizare este un mecanism de baza in sincronizarea globala. Este
introdusa in punctul in care fiecare proces trebuie sa le astepte pe celelalte, iar executia
se reia doar dupa ce toate procesele au atins bariera. Implementarea unei bariere de
sincronizare se poate realiza prin diferite tehnici. Cateva dintre acestea sunt:

1. liniara - bazata pe un contor centralizat (Figura 4.29);
2. arbore (Figura 4.30);
3. fluture (Figura 4.31);

Bariera de sincronizare poate fi implementata si doar pentru un grup de procese.

Pentru a evidentia problemele legate de sincronizarea locala vom considera urmatorul
exemplu:

Procesul P; trebuie sa se sincronizeze si sa interschimbe date cu procesele P;_; si

P4, nainte de a continua calculul.

O bariera intre cele trei procese nu rezolva problema deoarece procesul P,_; trebuie
sa se sincronizeze doar cu procesul P; gi va continua imediat ce P; va permite.

Este o situatie tipica de “deadlock” sau impas, cand o pereche de procese sunt implicate
in transmitere si receptionare de date intre ele. Procesele se asteapta reciproc si astfel nici



4.15. MEMORIE PARTAJATA VERSUS MEMORIE DISTRIBUITA 119
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Barrier().

Figura 4.29: Bariera de sincronizare folosind o actualizare a unui contor aflat intr-un
proces considerat master. Cand contorul ajunge egal cu n, bariera de sincronizare a fost
atinsa de toate procesele.

Mesa)
sineronizat

Figura 4.30: Bariera de sincronizare folosind o comunicatie cu structura de tip arbore
binar.

Tirmp

Figura 4.31: Bariera de sincronizare folosind o comunicatie cu structura de tip fluture.
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unul dintre ele nu se poate termina. Aceasta situatie poate apare daca ambele procese
executa o rutina send sincrona - cele doua rutine nu se vor termina niciodata deoarece
ele agteapta ca rutina recv corespunzatoare sa fie atinsa.

O solutie poate fi a aranja ca un proces sa receptioneze mai intai si doar apoi sa
transmita, iar celalalt sa trimita mai intai si apoi sa receptioneze.

Sub paradigma transmiterii de mesaje, comunicatia este gestionata direct de catre
programator, care are cunostinta deplina asupra sablonului de folosire a datelor. Este
mai ugor sa se optimizeze programele bazate pe transmitere de mesaje, deoarece este
usor de vazut unde apar comunicatiile in program. In programarea bazata pe memoria
partajata, intarzierea datorata accesului la memorie poate fi lunga si variabila, pe cand in
cazul transmiterii de mesaje citirile i scrierile refera doar memoria privata, iar transmisiile
cu pachete mari de date pot masca intarzierea (“overhead”) lunga si variabila a retelei de
interconectare. Programarea globala a comunicatiilor poate ajuta la evitarea coliziunilor
intre mesaje. Provocarea pentru programatori in cazul paradigmei transmiterii de mesaje
este distributia cat mai avantajoasa a datelor pe procese.

4.15.2 Programare paralela bazata pe memorie partajata

Un sistem (multiprocesor) bazat pe memorie partajata se considera a fi caracterizat de
urmatoarele proprietati:

- Orice locatie de memorie poate fi accesibila de catre orice procesor.

- Exista un singur spatiu de adrese, aceasta insemnand ca fiecare locatie de memorie are
o adresa unica intr-un singur rang de adrese.

In general se considera ca programarea bazata pe memorie partajata este mai conve-
nabila decat cea bazata pe transmitere de mesaje, desi ea necesita ca accesul la datele
partajate sa fie bine controlat de catre programator pentru a se asigura consistenta.

Exista mai multe alternative de programare paralela a multiprocesoarelor cu memorie
partajata. Cateva dintre acestea se bazeaza pe:

e Fire de executie (PTreads, Java). Programatorul descompune programul in secvente
paralele individuale, fiecare fiind asociata unui fir de executie care poate accesa
variabile declarate in afara firelor.

e Un limbaj de programare secventiala cu directive compilator de preprocesare prin
care se pot declara variabile partajate si prin care se poate specifica paralelismul
(OpenMP).

e Un limbaj de programare secventiala cu biblioteci la nivel de utilizator pentru a
declara si accesa variabilele partajate.

e Un limbaj de programare paralela cu sintaxa pentru paralelism, in care compilatorul
creeaza codul executabil corespunzator pentru fiecare procesor (nu foarte comun
azi).
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e Un limbaj de programare secventiala si un compilator de paralelizare care con-
vertesgte la cerere codul secvential in cod executabil paralel (nu foarte comun azi).

Sectiuni critice

Pentru a asigura corectitudinea programelor paralele bazate pe memorie partajata este
necesara existenta unui mecanism prin care sa se asigure ca doar un singur proces ac-
ceseaza 0 anumita resursa la un anumit moment de timp. Aceasta se realizeaza prin
stabilirea unor aga numite sectiuni critice, care sunt sectiuni de cod care folosesc o anu-
mita resursa si pentru care este asigurat faptul ca doar o asemenea sectiune critica va fi
executata la un anumit moment de timp. Acest mecanism este cunoscut sub numele de
excludere mutuala. Este un concept foarte intalnit in studiul sistemelor de operare.

Implementarea excluderii mutuale se realizeaza prin folosirea de blocaje(“lock”), se-
mafoare, monitoare, etc..

Situatia de deadlock poate apare si in acest caz intre doua procese, daca unul cere o
resursa detinuta de catre celalalt, iar acel proces cere o resursa detinuta de catre primul.

Consistenta secventiala [104] este definita de catre L.Lamport astfel: Un multiproce-
sor este consistent secvential daca rezultatul oricarei executii este acelasi cu rezultatul
obtinut in cazul in care toate procesele sunt executate intr-o anumita ordine secventiala
si operatiile fiecarui procesor individual apar in aceasta secventa in ordinea specificata
de programul sau.

Altfel spus, efectul global al unui program paralel nu este influentat de nici o intrete-
sere arbitrara a executiei instructiunilor in timp.

Sincronizarea in cazul programarii paralele bazata pe memorie partajata se poate asi-
gura prin folosirea sectiunilor critice, sau prin testarea unei anumite stari a unei locatii
din memoria partajata. Spre exemplu, implementarea unei bariere de sincronizare poate
fi realizata prin incrementarea unui contor global, fiecare proces incrementand contorul
in cadrul unei sectiuni critice (contorul reprezinta in acest caz resursa comuna).

Memoria partajata conduce la intarzieri mai mici decat la transmiterea de mesaje pen-
tru maginile SPM (“Symetric Processors Machines”). Este, de asemenea, mai ugor sa se
scrie o versiune functionala a unui program in paradigma memorie partajata. Dependenta
la nivel de timp si expertiza necesara este mai scazuta pentru paradigma memoriei par-
tajate decat pentru transmitere de mesaje. Incircarea de calcul este mai directd in
paradigma memoriei partajate, iar tratarea aleatoare a cererilor poate reduce probabili-
tatea coliziunilor. Sincronizarea reprezinta marea provocare intr-un sistem cu memorie
partajata.

4.15.3 Memorie partajata distribuita

O abordare noua specifica sistemelor de tip cluster permite ca memoria distribuita a unui
cluster sa “para” (sa poate fi folosita ca i cand ar fi) o singura memorie cu acelasi spatiu
de adrese. In acest fel, se pot folosi tehnici ale programarii bazata pe memorie partajata.
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Mecanismele de transmitere de date sunt necesare, dar acestea sunt ascunse utiliza-
torului.
Avantajele acestui mod de programare sunt:

e Conduce la sisteme scalabile.
e Ascunde mecanismele de transmitere de mesaje.
e Poate folosi extensii simple ale programarii secventiale.

e Poate gestiona baze de date complexe si mari fara a fi nevoie de replicare sau
transmitere de date intre procese.

Exista totusi si anumite dezavantaje:

Poate conduce la scaderea performantei.

Trebuie sa asigure protectie impotriva accesului simultan la datele partajate.

Programatorul are un control foarte scazut asupra mesajelor reale care vor fi gene-
rate.

Asigurarea performantei pentru problemele neregulate este dificila.

Sumar

Dupa cum am vazut in capitolul precedent, paradigmele programarii paralele sunt strans
legate de modul de descompunere a calculului. Partitionarea este o etapa foarte impor-
tanta si pentru ajunge la algoritmi paraleli cat mai eficienti putem folosi diferite tehnici
consacrate de proiectare.

In acest capitol, am facut o trecere in revista a celor mai cunoscute tehnici de
constructie a algoritmilor paraleli: paralelizare directa, tehnica arbore binar, dublare
recursiva, contractia arborescenta, reducere ciclica par-impar, divide&impera, algoritmii
generici ASCEND si DESCEND, calcul sistolic, tehnica par-impar, prefix paralel si Branch-
and-Bound.

S-au prezentat, de asemenea, si modalitati de adaptare a algoritmilor paraleli pentru
paralelism limitat, precum gi diferentele care apar in cazul memoriei distribuite fata de
cazul memoriei partajate.

Exemplele date ilustreaza tehnicile prezentate, dar reprezinta si solutii paralele pentru
unele probleme foarte des intalnite.
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Capitolul 5

Modelul UNITY

UNITY “Unbounded Nondeterministic Iterative Transformations” reprezinta o teorie,
care este In acelasi timp si un model de calcul si un sistem de demonstrare. Aceasta
teorie a fost dezvoltata de Chandy si Misra [31] si are ca scop introducerea unei metodo-
logii de dezvoltare de programe, care sa fie independenta de arhitectura secventiala sau
paralela, pe care se vor implementa. Teoria tine cont de nedeterminism, absenta fluxului
de executjie, sincronism/asincronism, stari gi atribuiri, dezvoltarea de programe prin rafi-
narea succesiva a specificatiilor, decuplarea corectitudinii de complexitate si programelor
de arhitecturi.

5.1 Prezentarea generala a teoriei

Un program UNITY consta dintr-o declaratie de variabile, o specificatie a valorilor lor
initiale i o multime de intructiuni de atribuire multiple. O executie a unui program
incepe din orice stare care satisface conditiile initiale si continua nedefinit; in fiecare pas
al executiei se selecteaza nedeterminist o instructiune de atribuire, care apoi e execu-
tata. Alegerea nedeterminista a instructiunilor este constransa de urmatoarea regula de
‘echitate’: orice instructiune este selectata oricat de des.

O stare a unui program se numeste punct fir daca si numai daca executia oricarei
atribuiri a programului, in aceasta stare, lasa starea neschimbata (starea e caracterizata de
multimea valorilor tuturor variabilelor). Un predicat numit F P, caracterizeaza punctele
fixe ale unui program.

5.1.1 Separarea notiunilor: programe si implementari

Un program UNITY descrie ce trebuie sa fie facut, in sensul ca specifica starea initiala si
transformarile de stare (atribuirile). Un program UNITY nu specifica exact cand trebuie
sa se execute o instructiune de atribuire, nu specificd unde (pe care procesor Intr-un
sistem multiprocesor) se executd o anumita atribuire si nici carui procesor ii apartine
o atribuire. Deasemenea un program UNITY nu specifica cum trebuie sa fie executate
atribuirile, sau cum poate o implementare sa opreasca executia unui program.

125
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Ce trebuie facut este specificat in program, iar cand, unde si cum sunt specificate
in maparea programului pe o arhitectura. Prin aceasta separare de notiuni, se obtine o
notatie a programelor simpla care este adecvata pentru o mare varietate de arhitecturi.

5.2 Notatia programelor UNITY

Structura unui program UNITY este:

program :: Program nume_program
declare sectiune_declare
always sectiune_always
initially sectiune_initially
assign  sectiune_assign
end

Un nume-program este orice gir de caractere. Sectiunea Program poate fi omisa. Sec-
tiunea declare, declara variabilele folosite de catre program si tipul lor. Sintaxa este
similara sintaxei Pascal. Sectiunea always este folosita pentru a defini anumite variabile
in functie de altele si este optionala. Sectiunea initially este folosita pentru a defini
valorile initiale ale anumitor variabile; variabilele neinitializate au initial valori arbitrare.
Sectiunea assign contine setul de intructiuni de atribuire.

Executia programului incepe intr-o stare in care valorile variabilelor sunt cele specifi-
cate in sectiunea initially. In fiecare pas se executa o intructiune de atribuire, care este
selectata arbitrar.

Programele nu au instructiuni de intrare/iesire. Se presupune ca toate intrarile si
iegirile sunt realizate prin adaugare si stergere de elemente din secvente, intr-o maniera
‘primul intrat primul iesit’.

5.2.1 Instructiunea de atribuire

Printr-o instructiune de atribuire multipla se permite unui numar de variabile sa fie
atribuite simultan, asa ca in urmatoarea instructiune:

x,y,z:=0,1,2.
Aceasta instructiune poate fi scrisa si in forma:
z,y:=0,1| z:=2,

sau
r:=0|y:=1]|z:=2.

Pentru o atribuire a elementelor unui vector se foloseste o notatie cuantificata:

<|li:0<i<mn:A®):=DB(@)>.
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Pentru atribuirile alternative se foloseste notatia exemplificata de urmatorul exemplu:

r:=—1 ify<0 ~
0 ify=0 ~
1 ify>0

Sintaxa generala a instructiunii de atribuire poate fi data folosind notatia BNF:

instructiune_atribuire —  componenta_atribuire
{|| componenta_atribuire}

componenta_atribuire — atribuire_enumerata
| atribuire_cuantificata

lista_variabile := lista_expr

variabila{, variabila}

lista_expr_simplal|lista_expr_conditionala

expr{,expr}

lista_expr_simpla i f expr_bool

{~ lista_expr_simpla if expr_bool}
atribuire_cuantificata — < || cuatificare instructiune_atribuire >
cuanti ficare —  lista_variabile : expr_bool :

atribuire_enumerata
lista_variabile
lista_expr
lista_expr_simpla
lista_expr_conditionala

Ll

In cazul atribuirii cuantificate, multimea specificata de cuantificare trebuie sa fie finita.
Daca multimea este vida, atunci instructiunea denota instructiunea vida.

5.2.2 Sectiunea assign

Sintaxa generala este:

lista_instructiuni

instructiune {[] instructiune}
instructiune_atribuire|
lista_instructiuni_cuanti ficata
lista_instructiuni_cuanti ficata — < [| cuantificare instructiune_atribuire > .

sectiune_assign
lista_instructiuni
nstructiune

Ll

Simbolul [] este separator de instructiuni. Exista o restrictie importanta legata de
expresiile booleene care pot sa apara in cuantificare: acestea nu trebuie sa refere variabile
ale caror valori se pot schimba pe parcursul executiei programului. Aceasta restrictie
asigura faptul ca multimea de instructiuni este constanta; instructiunile nu se creeaza
sau se sterg in timpul executiei programului.

Exemplul 5.1 Pentru a initializa matricea U de dimensiune n x n(n > 0) cu matricea
unitate se pot folosi trei variante de program:

<[l4,j:0<i<nA0<j<mn:
UGi,j):=0ifi#j ~ lifi=j
>
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Ssau

<||4,7:0<i<nA0<j<n:U(i,j):=0>
[ <[[i:0<i<n:U(@{1i):=1>
sau

<[i:0<i<n:U(,i):=1
] <|j:0<j<nAi#j:U(,j):=0>
>

Prima solutie are N? instructiuni, una pentru fiecare element al matricei. A doua
solutie are doua instructiuni, iar a treia are N instructiuni, cate una pentru fiecare linie.

5.2.3 Sectiunea initially

Sintaxa acestei sectiuni este aceeasi cu cea a sectiunii assign cu diferenta ca semnul :=
se 1nlocuieste cu semnul =. Sectiunea initially defineste valorile initiale ale anumitor
variabile; valoarea initiala a unei variabile este data ca o functie de valori initiale ale altor
variabile gi de constante. Ecuatiile care definesc valorile initiale nu trebuie sa fie circulare.

O multime de ecuatii este corecta daca si numai daca satisface urmatoarele conditii:

1. o variabila apare cel mult o data in partea stanga a unei ecuatii,

2. exista o ordonare a ecuatiilor, astfel incat orice variabila dintr-o cuantificare este fie
o variabila legata de cuantificare, fie o variabila care apare inainte in partea stanga
a unei ecuatii (programul poate fi ‘compilat’), si

3. exista o ordonare a tuturor ecuatiilor dupa expandarea ecuatiile cuantificate, astfel
incat orice variabila care apare in partea dreapta a unei ecuatii ori ca indice, apare
inainte in partea stanga a unei ecuatii (valorile initiale sunt bine definite).

Sectiunea initially este o multime corecta de ecuatii.

5.2.4 Exemple

In aceasta sectiune prezentam doua exemple scurte pentru a evidentia notiunile introduse
pana acum.

Sortare

Programul UNITY sortl sorteaza tabloul A de n(n > 0) intregi in ordine ascendenta.

Program sortl
assign

<[[i:0<i<n:A@),A(i+1):=A@+1),A@)if AG) > A@GE+1) >
end{sortl}
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Instructiunile programului se executa pana cand se ajunge la un punct fix, adica se
ajunge la o stare care nu mai poate fi modificata de executia unei instructiuni (tabloul
este ordonat).

O euristica folositoare este de a combina atribuirile care folosesc variabile diferite intr-
o singura instructiune. O alta varianta pentru sortare, se obtine separand variabilele pare
de cele impare (reprezinta varianta UNITY pentru sortarea par-impar).

Program sort2
assign
<|li:0<i<nApar(i): Adi), A(i + 1) := >
[ <|li:0<i<nAimpar(i): A1), A(i +1):=A(i+ 1), A@@) if A®G) > A +1) >
end{sort2}

Aceasta varianta poate fi rescrisa astfel:

Program sort3
assign
<[7:0<5<2:
<|li:0<i<nAj=i%2:A(i),A(i+1):=A(t+1),A®)if Ai) > A@GE+1) >
>
end{sort3}

Coeficienti binomiali

Urmatorul program calculeaza coeficientii binomiali C* | intr-un tablou de elemente C(n, k),
Vn:0<n<NAVk:0<k<n,pentru un N dat. Se folosesc relatiile: C° = C" =1 si
CF = C* 1 + C*_,. Presupunem ca C si N sunt declarati in afara programului.

Program binomial
assign
<[[n:0<n<N:
C(n,0) =11 C(n,n) :
] < Hk: O<k<n: Cn ) Cn—1Lk—-1)+C(n—1k)>
>
end{binomial}

Observatii:

1. Ordinea de executie a instructiunilor intr-un program UNITY este arbitrara. De
aceea, C'(n, k) poate fi atribuit inainte ca C(n—1,k—1) i C'(n—1, k) sa fie calculate.
Dar pana la urma toti C'(n, k) vor fi atribuiti corect.
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2. Orice || din acest program poate fi inlocuit cu [] (acest lucru nu este valabil pentru
orice program).

3. Pentrun = 0, C(0,0) apare de doua ori in stanga unei atribuiri, dar de fiecare data
valoarea atribuita este 1. Deci, se ajunge la punct fix.

5.2.5 Sectiunea always

Sectiunea always este folosita pentru a defini anumite variabile ca functii de alte variabile.
Sintaxa folosita este ca si cea a sectiunii initially. O variabila care apare in partea stanga
a unei ecuatii se numeste transparenta. O variabila transparenta este o functie de variabile
netransparente si deci nu apare in partea stanga a nici unei initializari sau atribuiri, dar
poate apare in partea dreapta. Pentru a asigura ca o variabila transparenta este o functie
bine definita de variabile netransparente se impun aceleasi restrictii ca si pentru sectiunea
initially.

5.3 Reguli de demonstrare

In aceastd sectiune se introduce o logica pentru specificarea, constructia si verificarea
programelor UNITY. Logica se bazeaza pe asertiuni de forma {p}s{q} (p — preconditie, ¢
— postconditie), care semnifica faptul ca in urma executiei intructiunii s in orice stare care
satisface predicatul p, se ajunge la o stare care satisface predicatul ¢, daca s se termina.

Sistemul de demonstrare al programelor UNITY difera de cele traditionale, in primul
rand prin faptul ca neexistand un control al fluxului de executie, nu exista asertiuni
asociate cu puncte in textul programului. Se asociaza intregului program, proprietati
de tipul “predicatul I e intotdeauna adevarat” sau “daca predicatul p devine adevarat
atunci predicatul ¢ va fi pana la urma adevarat”. In al doilea rand, executia unui program
UNITY reprezinta o secventa infinita de executii de instructiuni. Prin urmare, logica
asociata trebuie sa poata lucra cu secvente infinite de stari ale programului. Daca, de
exemplu, {p}s{q} e adevarat pentru toate instructiunile s ale unui program, poate fi
folosita inductia asupra numarului de executii ale instructiunii, pentru a arata ca odata
ce p devine adevarat el ramane adevarat.

5.3.1 Notiuni de baza

o I ’ . . . . . T v
Notam cu p,p,q,q, ... predicate oarecare si cu s,t, ... instructiuni program. In aceasta
sectiune consideram un singur program generic, fara nume. Prin conventie orice program
are cel putin o instructiune.

Demonstrarea asertiunilor asupra instructiunilor de atribuire

Pentru a demonstra {p}z := E{q}, se substituie toate aparitiile lui x din ¢ cu E, rezultatul
se noteaza cu ¢y si apoi se demonstreaza ca p = ¢5. Daca E este o expresie conditionala
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de forma
€0 Zf bo ~oLL. Y enzf bn,

atunci gy, este
(bo=qe) N . AN(bn=q.) AN((mbo Ao A=by) = q).

Preconditia unei atribuiri se obtine din postconditie prin inlocuirea simultana cu varia-
bilele din partea stanga a expresiilor corespunzatoare din partea dreapta.

Asertiuni cuantificate

Pentru un program F' dat, putem folosi asertiunile cuantificate

(Vs s € I {p}s{q})

(3s:s €l {p}s{q})

pentru a exprima faptul ca {p}s{q} este adevarat pentru toate instructiunile sau res-
pectiv, pentru cateva instructiuni din F'. Daca programul contine o lista de instructiuni
cuantificate, atunci cuantificatorul asupra instructiunilor se aplica fiecarei instructiuni
individuale din lista. Astfel

(Vs:se<li:b(i):t) > {p}s{q})
se demonstreaza aratand ca Vj : {p A b(j)}¢(7){¢}. Similar
(Fs:se<[i:b(i):t() > {p}s{q})

se demonstreaza aratand ca exista j astfel incat b(j) si {p A b(j)}t(7){¢} sunt adevarate.

5.3.2 Un model al executiei programului

Asociem fiecarui program o multime de secvente de executie, care sunt secvente infi-
nite, fiecare reprezentand o executie posibila a programului. Notam cu R o asemenea
secventa, iar R; reprezinta al i-lea element al secventei, (i > 0). Fiecare R; este o
pereche (R;.stare, R;.eticheta), unde R;.eticheta este numele instructiunii selectate pen-
tru executie, iar R;.stare este starea programului, adica valorile tuturor variabilelor, in
aceasta executie inainte de pasul al i-lea. Astfel Ry.stare este starea initiala.

Restrictia selectarii ‘echitabile’ conduce la urmatoarea conditie: pentru orice R si
orice s, R;.eticheta = s, pentru un numar infinit de indici .

Reprezentam prin p[R;] faptul ca predicatul p este adevarat in starea R;.stare.

Asertiunea {p}s{q} semnifica faptul ca pentru orice R si ¢ avem

(p[R;] A R;.eticheta = s) = q[Riy1].
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O consecinta a acestui model de executie este ca numarul de magini pe care este
partitionata executia unui program UNITY este irelevant pentru dezvoltarea unei teorii
de demonstrare. Consideram ca executiile pe magini diferite sunt ‘corect intertesute’,
adica efectul executiei simultane a doua instructiuni este acelagi cu acela al executiei
intr-o ordine arbitrara a instructiunilor. In acest fel, multimea executiilor posibile pentru
un program este aceeasi indiferent de numarul de masini implicate.

5.3.3 Concepte fundamentale

In aceasti sectiune se introduc trei relatii logice fundamentale: wnless (si cazurile ei
speciale stable §i invariant), ensures si leads-to. Se introduce formal si notiunea de
punct fix al unui program.

Relatia unless

Definitia 5.1 Pentru un program dat F, se defineste relatia p unless q astfel:
punless g= (Vs:s€ F:{pA-q}s{pVq}). (5.1)

Relatia unless exprima faptul ca daca predicatul p devine fals, atunci sigur predicatul ¢
va fi adevarat.
Din definitia relatiei unless se deduce ca

(p A=q)[Ri] = (pV q)[Rita].

Cazuri speciale ale relatiei unless

Definitia 5.2 Pentru un program dat
stable p = p unless false (5.2)
invariant q = (conditia initiala = q) A stable q. (5.3)

Axioma substitutiei

Daca © = y este un invariant al programului F, x poate fi inlocuit cu y in toate
proprietatile lut F'.

Exista o forma particulara a acestei axiome, care este foarte folositoare: inlocuirea lui
true printr-un invariant I gi viceversa.

O consecinta a acestei axiome este urmatoarea propozitie:

Propozitia 5.1
p unless q,invariant —q

5.4
stable p (5.4)
Demonstratie:
—q = true , axioma substitutiei
p unless q , din premiza

p unless false ,din cele doua de mai sus
stable p ,din definitia pentru stable



5.3. REGULI DE DEMONSTRARE 133

Relatia ensures

Relatia ensures este folosita pentru a exprima progresul de baza al programului.

Definitia 5.3 Pentru un program dat F', se defineste relatia p ensures q dupa cum
urmeaza:

p ensures ¢ = (p unless ¢\ (3s:s € F: {pA—q}s{q})). (5.5)

Adica, daca p este adevarat la un anumit moment, p ramane adevarat cat timp ¢ este
fals si pana la urma ¢ devine adevarat.
Din p ensures g se poate deduce, in termenii modelului de executie a programului, ca

plRi| = 3j:j>i:qRj]N(VE:i <k <j:p[Rk])).
Relatia leads-to
Proprietatile progresului programelor se exprima folosind relatia leads-to(—).

Definitia 5.4 Un program dat are proprietatea p — q daca si numai daca aceasta pro-
prietate poate fi derivata printr-un numar finit de aplicatii ale urmatoarelor requli de

inferenta:
[ J
p ensures q (5.6)
pq '
o (tranzitivitate)
pr '
o (disjunctie) Pentru orice multime W,
(Vm:m e W :p(m)— q) (5.8)

(Im:meW:pim))—q

Semnificatia lui p — ¢ pentru un program este ca odata ce p devine adevarat, ¢ este
sau va deveni adevarat. Dar nu este certificat faptul ca p ramane adevarat atata timp
cat ¢ nu este adevarat. Aceasta este diferenta majora intre ensures si leads-to.

In termenii modelului de executie al programelor, din p — ¢ se deduce ca

plRi| = (3 :j =i : q[Ry]).
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Punct fix

Un punct fix al unui program, daca exista, este o stare a programului in care executia
oricarei instructiuni lasa starea neschimbata. Daca un program se executa concurent cu
alte programe si partajeaza anumite variabile cu ele, atunci un punct fix este o stare care
poate fi schimbata doar de catre alte programe. Daca programul se executa independent,
ajungerea la un punct fix este echivalenta cu terminarea conform standardului programarii
secventiale. O implementare a programului poate alege sa termine executia programului,
in acest caz.

Definitia 5.5 Pentru un program F' se defineste predicatul F'P in urmatorul mod:
FP=(Vs:se FAseste X:=FE:X=FE). (5.9)

Adica, pentru orice atribuire din F', partea stanga si cea dreapta sunt egale in valoare.
Se poate observa ca predicatul F'P este satisfacut doar de punctele fixe ale programului
si toate punctele fixe ale programului satisfac F'P.
In termenii modelului de executie al programelor, pentru toti R si ¢ avem

FPIR;) = (Vj:j >i: R;.stare = Rj.stare).

Orice stare care poate fi ‘atinsa’ in timpul executiei unui program satisface orice
invariant I si deci orice punct fix satisface I A F'P.

5.3.4 Un exemplu complet — impartire intreaga

Vom construi un program care imparte numarul intreg M la numarul intreg N, M >
0, N > 0; catul este retinut in x, iar restul in y. Specificatia programului consta in faptul
ca predicatul

- N+y=MANO<y<N (5.10)

va fi adevarat in orice punct fix i ca pana la urma se atinge un punct fix.

Program impartire

declare x,y, 2,k integer
initially x,y, 2, k=0,M,N,1
assign
z, k= 2z, 2k if y>2zn~
N 1 if y<2z

lz,y = x+k y—2 if y>=
end{impartire}
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Relatii unless
Aratam ca y nu cregte atata timp cat y > z > N. De asemenea, y nu-si schimba valoarea,
iar z nu creste, atata timp cat y < z si z > N.
Propozitia 5.2 Pentru orice m,n:
y>z>NAy=munless y<m (5.11)

(y,2) = (my,n) ANy < zAz>N unless y=mA z < n. (5.12)

Demonstratie: Dam demonstratia pentru prima proprietate. Pentru prima instructiu-
ne, trebuie aratat ca
{y22>NAy=mAy>m}
2, k= 2z, 2k if y>2z~
N |1 iof y<2z
{ly>2>NAy=m)Vy<m}.

Aceasta asertiune poate fi dedusa din urmatoarele doua, care sunt demonstrate prin
aplicarea directa a regulii de demonstrare pentru instructiunea de atribuire:

{y>22Nz>NAy=m}z,k:=222k{y>2>NAy=m}

s
{22>y>2>NAy=m}z,k:=N1{y>z>NAy=m}

Pentru a incheia demonstratia pentru asertiunea 5.11, demonstram urmatoarea asertiune
pentru a doua instructiune:

{y=z2>NAry=mlr,y:=x+ky—2{y<m},

care rezulta direct din aplicarea regulii de demonstrare pentru atribuire.
Asertiunea 5.12 se demonstreaza analog.

Demonstrarea invariantului
Propozitia 5.3 Predicatul I definit astfel:

I=y>0Nk>1Nz=N-kANx-N+y= M. (5.13)
este invariant al programulus.

Demonstratie: Mai intai aratam ca [ e stabil,

{I}z,k:=222kif y>2z ~ N, 1if y<2z{l}
{Itx,y =x+kyy—zify>z{l}
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Aceste relatii se reduc la urmatoarele asertiuni:

{INy>2z} 2 k=22, 2k{]}
{I Ny <2z}z,k:=N,1{I}
{UNny>z2tay=x+ky—2{I}

Aceste asertiuni se demonstreaza prin aplicarea directa a regulii de demonstrare a ins-
tructiunii de atribuire.

Pentru a termina demonstratia mai trebuie demonstrat faptul ca conditia initiala
implica /. Conditia initiala a programului este (z,y, z, k) = (0, M, N,1)AM > 0AN > 0,
care satisface I.

Relatii ensures

Propozitia 5.4
y>zANy=mensures y<m (5.14)

(y,2) = (myn) Ny < zAz> N ensures y=mA z < n. (5.15)

Demonstratie: Aceste relatii, cu ensures inlocuit cu unless, au fost demonstrate. Pen-
tru a finaliza demonstratia, se observa ca

lyzzhy=miry:=a+ky—zify>2{y<m}

2)=(m,n) Ny<zAz>N}

k.= 222k if y>2z ~
N, 1 of y<2z

{y=mAz<n}

{(y

In a doua asertiune, y < z din preconditie implicd y < 2z. Astfel asertiunea poate fi
simplificata:
{(y,2) =(m,n)Nz> N}z, k:=N,1{y=mAz<n}.

Relatii leads-to
Propozitia 5.5
(y,z2) =(m,n)A(y >2Vz>N)— (y,2) < (m,n), (5.16)
unde < reprezinta relatia de ordine lexicografica pe multimea perechilor de intregi.
Demonstratie: Din faptul ca ensures implica leads-to avem
y>zAy=m — y<m (5.17)

si
(y,2) =(m,n)ANy<zAz>N — y=mAz<n. (5.18)
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Folosind proprietatile disjunctiei, se ajunge la:
(y,2) =(m,n)AN(y>zVz>N)— (y<mV(y=mAz<n)). (5.19)

Deoarece y < mV (y = m A z < n) inseamna (y, z) < (m,n), rezulta proprietatea dorita.

Propozitia 5.6
true —y < z < N. (5.20)

Demonstratie: Din invariant rezulta ca y, z sunt ambele nenegative. Multimea pe-
rechilor de intregi nenegativi este convenabila (“well found”) pentru relatia de ordine
lexicografica <. Prin urmare se poate aplica inductia asupra relatiei:

(y,2) = (m,n)AN(y>2zVz>N)— (y,2) < (m,n) (5.21)

pentru a deduce ca (y > zV z > N) nu poate fi adevarata pentru totdeauna. Agadar

true — y < z < N. (5.22)

Punct fix

Propozitia 5.7 Pentru programul dat,

FP = (y<2zV(2=2zANk=2k)) A
(y>22V(z=NAk=1)) A (5.23)
y<zV(@x=cs+kANy=y—2)).

Demonstratie: conform definitiei 5.5.
Din invariantul [ si predicatul F'P rezulta

r-N+y=MAN0<y<N. (5.24)
Mai trebuie aratat ca programul ajunge pana la urma la un punct fix, ceea ce inseamna

true — FP. (5.25)

Din proprietatea true — I Ay < z < N demonstrata mai inainte gi din faptul ca
INy<z< N = FP, rezulta

true — I Ny <z<N = FP. (5.26)

Pentru orice p,q, din p = ¢ rezulta p ensures ¢ si atunci p +— ¢. Prin urmare
true — FP.
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5.4 Maparea programelor pe arhitecturi

Consideram in continuare urmatoarele arhitecturi: arhitecturi von Neumann, arhitec-
turi multiprocesor sincrone cu memorie partajata, arhitecturi multiprocesor asincrone cu
memorie partajata si arhitecturi distribuite.

O mapare pe o magina von Neumann, specifica ordinea de executie a atribuirilor si
maniera in care executia unui program se termina. Ordinea de executie este data printr-o
lista secventiala de atribuiri, in care fiecare atribuire din program apare cel putin o data.
Calculatorul executa repetat lista de atribuiri. Deoarece executia unui program UNITY
nu se termina niciodata, terminarea se considera a fi o caracteristica a implementarii.

O cale de a implementa un program este de a-1 opri dupa ce a ajuns la un punct fix.

Intr-un sistem sincron cu memorie partajata, un numar fix de procesoare identice
partajeaza o memorie comuna care poate fi citita si scrisa de catre orice procesor. Exista
un ceas comun; la fiecare tact al ceasului, fiecare procesor executa un pas al calculului.
Sincronismul inerent care apare intr-o instructiune de atribuire multipla, face ca maparea
pe un astfel de sistem sa fie foarte convenabila.

Un multiprocesor asincron cu memorie partajata consta dintr-un numar fix de proce-
soare i 0 memorie comuna, dar nu exista ceas comun. Daca doua procesoare acceseaza
aceeasi zona de memorie simultan, atunci accesele la acea zona se efectueaza intr-o or-
dine arbitrara. Un program UNITY poate fi mapat pe o asemenea arhitectura prin
partitionarea instructiunilor programului intre procesoare. In plus, trebuie specificata o
ordine de executie pentru fiecare procesor, care sa garanteze o executie corecta pentru
fiecare partitie. Daca executia pentru orice partitie este corecta atunci orice intretesere
corecta a acestor executii determind o executie corecta a intregului program. Aceasta
mapare presupune ca este respectata urmatoarea regula: doua intructiuni nu sunt exe-
cutate concurent daca una modifica o variabila pe care cealalta o foloseste. Prin urmare
efectul executiei multiprocesor este acelasi cu intreteserea corecta a executiilor.

Pentru mapare pe arhitecturi distribuite se procedeaza analog cu cazul multiproce-
soarelor asincrone cu memorie partajata, specificand in plus si mesajele care trebuie
transmise.

5.5 Aplicatii

In continuare prezentam cateva programe UNITY pentru rezolvarea sistemelor liniare
folosind metoda lui Gauss, inversarea unei matrice, folosind aplicarea succesiva de pasi
Gauss-Jordan si inmultirea de matrice booleene.

5.5.1 Eliminare Gauss-Jordan nedeterminista

Consideram metoda lui Gauss de rezolvare a unui sistem de ecuatii,

Ax X =B,
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unde A o matrice de dimensiune n X n i B un vector de dimensiune n sunt date si
solutia este retinuta in vectorul X (n € N*). Presupunem determinantul matricei A
nenul (sistemul este unic determinat). Metoda Gauss-Jordan reprezinta o secventa de
n pasi de pivotare. Urmatorul program UNITY permite alegeri nedeterministe pentru
selectia liniilor de pivotare.

Solutia

Fie M (A; B) (matricea extinsa) matricea cu n linii si n+1 coloane, unde primele n coloane
sunt din A si ultima din B. Prin eliminarea Gaussiana, M (A; B) este transformata in
M(A'; B) prin anumite operatii astfel incat

Ax X =B
si

AxX=8
au aceeagi solutie X.

Scopul algoritmului este de a aplica secvente de astfel de operatii, pentru a converti
M(A; B) in M(I,; XF), unde I, este matricea unitate, iar Xp vectorul solutjie.

Program Gauss
declare
M(i,j:0<i<n,0<j<n+1):array of real
assign
{pivotare cu linia v daca M (u,u) # 0}
<[lu:0<u<n:
<|lv,7:0<j<nAO<v<nAv#u:
M(o,7) = M(v, j) = M(v,u) - M(u, j)/M(u,u)
>if M(u,u)#0
[<lj:0<j<n:
M(u,7) = M(u, ) /M (u,0)
>if M(u,u) #0
>
[[{interschimbare a doua linii daca ambele au elementele de pe diagonala
egale cu zero; rezulta cel putin unul dintre aceste elemente diferit de zero}
<[lu,v:0<u<nAO<v<nAu#uv:
<l[l7:0<j <n:Mu,j), M(v,j) := M(v,j), M(u, j)
>if M(u,u) =0AM(v,v) =0A (M(u,v) # 0V M(v,u) #0)
>
end{Gauss}

O operatie de pivotare a matricei in functie de linia uw (M (u,u) # 0), transforma
fiecare element M (v, j),u # v in M(v,j) — M(v,u) - M(u,j)/M(u,u) si fiecare element
M (u,7) al liniei w in M (u, j)/M (u,u).
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Programul Gauss contine doua tipuri de instructiuni:

1. Pivotare cu linia w, presupunand ca M(u,u) # 0; aceasta are ca efect setarea
variabilei M (u,u) cu 1 si M(v,u) cu 0, pentru toti v, v # u.

2. Interschimbare a doua linii u si v, In cazul in care M (u,u) = 0 si M(v,v) = 0 i
cel putin unul dintre elementele M (u,v), M (v, u) e diferit de 0; aceasta are ca efect
inlocuirea unui zero de pe diagonala cu un element diferit de zero pe diagonala.

Corectitudinea

Fie M° matricea M initiald. Deoarece fiecare instructiune din program modifica M astfel
incat solutia sistemului este conservata, avem

invariant M°, M au aceeasi solutie.

Notam cu A matricea de dimensiune n X n din partea stanga a matricei M si cu B
ultima coloan# a lui M. In continuare, se arata ca programul Gauss atinge un punct fix
si ca la orice punct fix, matricea A este matricea unitate. Apoi, din invariant rezulta ca
B este vectorul solutie cautat. Numim coloana unitate o coloana in care elementul de pe
diagonala e 1 si restul elementelor sunt 0. Adica, coloana u este o coloana unitate daca

Mw,u)=0if u#v ~1if u=w.
Pentru a arata ca se ajunge la un punct fix, demonstram ca perechea (p, q), unde

p = numarul de coloane unitate din A
g = numarul de elemente nonzero de pe diagonala din A,

creste lexicografic cu fiecare schimbare de stare.

Consideram fiecare instructiune pe rand. Pivotarea cu linia u, daca coloana u este
coloana unitate, nu provoaca nici o modificare de stare. Schimbarea de stare rezulta in
urma unei operatii de pivotare cu linia v doar daca coloana uw nu este coloana unitate;
efectul operatiei este de a transforma coloana u in coloana unitate gi astfel incrementarea
lui p.

Interschimbarea a doua linii u §i v se face doar daca M (u,u) = 0 A M(v,v) = 0 A
(M(u,v) # 0V M(v,u) # 0). In general, numarul de coloane unitate p nu se modifici;
poate cregte daca, de exemplu, M(u,v) = 1 A M(i,v) = 0,¥i # u. Dar, cel putin un
element diagonal M (u,u) sau M (v, v) devine diferit de zero si rezulta ca g creste.

Datorita faptului ca atat p cat i ¢ sunt marginite de n, rezulta ca programul Gauss
ajunge la un punct fix.

Ramane sa aratam ca A este matricea unitate la orice punct fix. Demonstram mai
intai, in Lema 5.1, ca oricare ar fi elementul diagonal M (u,u), daca este diferit de zero
la un punct fix, atunci coloana u este coloana unitate. Apoi, in Lema 5.2 aratam ca daca
exista elemente diagonale zero la un punct fix, atunci toate elementele acelei linii sunt 0.
Aceasta contrazice presupunerea din ipoteza, ca determinatul matricei A este diferit de
0. Ca urmare, toate elementele de pe diagonala sunt diferite de zero si conform Lemei
5.1, A este matricea unitate.
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Lema 5.1 La orice punct fix al programului Gauss,
M (u,u) # 0 = coloana u este coloana unitate.

Demonstratie: La orice punct fix, fiind dat M(u,u) # 0, rezulta ca oricare ar fi j si

v, U # v,

M (v, j) = M(v,5) — M(v,u) - M(u, ) /M (u, )

M (u,j) = M(u, ) /M (u, w).

Pentru j = u,
M(v,u) = M(v,u) — M(v,u) - M(u,u)/M(u,u) =0

si
M (u,u) = M(u,u)/M(u,u) = 1.

Lema 5.2 La orice punct fix al programului Gauss,
M(u,u) = 0= M(u,v) =0,Vv # u.

Demonstratie: Consideram doua cazuri: M (v,v) =0 si M (v,v) # 0.
In primul caz, consideram instructiunea de interschimbare a liniilor w,v. La punct
fix, daca M (u,u) =0A M(v,v) =0 avem

(M(u,0) = 0 A M(v,u) = 0) V (Aj : M(u, ) = M(v,5)).
Consideram cazul particular j = v. Atunci
(M(u,v) =0A M(v,u) =0)V (M(u,v) = M(v,v)).

Datorita faptului cd M (v,v) = 0, rezulta ca M(u,v) = 0.
In al doilea caz, daca M (v, v) # 0 se poate folosi Lema 5.1 si rezultd M (u,v) = 0.

Mapari posibile

Programul Gauss poate fi implementat intr-o varietate de moduri pe diferite arhitecturi.
Pentru o masina secventiala, poate fi mai eficient sa se aleaga liniile de pivotare intr-o
anumita ordine. Corectitudinea acestei scheme este evidenta pentru ca a fost obtinuta
din programul dat prin eliminarea nedeterminismului. Pentru o arhitectura asincrona cu
memorie partajata sau pentru o arhitectura distribuita, programul dat admite mai multe
implementari; cea mai simpla este de a asocia unei linii un proces. Pentru a permite
operatia de interschimbare putem permite schimbarea numarului liniei unui proces. Asa,
doua linii pot fi interschimbate doar prin interschimbul numarului lor de linie. Pe o
arhitectura paralela sincrona cu O(n) procesoare operatia de interschimbare poate fi
executata intr-un timp constant, iar operatia de pivotare in O(n) pasi.
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5.5.2 Inversa unei matrice si rezolvare de sistem liniar

Urmatorul exemplu calculeaza inversa unei matrice, folosind aplicarea repetata de pasi
Gauss-Jordan [132]. Aplicand de n ori cate un pas de eliminare Gauss-Jordan asupra
matricei A de dimensiune n X n (n € N*) se obtine matricea inversa A~'[25]. Un pas
Gauss-Jordan cu elementul pivot A(u,v) # 0 transforma elementele matricei A astfel:

o Atwo) i ung A
o —A(i, 7 U,V L i=uNjF#v
Alig) = A(i,j)j/A(u, v) Vi u /\i’ =

(A, ) - Au, v) = A, 0) - A, §))/A(u, 0) i Funj# v

Solutia

Presupunem ca matricea A este nesingulara.

Program inversa
declare
A(i,j:0<i<n,0<j<n):array of real
indl,ind2(i: 0 <1i<n):array of integer
z,y(i:0<1i<n):array of integer
initially
<u:0<wu<n:indl(u),ind2(u) =0,0 >
assign
{pivotare cu elementul A(u,v) daca A(u,v) # 0}
<[lu,v:0<u<nAO<v<n:
<lij:0<i<nA0<j<n:

A(i,5) =1/A(u,v) ifi=uNj=v ~
= —A(u,j)/A(u,v) ifi=uNjF#uv ~
= A(i,v)/A(u,v) ifi=uNjF#v ~

= (A(4,7) - Alu,v) — A(u, j) - A(i,v)) [A(u,v) if i#FuNnjFv
>
|lind1(u),ind2(v), z(u),y(v) :=1,1,v,u
if  A(u,v) #0Aindl(u) =0 Aind2(v) =0
>
end{inversa}

Tablourile x si y se folosesc pentru a marca permutarile indicilor pe linii, respectiv
coloane. Alegerea elementului pivot se face nedeterminist, cu conditia sa fie diferit de
zero. Deoarece o operatie de pivotare trebuie sa se faca o singura data pentru o linie u si
o coloana v, dupa executia unui pas de eliminare cu pivotul A(u,v) marcam indl(u) =1
si ind2(v) = 1. Un pas de eliminare cu pivotul A(u,v) se face doar daca indl(u) =
0 A ind2(v) = 0.
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In final, o permutare a liniilor gi a coloanelor matricei rezultate ne va da matricea
inversa. Permutarile z (pentru linii) si y (pentru coloane) se obtin in functie de alegerea
elementelor de pivotare.

Pentru a transforma matricea rezultat in matricea inversa poate fi folosit programul
urmator.

Program transformare
declare
A(i,j:0<i<n,0<j<n):array of real
z,y(i:0<1i<n):array of integer
assign
<[lu,v:0<u<nAO<v<n:
{interschimbare a doua linii }
<[lj:0<j<n:A(u,j), Av,j) = Alv, j), A(u, j) >
| 2(u), 2(v) := 2(v), z(u)
if x(u) =vVaz)=u
>
[
<flu,v:0<u<nAO<v<n:
{interschimbare a doua coloane }
<0< ) <n: AQG,u), A(j,v) = AG,v), AG,u) >
| y(u), y(v) == y(v), y(u)
if ylu) =vVy(v) =u
>
end{transformare}

Corectitudinea

Pentru demonstrarea corectitudinii programului inversa, notam p = (3 u : 0 < u <
n:indl(u)) si¢g = O_u:0 < u < n:ind2(u)); se poate demonstra usor ca p = ¢
la orice moment al executiei — deci reprezinta un invariant. Numarul p = ¢ creste cu
o unitate, dupa executarea oricarei instructiuni. Valoarea lor este marginita de n si ca
urmare programul tnversa ajunge la punct fix, unde p = g = n.

Cu ajutorul indicatorilor se arata ca se fac exact n pasi de eliminare Gauss-Jordan,
cu elemente pivot de pe linii si coloane diferite. Acest lucru implica faptul ca matricea
rezultat este matricea inversa a matricei initiale, cu liniile si coloanele eventual ameste-
cate.

Demonstrarea corectitudinii programului trans formare se bazeaza pe faptul ca orice
permutare poate fi scrisa ca un produs de inversiuni.

Mapari posibile

Pe o masina secventiala programul inversa poate fi mapat prin alegerea primului element
pivot gasit; cautarea elementului se face in functie de indl si ind2. Timpul de executie
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va fi O(n?).

Programul poate fi implementat pe un sistem paralel asincron cu memorie partajata,
prin asocierea unui procesor unei linii, sau prin asocierea unui procesor fiecarui element
al matricei — deci si a operatiilor asociate lor, in cazul in care sunt disponibile suficiente
procesoare.

Pe o arhitectura sincrona cu n? procesoare, programul inversa se executd intr-un timp
O(n), executandu-se in paralel operatiile unui pas de eliminare Gauss-Jordan.

Alte aplicatii

Programul inversa poate fi folosit si pentru aflarea rangului unei matrice. Rangul ma-
tricei va fi egal cu p = ¢, care reprezinta numarul pagilor Gauss-Jordan care au putut fi
efectuati.

De asemenea sunt necesare foarte putine modificari pentru a folosi acest program
pentru rezolvarea unui sistem liniar unic determinat. Matricea A se inlocuieste cu ma-
tricea extinsa M = [A|B] si in final rezultatul va fi continut in ultima coloana a matricei
rezultate. Si in acest caz se va tine cont de inversiunea liniilor.

Aplicarea a n pasi Gauss-Jordan reprezinta, deasemenea, si etapa a doua a algorit-
mului SIMPLEX.

5.5.3 inmult;irea matricelor booleene

Vom prezenta mai multe variante de programe UNITY pentru inmultirea matricelor bo-
oleene A x B, care folosesc operatii ori intre elementele liniilor matricei B [31].

Solutia generala

Fie A o matrice de dimensiune m X n si B o matrice de dimensiune n X r cu ele-
mente booleene (m,n,p € N*). Dorim sa calculam matricea produs C, unde elementele
C(i,7),0 <i<m,0<j< psunt date de relatia:

C(i,5) = (Vk:0 < k <n: A, k) A B(k, ). (5.27)

Un program direct poate fi executat cu o complexitate timp O(m-n-r) pe un procesor
sau in O(logyn), folosind O(m - n - r) procesoare sincrone. Exista totusi o varianta de
inmultire a doua matrice booleene de dimensiune m X m, prin care se poate ajunge la
complexitatea timp O(m?/logm) folosind un procesor.

Observatia majora care sta la baza acestui program este ca orice linie a matricei
produs C' este o operatie ori asupra unei submultimi de linii din B. Fie B[i| linia a i-a
a lui B (similar pentru A[i], C[i]). Notam cu B[i] V B[j] linia formata prin aplicarea
operatorului V elementelor corespunzatoare din Bli] si B[j]; aceasta inseamna ca al k-lea
element din B[i] V B[j] este B(i, k) V B(j, k).

Prin urmare

C(i,j) = (Vk: 0 <k <nAA@,k): B(k,j)). (5.28)
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Fiecare C[i] se obtine prin aplicarea operatiei ori asupra unei submultimi de linii din
B; Blk] este in submultime daca si numai daca A(i, k) este adevarat.

O strategie de a calcula C, folosind ecuatia 5.28, este de a calcula mai intai matricea
D, ale carui linii se obtin prin aplicarea de operatii or: asupra tuturor submultimlor
posibile ale lui B si apoi a selecta C[i] din D in functie de A[i].

Deoarece B are n linii, rezulta ca D are 2" linii. Indexul liniilor din D determina
liniile din B, din care sunt construite.

Pentru orice r : 0 < r < 2™:

Dir] = (Vj : 0 < j < n Abitul al j-lea din reprezentarea binara

a lui r este 1 : B[j]). (5.29)

Intr-o reprezentare binara, bitii sunt numarati incepand de la 0 pentru bitul cel mai
nesemnificativ.

Pentru orice Afi] din A, notam cu A[i] numarul care are bitul al j-lea din reprezentarea
sa binara 1 daca si numai daca A(i, j) este adevarat — pentru a obtine reprezentarea binara
pentru A[i], interpretam fals ca fiind 0 gi adevarat ca fiind 1.

Atunci avem:

DIA[i]]
— {din 5.29}
(Vi:0<j<nAA(,j): B[j])
— {din 5.28}
Clil.

Prima varianta este programul UNITY P1.

Program P1
declare
D(i,j:0<i<2"0<j<p):array of boolean
assign
<|r:0<r<2m:
Dir] :== (V7 : 0 < j <nAbitul al j-lea din reprezentarea binara
a lui reste 1: B[j])
>
[ -
<|i:0<i<m:Cli]:= DIA[]] >
end{P1}
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Program P1’
declare
D(i,j:0<i<2"0<j<p):array of boolean
initially < [[r: 0 <r < 2":D[r]=0 >
assign
<|lr:0<r<2m:
<|7:0<j<n:Dr]:=D[r]V Blj]
¢f bitul al j-lea din reprezentarea binara a lui r este 1
>
>
n -
<|li:0<i<m:C[]:= D[A]i]] >
end{P1'}

Programul P1 contine o instructiune de atribuire cu valoarea: (Vj: 0 < j < nA bitul
al j-lea din reprezentarea binara a lui r este 1 : B[j]) pentru care nu se specifica modul
de calculare. Pentru a fi mai rigurogi putem transforma programul in programul P1’.
(S-a folosit vectorul O prin care am notat vectorul cu toate elementele avand valoarea
fals)

Este posibil sa se realizeze un calcul mai eficient daca definim liniile lui D in functie
de alte linii din D.

Pentru doi intregi =,y notam z V y numarul obtinut prin aplicarea operatiei or: re-
prezentarilor binare ale lui x si y. Avem atunci D[z V y] = D[z] V Dly|.

Se observa ca r =2/ + k,unde 0 < j <nsi 0 < k < 27; j este cea mai semnificativa
pozitie cu bit egal cu 1 i k este numarul care corespunde urmatorilor biti. Astfel D[27 +
k] = B[j] V DIk].

Program P2
declare
D(i,5:0<i<2"0<j<p):array of boolean
initially
D[0]=0
assign

<|jk:0<j<nA0<k<2:D[2+k]:=B[j]V D}kl >

| <|i:0<i<m:C[]:= D[A]]] >
end{ P2}

Corectitudinea programului P2: Daca executia primei instructiuni nu mai produce
nici o modificare de stare, executia instructiunii prin care se initializeaza matricea C
conduce starea programului intr-un punct fix.
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Consideram predicatul

pi = D[i] = (Vj : bitul j din reprezentarea binara a lui i este 1 : B[j])

Alegem FP= (Vi: 0<i<2"—1:p)A(Vi:0<i<m:Cl[i] = D[A[]]). Se poate
arata usor ca acest predicat satisface conditia de predicat al punctului fix.

Avem relatia: pp — Poivi,Vk,7 : 0 < j <n A0 <k < 27. Initial este adevarat
arata ca pg — (Vi : 0 <@ < 2" —1:p;). De asemenea, avem true — (Vi : 0 <i < m :
Ci] := DI[A[i]]), datorita celei de-a doua instructiuni.

Am aratat ca se ajunge la o stare in care este adevarat predicatul (Vi : 0 < i <
2" — 1 : p;). Orice executie a primei instructiuni in aceasta stare nu va produce nici o
modificare de stare. Prin urmare, am demonstrat ca se ajunge la punct fix si F'P satisface
specificatia.

Numarul de operatii ori este proportional cu (+7: 0 < j < n:27) = O(2"). Numérul
de linii din C care sunt atribuite este O(m). Deci numarul total de operatii linie este
O(2"+m). Daca n este O(log m), iInmultirea matricelor booleene poate fi facuta in O(m)
operatii linie sau intr-un timp O(m - p) pe o arhitectura secventiala.

Doua matrice booleene cu dimensiunea m x m fiecare, pot fi inmultite prin partitio-
narea mai intai a matricei din stanga in m/log m submatrice de dimensiunee m x logm
si a matricei din dreapta in acelagi numar de submatrice cu dimensiunea logm x m
si apoi inmultirea perechilor corespunzitoare, fiecare intr-un timp O(m?) pe o arhitec-
tura secventiala. Tntregul produs va fi calculat ca disjunctie a matricelor produs cores-
punzatoare. Prin urmare, inmultirea matricelor booleene are o complexitate-timp de
O(m?/logm) pe o masina secventiald, care reprezintd o imbunatatire fata de O(m?).

inmul’girea matricelor booleene pe arhitecturile paralele

Pe arhitectura paralela fiecare linie din D se calculeaza prin O(n) operatii ori cu linii din
B. Daca folosim O(n-p) procesoare, poate fi calculata intr-o complexitate-timp O(logn).
Toate liniile din D pot fi calculate in paralel; prin urmare matricea D poate fi calculata
intr-un timp O(logn) folosind O(2" - n - p) procesoare. Calcularea matricei C' se poate
face apoi intr-un timp O(1), folosind O(m - p) procesoare.

Este posibil de a obtine un program P3 mai bun, folosind ideea programului P2.
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Program P3
declare
D(i,j:0<i<2"0<j<p):array of boolean
initially
D[0] = O
<|j:0<j<n:D[2]=B[j]>
assign
<[Jt:0<t<nAteste o putere a lui 2 :
<|rit<|r]<2tAN1<r<2":
{r, are biti 1 pe primele ¢ pozitii unde r are 1}
{r, are biti 1 pe celelalte pozitii unde r are 1}
Dir] := D[r,] V D|r,]
>
>
| <i:0<i<m:Cl[i]:= D[A[i]] >
end{P3}

Ideea se bazeaza pe relatia D[r| = D[z] V D[y, unde r = = V y. Putem alege z si
y, astfel incat fiecare sa aiba aproximativ jumatate din numarul de biti egali cu 1 din
reprezentarea binara a lui r. Formal, fie |r| numarul de biti egali cu 1 din reprezentarea
binara a lui r. Daca t < |r| < 2t este posibil sa gasim x,y astfel incat r =z Vy, |z| <t
si |yl <t. Alegem z,y astfel: = are 1 in reprezentarea sa binara exact in primele ¢ pozitii
unde 7 are 1, iar y are 1 pe pozitiile care raman. Astfel, toate liniile din D ale caror
indici au 2¢ sau mai putini de 1 in reprezentarea lor binara pot fi calculati intr-un pas
paralel din liniile lui D care au ¢ sau mai putini 1 in reprezentarea binara a indicilor lor.
Un indice de linie din D are cel mult n de 1 in reprezentarea lor binara; deci toate liniile
lui D se calculeaza in O(logn) pasi.

Calcularea unei linii necesita aplicarea unei operatii ori la doua linii cu lungimea p;
deci sunt necesare O(p) procesoare pentru aceasta operatie. Prin urmare sunt necesare
O(2™ - p) procesoare.

Corectitudinea programului P3: Demonstrarea corectitudinii se face in mod analog
cu demonstrarea corectitudinii programului P2. Ne vom concentra atentia pentru a
demonstra ca prima instructiune cuantificata conduce la formarea corecta a matricei D.
Orice executie a instructiunii < [[i : 0 < i < m : C[i] := D[A[i]] > nu are importanta
inaintea calcularii complete a matricei . Executia ei dupa ce starea matricei D nu se
mai schimba, conduce la punct fix.

Consideram predicatul p; : D[i] = (Vj : bitul j din reprezentarea binard a lui i este
1 : B[j]). Avem relatia. p, A p, — psvy. Initial predicatele py; sunt adevarate pentru
0 < j < n. Prin inductie completa se poate arata ca (A : 0 < j < n:py)— (Vi:0<
i < 2" —1:p;). Deci matricea D este corect calculata.
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Extindere — inmultire matrice de numere

Exista numeroase aplicatii (din teoria grafurilor, teoria compilatoarelor,etc.) in care se
cere sa se realizeze operatii de inmultire intre matrice ale caror elemente apartin multimii
{0,1}.

Este posibil sa se adapteze programul pentru inmultirea matricelor booleene pentru
a putea fi folosit la inmultirea a doua matrice A si B de dimensiune m x m, (m € N*),
A(i,5) € {0,1} [130].

Transformam programul P3 astfel: inlocuim operatorul ori cu operatorul +, iar A_[z]
se calculeaza in mod analog cu modul de calculare anterior, cu diferenta ca se inlocuieste
valoarea adevarat cu 1 gi valoarea fals cu 0. Se obtine, astfel, un program pentru inmultire
de matrice cu proprietatile specificate anterior.

Avantajele folosirii algoritmului bazat pe inmultirea matricelor booleene sunt si de
aceasta data legate de complexitatea-timp obtinuta. Complexitatea unei implementari
pe o arhitectura sincrona cu 2™ - m procesoare este O(log, m).

Extindere — inmultire matrice rare

O extindere a algoritmului de inmultire a matricelor se poate face §i pentru matricele
rare [130]. In cazul matricelor rare ordinul m al matricelor este foarte mare, iar numérul
elementelor nenule este de ordin O(m).

Vom considera din nou cazul special in care elementele matricii A satisfac conditia:
A(i, j) € {0,1}.

O reprezentare clasica pentru matrici rare folosegte cate o lista pentru fiecare linie
a matricei [177]. In fiecare nod al listei a i-a se memorezé cate o pereche (j,v) care
reprezinta un numar de coloana si valoarea v = A(i,j) # 0 (lista este ordonata crescator
in functie de 7). Numarul de noduri ale unei liste este egal cu numarul elementelor nenule
de pe acea linie.

Putem asocia fiecarei linii ¢ a unei matrice rare A, un numar A_[z] a carui reprezentare
in baza 2 are urmadtoarea proprietate: bitul al j-lea este egal cu 1 daca si numai daca
A(i,7) # 0 (este analog numarului A[i] definit pentru matricele booleene).

Numiirul A = (Vi : 0 < i < m : A[i]) va furniza informatii despre numsrul de coloane
cu toate elementele 0 ale matricei A. Notam cu m’ numarul de biti diferiti de 0 din
reprezentarea lui A (m' = |Al).

Pentru a adapta programul P3 la inmultirea matricelor rare, calculdm pentru fiecare

i:0 < i< m, numarul Alj] din numarul A_[Z] astfel: se elimina bitii de pe pozitiile in
care numarul A are biti egali cu 0. De exemplu, daca A = 1010001001, iar pentru un 4
oarecare A[i] = 1000001000 atunci A[i] = 1010.

Apoi, calculaim matricea B’ (m' X m) prin inlaturarea liniilor j din B, pentru care
bitul al j-lea din reprezentarea lui A este nul. Aceste linii pot fi eliminate pentru c& nu
vor participa la calcularea elementelor matricei produs, datorita coloanelor complet nule,
corespunzatoare, din matricea A.

Putem acum sa definim programul P4 pentru inmultirea matricelor rare A x B,
A(i,7) € {0,1}. Programul va folosi matricea B" in loc de matricea B si numerele
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—

Alt] in locul numerelor Ali].
Notam cu List tipul listelor folosite pentru reprezentarea liniilor matricelor rare, iar
aici O reprezinta lista vida.

Program P4
declare
D@i:0<i< Qm/) carray of List
initially
D[0] =0
<|j:0<j<m :D[2]=B[]>
assign
<[It:0<t<m Ateste o putere a lui 2 :
<|lr:t<r|<2tA1<r<2":
{r, are biti 1 pe primele ¢ pozitii unde r are 1}
{r, are biti 1 pe celelalte pozitii unde r are 1}
D[r] := Dlr,] ® DIr,]

>
>
] <li:0<i<m:C[i:= D[A[i]] >
end{ P4}
Suma D|r] := DI[r,|® D]r,] reprezinta suma a doua linii a caror reprezentare este data

sub forma de lista. Complexitatea-timp a acestei operatii este data de suma lungimilor
celor doua liste; prin urmare depinde de numarul maxim de elemente nenule de pe o linie
a matricei. Daca notam LA = (maxi:0<i<m:(+j:0<j<mAA(i,j)#0:1))si
analog LB, atunci complexitatea operatiei este marginita de 2L B.

Complexitatea intregului program pe o arhitectura sincrona cu O(2m/) procesoare
este marginita de O(LBlog,m’). Aceasta este mai buni decit complexitatea obtinuta
printr-un algoritm clasic care este O(LA - m), folosind O(m) procesoare.

Complexitatea calcularii numerelor A si A[i],0 < i < m este O(m) folosind O(m)
procesoare.

Dac# numarul m’ este O(log, m) atunci numarul de procesoare necesare este O(m).
Daca nu exista suficiente procesoare disponibile, matricele pot fi partitionate in subma-
trice (matricea A se partitioneaza pe coloane, iar matricea B pe linii) si apoi se calculeaza
matricea rezultat ca fiind suma submatricelor produs rezultate.

Sumar

Modelul prezentat in acest capitol este nu doar un model de constructie pentru programe
paralele, ci este un model general de constructie a programelor, fie ele secventiale sau
paralele. Prin caracterul lui unitar aduce o noua perspectiva in constructia programelor
si pe de alta parte conduce la depasgirea inertiei in constructia de programe paralele.
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Folosind acest model, nu este mai dificil sa se construiasca un program paralel, decat unul
secvential; se construieste de fapt o schema program unica, care apoi este implementata
pe diverse arhitecturi secventiale sau paralele.
Metoda permite de asemenea verificarea formala a corectitudinii programelor.
Acesta metoda foloseste un nivel inalt de abstractizare pentru constructia de programe
si schimba modul uzual de abordare in constructia programelor.
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Capitolul 6

Dezvoltare formala din specificatii
a algoritmilor paraleli

In acest capitol, vom prezenta o metoda de dezvoltare formala, care se poate folosi cu
succes pentru aplicatii paralele bazate pe transmitere de mesaje. Prin urmare algoritmii
derivati prin aceasta metoda pot fi ugor implementati folosind biblioteci de tip PVM
(“Parallel Virtual Machine”) si MPI (“Message Passing Interface”). De asemenea, metoda
poate fi adaptata gi pentru modelul BSP (“Bulk Synchronous Parallel”) care se bazeaza
pe superpasi delimitati de bariere de sincronizare. Mai multe detalii despre acestea vor
fi date in Capitolul 9.

Metoda prezentata este o metoda de dezvoltare corecta a programelor paralele, por-
nind de la specificatii. Ea are la baza folosirea proceselor si a specificatiilor parametrizate
[111].

Folosind aceasta metoda este analizata gi problema distributiei datelor in mod formal
si este evidentiat de asemenea impactul distributiilor de date in dezvoltarea programelor
paralele.

Distributia datelor este determinanta in constructia programelor paralele. Se pot
folosi distributii simple prin care o data este atribuita unui singur proces, sau distributic
multivoce, prin care o data de intrare se atribuie unei multimi de procese. Distributiile
multivoce se folosesc in special atunci cand numarul datelor de intrare este mai mic
decat numarul de procese (programe paralele pentru sisteme cu granulatie fina), dar asa
cum releva si ultimul exemplu prezentat in capitol, in anumite cazuri folosirea lor poate
conduce la programe paralele generale mai eficiente.

6.1 Descrierea metodei

Un program paralel poate implica multe procese cu interactiuni complexe. Este stiut
faptul ca un grad inalt de complexitate pentru un program paralel ingreuneaza foarte
mult dezvoltarea lui.

Metodelele formale si principiile de inginerie informatica, cum este separarea obiective-
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lor, sunt indispensabile in constructia programelor paralele. Metoda pe care o prezentam
aici, se bazeaza pe metodele formale de constructie a programelor secventiale. Esentiala in
aceasta metoda este notiunea de parametrizare a proceselor. Un proces parametrizat este
asemanator unei proceduri dintr-un program secvential; diferenta consta in faptul ca nu
avem o singura instantiere(apel), ci avem mai multe la un moment dat. Un program pa-
ralel se obtine din instantierea a p procese, dintr-un singur proces parametrizat. Se obtin
astfel procese cu structura similara. Specificarea proceselor parametrizate este foarte
asemanatoare cu specificarea programelor secventiale. Un program paralel este specificat
folosind specificatii functionale ca si in programarea secventiala. O asemenea specificare
formeaza punctul de start pentru dezvoltarea unui program paralel, o constructie formala
a proceselor parametrizate constituind un program paralel. Pentru a ajunge la aceasta
constructie formala folosim preconditii, postconditii §i invarianti parametrizati.

Un proces parametrizat este detaliat in secvente de programe secventiale ordinare gi in
procese de comunicatie. In acest fel un program este descompus in nivele ale instantelor
proces.

Exemplu:

S0 S1: S2:
LO S0.0 S0.1 S0.2
L1 ;C0.0 ;C0.1 ;C0.2 (6.1)
L2 ;510 ;811 ;S1.2
L3 ;C1.0 ;C1.1 ;C1.2

Acest exemplu prezinta un program paralel, constand din 3 instante ale procesului pa-
rametrizat S. Fiecare proces S.q,0 < ¢ < 3, este descompus pe verticala intr-o secventa
de 4 procese S0.q,C0.q,S1.q,C1.q. Procesele parametrizate S0.q si S1.q sunt programe
secventiale, iar C'0.q, C'l.q sunt procese de comunicatie. Un alt mod de a privi un pro-
gram este prin descompunerea sa pe nivele: L0, L1, L2, L3. Fiecare nivel consta din
acelagi proces parametrizat. O regula importanta pentru asigurarea dezvoltarii corecte a
programelor impune ca gi comunicatia sa aiba loc doar intre procese de comunicatie din
acelagi nivel.

Aceasta specificare stricta a obiectivelor in constructia unui program paralel are
urmatoarele avantaje:

e Poate fi data o specificatie clara pentru fiecare proces parametrizat.

e Tipul interactiunii intre procese este limitat, deoarece un proces parametrizat este
ori un program secvential ordinar, ori un proces de comunicatie.

e Rolul unui proces de comunicatie devine clar si este facilitata demonstrarea co-
rectitudinii programelor paralele. Este relativ usor de analizat influenta retelei de
comunicatie asupra complexitatii programelor paralele si putem considera imple-
mentari diferite pentru procesele de comunicatie.

e Fiecare coloana poate fi considerata ca o unitate — o implementare pe un sistem
multiprocesor poate fi facuta prin atribuirea fiecarei coloane unui procesor.
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e Distribuirea volumului de calcul si a comunicatiilor echilibrat intre nivele garanteaza
obtinerea unui program paralel eficient.

6.1.1 Constructia programelor paralele

6.1.2 Specificatii functionale

Modalitatea de specificare a programelor paralele porneste de la specificatia formala Hoare
pentru programe secventiale:

{Q}S{R}, (6.2)

unde @ este preconditia, R postconditia i S programul. Semnificatia specificatiei Hoare
este: daca S incepe intr-o stare in care predicatul () este adevarat i S se termina, atunci
dupa executie, R va fi adevarat (conditia de partial corectitudine). Tripletul Hoare poate
fi extins pentru specificarea programelor paralele astfel: preconditia si postconditia sunt
scrise ca si conjunctii de p (p > 0) pre- i post- conditii locale pentru fiecare proces(fir)
al programului paralel:

{Q.4}S.¢{R.q},0 < g <p. (6.3)

Daca S este un program paralel parametrizat, pre- si post- conditiile sunt parametrizate.
Deci in locul a p specificatii, poate fi data doar una, dar parametrizata. O specificatie pa-
rametrizata poate contine variabile locale care reprezinta parti ale datelor distribuite(ex.
tablou, graf). Deci parametrii specificatiei sunt ¢, p, si distributia datelor D. In asertiuni
nu se mai specifica parametrii p si D, pentru simplificarea notatiei. Sunt posibile dife-
rite distributii a datelor, fiecare avand un alt impact asupra complexitatii programului
paralel. Presupunem ca nu exista memorie partajata (deci variabile globale), datele fiind
toate partitionate intre procese.

Exemplul 6.1 Prezentam structura si specificatia unui program pentru calcularea sumei
a n numere date intr-un tablou ¢ de lungime n. Programul paralel este format din p
instante pentru S, numite S.q,0 < g < p, care se vor executa in paralel:

|[p, n - int;
t(i:0<i<n):array of int;
{0<q<p}
par ¢:0<g<p
|[w : int;
{Q.q:0<n}
S.q
{Rq:-w=Di:0<i<n:t())
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Daca p = 1 avem o specificatie pentru un program secvential.

6.1.3 Invarianti

Modalitatea de a obtine un proces parametrizat S pornind de la specificatii este similara
cu metodele folosite in programarea secventiala. Se incearca obtinerea unui invariant
prin calcul. Programul este derivat prin calcularea conditiilor necesare pentru a mentine
invariantul. Intr-o derivare, fiecare subproblema care se identifica va fi mai simpla decat
problema initiala. Procesul de rafinare este repetat pana cand constructia programului
text care respecta specificatia devine triviala. Invariantii sunt de asemenea parametrizati,
consecinta naturala a faptului ca specificatiile sunt parametrizate. Se folosesc astfel tehni-
cile programarii secventiale. Gasirea invariantului poate fi facuta mai usor daca se consi-
dera distributia datelor stabilita dinainte. Este necesara rescrierea pre- si post- conditiilor
in asa fel incat sa poata fi identificate specificatiile locale si globale. O specificatie locala
face referire la datele locale procesului si ea poate fi satisfacuta de un program secvential.
O specificatie globala cere anumite forme de coordonare intre procese; anumite procese
trebuie sa interactioneze intre ele prin schimb de mesaje pentru a satisface specificatia.

Exemplul 6.2 Pentru specificatia data in exemplul anterior, fie O.q setul de indecsi ai
elementelor tabloului ¢, care sunt repartizate procesului q. Ca prim pas spre a obtine
un invariant se identificd doua subprobleme: inregistrarea sumelor locale (formate din
insumarea elementelor locale procesului) in variabila locala s si insumarea acestor valori
locale. Acesta poate fi derivat prin rescrierea predicatului R.q:

>Ji:0<i<n:t(i))
= {rescrierea domeniului}
Dq:0<g<p:(D]i:0<1<0.q:t(i))
= {introducerea sumelor partiale}
(3q:0<q<p:lsum.yg),

unde lsum.q = (>_i:0<i < O.q:t(i)), pentru toti ¢ : 0 < ¢ < p.
S-au identificat astfel doua subprobleme cu postconditiile R0.q si R1.q, scrise in
specificatia data in continuare:

S.q
|[s @ int;
S0.q
{R0.q : s = lsum.q}
:S1.q
{Rlgq:w=(_q:0<q¢g<p:lsum.q)}
I
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Pentru procesul 50.¢ este usor sa obtinem un invariant; procesul S1.¢ necesita o
comunicatie globala intre procese.

6.1.4 Corectitudinea

Prin acest mod de elaborare a programelor paralele se doreste obtinerea unor programe
corecte prin constructie. Demonstrarea corectitudinii programelor paralele se reduce la
demonstrarea corectitudinii aplicarii regulilor de constructie. In sectiunile necomunicante
ale unui proces parametrizat, avem doar asertiuni si liste de instructiuni. Corectitudi-
nea poate fi demonstrata folosind asertiunile si regulile de demonstrare. Singura co-
municare permisa intre procese este transmiterea de mesaje. Partea unei instante proces
care contine asemenea instructiuni de comunicatie este numita subproces de comunicatie.
Inaintea trimiterii unei valori este ficuté o asertiune explicita asupra valorii comunicate.
Asertiunile asupra acestor valori sunt exprimate in termenii unor expresii globale. In
acest fel interferenta demonstratiilor este evitata.

In general, functionalitatea unui proces de comunicatie este simpla. Este suficient
sa se studieze cateva procese de comunicatie frecvent folosite si implementarea lor pe
diferite retele de comunicatie. Acestea vor fi adaptate pentru fiecare program para-
lel concret. Procesele de comunicatie sunt parametrizate si ele, si pot fi specificate
izolat. Aceasta permite o singura demonstrare de corectitudine gi faciliteaza aceasta
demonstrare. Se pune totusi o restrictie puternica asupra proceselor parametrizate de
comunicatie: toate comunicatiile apar intre instantele aceluiasi proces parametrizat. Un
astfel de proces(instanta) se numeste inchis la comunicatii (“communication closed”).
Privind programul paralel descompus pe nivele - fiecare nivel poate fi ori o lista de
instructiuni ori instructiuni de comunicatie. Nivelele pot fi separate sintactic prin punct
si virgula si sunt specificate de pre- i post- conditii.

S.q: ]
S0.q
:C0.q
;1 S1.q
I

Instantele procesului SO formeaza un nivel care are pre- si post- conditii parametrizate;
instantele procesului de comunicatie C0 formeaza de asemenea un nivel. E posibil ca
fiecare proces S1.q sa fie mai departe descompus.

Sl.q =

H do B.q—>
S2.q
;Cl.g
1 53.q
od
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B.q este o expresie booleana in termenii variabilelor locale procesului ¢q. Corectitudinea
partiala a buclei din S1 este dovedita de {P.q A B.q}S2.q; C1.q; S3.¢{ P.q} pentru un in-
variant P.q al lui S1.q. Se formeaza 3 nivele logice in bucla. E posibil ca instantele proces
sa se execute in nivele diferite, dar logic S1 e descompus in nivele ale caror corectitudine
se demonstreaza separat.

Termenul nivel a fost introdus pentru prima data, in contextul programarii para-
lele in “Decomposition of distributed programs into communication-closed layers” de
T.Elrad si N.Frances (1982). In metodologia prezentata aici, conceptul de nivel nu este
folosit doar pentru verificarea corectitudinii, ci este o parte a metodologiei de elaborare.
Programatorul este responsabil de formarea nivelelor logice.

6.1.5 Notatia programelor

Notatia programelor se bazeaza pe limbajul comenzilor gardate, definit de Dijkstra[47].
Declararea variabilelor se face in stilul Pascal, extinsa cu regulile de specificare de dome-
niu. Simbolurile |[x...]| delimiteaza domeniul variabilei . Exemple:

x int;  z:real;
t(i:0<i<n):array of real.

Constructiile program sunt:
e abort — oprire neconditionata
e skip — instructiune inoperanta

e 1 := e — instructiune de atribuire

S0; S1 — compozitie secventiala

if BO — S0 []Bl1— S1 ...fi - constructie alternativa

do B0 — S0 [|B1 — S1 ...od — constructie ciclica
B0 si B1 sunt expresii booleene.

Se foloseste in plus, o extensie a notatiei Dijkstra:

e forall::i € Set : S.i llarof — instructiune for in care ordinea de efectuare a
instructiunilor S.z este arbitrara.

Exemplu:
5:=0
;foralli:ie O.q:s:=s+1t(i) lla rof

Compozitia paralela este notata prin:
par ¢:0< g <p:S.qrap

si specifica faptul ca procesele S.¢ incep in acelasi moment si se executa in paralel. O
instructiune par se termina atunci cand toate procesele constituente se termina.
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Exemplul 6.3 (specificare implicita)
par s,t:0<s< M,0<t< N :Ss.trap

unde p = M x N, specifica compozitia paralela a p procese S.s.t, fiecare identificat de
perechea (s,t) cu 0 < s < M,0 <t < N.

Exemplul 6.4 (specificare explicita)
par C0.¢q,C1l.q rap

denota compozitia paralela a doua procese paralele si este folosita in procesele de comu-
nicatie pentru a exprima executia simultana a unor comunicatii.

Comunicatia este exprimata prin instructiunile:

r | e — procesul curent trimite valoarea e spre procesul r,

s 7 x — procesul curent asteapta primirea unei valori de la procesul s, pe care o va retine
in variabila z.

Prin expresiile:

s rle

rostx
se defineste un canal de comunicatie de la procesul s la procesul r. Un asemenea ca-
nal este partajat intre doua procese si directia este de la emitator la receptor. Orice
instructiune de intrare(receptie) are corespunzator o instructiune de iegire(transmisie) si
viceversa. Nu se folosesc nume specifice pentru canale, dar se pot folosi numerele de
proces pentru a identifica un canal. Instructiunea (¢ + 1)!10 in procesul ¢ denota faptul
ca procesul ¢ trimite valoarea 10 spre procesul (¢ + 1). Expresia (¢ + 1) este numita ez-
presie canal. Mecanismul de comunicare poate fi sincron sau asincron. Se considera insa,
ca mesajele(valorile) transmise de un proces ajung intotdeauna, intr-un timp arbitrar,
la procesul receptor, fara duplicate si in ordinea in care au fost transmise. In acest fel,
specificatiile se refera doar la procesele parametrizate gi nu trebuie introduse specificatii
de canal.

6.1.6 Reguli de demonstrare

O demonstratie “slaba” ( partial corectitudine) a unui program paralel in absenta “dead-

lock”-ului este ca gi in cazul unui program secvential, legata de adnotarea programului

si de folosirea regulilor de demonstrare. Un program adnotat are asertiuni inainte si

dupa textul programului, in conformitate cu specificatiile gi asertiuni intre instructiuni.
) 3 > 3 >

O asemenea asertiune sau triplet Hoare:

{Q.¢}S.¢{R.q}

este valida daca este o axioma sau daca se obtine prin aplicarea regulilor de inferenta.
Pornind de la axiomatizarea Hoare avem urmatoarele 2 axiome si 4 reguli de inferenta
(notam : Ple\z] predicatul care se obtine din predicatul P, daca se inlocuieste e cu ).
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1. Axioma Skip:
{P} skip {P}

2. Axioma Atribuire:

{Pl\a]} 2= e (P}

3. Regula Compozitie:

{P} S {Q},{Q} 51 {R}
{P} So; 51 {R}

4. Regula If:
(1:0<i<m:{PAB;} S; {Q})
{P}if By— Sy [|] B1 = S1[]...[|Bmn — Sm i {Q}
5. Regula Do:
(1:0<i<m:{P AB;} S;{P})

6. Regula Consecinta:
P=P {P}S{Q},Q =Q
{P} 5{Q}

Pentru programele paralele se adauga reguli si axiome noi.

7. Regula Par

(Vi:0<i<p:{Q.i} Si{R.i})
{(Vi:0<i<p:Qi)}parq:0<qg<p:Sqgrap{(Vi:0<i<p:Ri)}

Daca toate preconditiile sunt adevarate atunci, daca procesele S.¢ se termina, toate
postconditiile sunt adevarate. Spatiile de stare pentru procese sunt disjuncte, deoarece
fiecare proces are propria multime de variabile locale. Executia unui proces nu poate
altera starea altui proces, decat daca intre cele doua procese apar comunicatii. Regula
Par spune ca, daca am construit un proces parametrizat S.q cu pre- si post- conditiile
corespunzatoare, atunci avem un program paralel. Derivarea unui program paralel poate
fi inceputa in doua moduri diferite. Cel mai natural este de a incepe de la postconditia
locala si a incerca apropierea de preconditie prin rafinare. Cealalta cale consta in formu-
larea de invarianti globali, un invariant despre datele distribuite, ca un intreg. Invariantii
globali servesc ca intermediari pentru invariantii locali.
Pentru comunicatii se introduce o axioma si o regula de inferenta.

8. Axioma Input:
r {true} s?x {M.x},
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unde M.z este un predicat in termenii variabilei locale x, a procesului r gi a numarului de
proces s care trimite valoarea. Predicatul M.x satisface conditia: (Jx :: M.x), adica exista
valori ale lui x pentru care predicatul M.z este satisfacut (nu reprezinta o imposibilitate).
Axioma asigura faptul ca orice poate fi concluzionat dupa receptia unei valori. Desi
aceasta axioma poate fi interpretata ca fiind foarte puternica datorita faptului ca in partea
dreapta poate fi o concluzie puternica, totusi daca consideram axioma input izolata cu
un singur proces in executie, avem o instructiune input blocata si orice predicat M.z,
care nu e identic fals, poate fi considerat adevarat dupa terminare.
Regula de inferenta pentru comunicatie este urmatoarea:

9. Regula Comunicatie:
r o {true} s?x {M.x}
s {M.x[z\e]} rle {M.x[x\e]}

unde M.x este un predicat in termenii variabilei locale x, a procesului r i numarului de
proces s, iar e este o expresie locala procesului s.

Motivatia introducerii regulii Comunicatie in construirea unui proces de comunicatie
este urmatoarea: Avem disponibile postconditia procesului receptor r si in particular o
asertiune M.z asupra valorii care va fi comunicata. Preconditia procesului emitator e ugor
de obtinut prin substitutie (M.x[z\e]). Trimiterea valorii nu schimba starea procesului
s, deci postconditia este aceeasi cu preconditia. Nu se fac asertiuni despre starea globala.
Aceasta regula de demonstrare e mai degraba slaba, pentru ca nu se fac asertiuni decat
asupra valorii comunicate. Pentru aceasta metoda de constructie de programe, regula
aceasta este suficienta si poate fi folosita si pentru transmiterea asincrona.

Exemplul 6.5 Fie M.x = impar.z sie=y+ 1.

M .x[z\e]
= {substitutie}
impar.(y + 1)
= {calcul}
par.y {preconditia pentru s}

Aplicarea regulii Comunicatjie:

r:: {true} s?x {impar.x}
s {pary} rl(y + 1) {par.y}

Se observa ca aceasta comunicatie este analoaga unei atribuiri z := e. Partea dreapta
este evaluata de procesul s si rezultatul e comunicat lui r, care atribuie valoarea primita
variabilei x.

Observatie: Este permisa aparitia numarului de proces in expresia e.

Exemplul 6.6 Consideram doua procese de comunicatie care se executa in paralel
C0,C1l,iar Mix.q=x=1—q pentru g =0, 1.
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C.q::
|[z : int;
{0<q¢<2AB.g}
par {B.q} (1 —q)!q {B.q},
{B.¢} (1 —q)?z {M.2.q}
rap

{M.z.q A\ B.q}

I

B.q este preconditia necesara, care nu e inca cunoscuta. Pentru a folosi regulile de

comunicatie, trebuie identificate comunicatiile pereche, adica:

1—qg: {B.(1-¢q)}q?z {Mzx.(1—q)}
q:: {B.q} (1 -q)'qg {B.q}

Folosim regula de inferenta cur =1—¢ si s = ¢:

(1—gq): {true} ¢z {M.z.(1—q)}
g AMa(l—g)l\g} (1 -q)lg) {M.x.(1 - q)[z\ql}

Pentru a gasi preconditia B.q folosim urmatoarea derivare:

M.x.(1 — q)[z\€]

= {definitia lui M.z.(1 — q), e}
z = q[z\q]

= {substitutie}
true

B.q

In concluzie B .q = true.

Asertiunile in procesele de comunicatie sunt adnotate in conformitate cu regula Co-
municatie. Adica, pentru procesul care receptioneaza, se considera o postconditie dupa
instructiunea 7, iar in procesul care trimite, o preconditie chiar inaintea instructiunii .
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6.1.7 Procese de comunicatie

Pentru a face analiza proceselor de comunicatie, consideram un exemplu concret de proces
parametrizat de comunicatie: broadcast. Fie s un numar de proces si X o valoare:

{g#sVe=X}
Cq
{z =X}

Valoarea X este trimisa de procesul s tuturor celorlalte procese. Exista variatii de broa-
dcast: multibroadcast(mai multi emitatori), sau broadcast la o submultime de receptori.
Specificatia procesului e simpla, dar implementarea nu. Este nevoie sa se faca anumite
presupuneri, referitor la canalele care sunt folosite intr-un broadcast.

Exista de asemenea restrictii dictate de reteaua fizica de procesoare. Intr-o imple-
mentare, procesele sunt atribuite procesoarelor si canalele cailor de comunicatie dintre
procesoare. De aceea este bine sa se evite pe cat posibil acest gen de comunicatie. Un
program paralel poate fi considerat un graf neorientat cu procese in noduri. Fiecare mu-
chie reprezinta doua canale de comunicatie in directii opuse. In plus, deseori se cere ca
o asemenea refea de calcul sa poata sa varieze ca structura in timpul calculului. Pe de
alta parte o retea de procesoare poate fi considerata ca un “graf de implementare” fixat,
reprezentand un sistem multiprocesor. Este posibil sa se scrie procese de comunicatie
independent de orice topologie, folosind apoi diferite transformari de mapare pe diferite
retele. In general, ne limitam la a da specificatiile unui proces de comunicatie, lucru care
este suficient pentru a demonstra corectitudinea programului.

6.1.8 Complexitatea

Asa cum am specificat si in Capitolul 1, este de dorit ca gi complexitatea-timp a pro-
gramelor paralele, sa fie exprimata in formule matematice, in termenii n =dimensiunea
datelor de intrare si p = numarul de procese ale programului. Un proces poate calcula,
comunica, sau astepta la un anumit moment. Consideram doua masuri: complexita-
tea computationala (T.p.n) si complexitatea de comunicatie (7¢.p.n), incluzand fiecare
o parte de asteptare. T, este determinata de numarul de pasi de comunicatie necesari
pentru executarea procesului de comunicatie. Un pas de comunicatie este comunicarea
unei valori unui proces vecin. Reteaua de comunicatie poate permite ca anumiti pasi de
comunicatie sa se execute in paralel. Aceasta inseamna ca T..p.n este cel mult egal cu
numarul total de pasi de comunicatie. T..p.n depinde si de marimea mesajelor transmise.
Presupunem ca avem comunicatii de mesaje cu aceeagi marime (pentru mesaje mai mari
consideram mai multi pasgi de comunicatie).

Exemplul 6.7 (Broadcast) Se poate specifica implementarea unui broadcast pe o retea
lant. Consideram ca procesul s,0 < s < p trimite valoarea X tuturor celorlalte procese.
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[z : int;
{0<s<p}
{g#sva=X}
ifg<s — (¢g+ 17z
ls<q — (¢—1)%x
fi
{z =X}
parif 0<g<s — (¢g— 1)z fi
,if s<g<p—-1— (¢g+Dzfi
rap
{z =X}
Il

Se poate demonstra corectitudinea prin inductie dupa p.

In cazul cel mai defavorabil T,.p.n = p — 1. Pentru cazul mediu

1 3p
T..pn=— 0<s<p: ,p—1— ~ —,
p.n p( g s:0<s<p:max(s,p s)) 1

Daca valoarea se transmite doar de la un proces s la un proces ¢t atunci 7..p.n in cazul

cel mai defavorabil ramane p — 1, dar in cazul mediu este ~ £, (ng numarul cazurilor

pentru care |s — ¢ = ki ny = 2(p — k); Topn = (L k: 0 < k <p: 20gH)),
Un proces broadcast pe un hipercub necesita log, p pasi.

Exemplul 6.8 (Suma) Consideram din nou problema adunarii a n numere, a carei
specificatie am dat-o in Exemplul 6.2. Implementarea procesului de comunicatie S1.q pe
un arbore binar complet va contine doua etape:

e calcularea sumei in radacina;

e radacina (procesul 0) trimite valoarea sumei, in broadcast, tuturor celorlalte pro-
cese.

Definim pentru fiecare proces urmatoarele functii:

1 dacd ¢ >0
tata.g =14 2
arad {o, altfel

copit.g = {Vi:i<pA({i=2q+1Vi=2¢+2):i}
arbore.q = {q} U{UEk : k € copii.q : arbore.k}
Se observa ca pentru radacina avem tata.q = q.
Procesul S1.¢ combina sumele partiale in suma globala. Se calculeaza mai intai in
procesul 0 si de acolo se transmite si celorlalte procese. In procesul S1.¢, calculul porneste
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de la frunze, care trimit valoarea locala s proceselor parinte si acestea vor insuma cele 2
valori primite. Se continua astfel pana se ajunge la radacina. Pentru receptionarea celor
2 valori ar fi suficiente 2 variabile locale, dar pentru o notatie mai uniforma folosim un
tablou x cu p elemente:

Sl.q
|[z(0 < i< p):array of int;
par r :r € copii.q :

rix(r)

{z(r)=_k: k €arborer : lsum.k)}
rap
W =8
{w = lsum.q}

;for all r: r € copii.q : w = w+ z(r) lla rof
{w= O_k:ke€arbore.q:lsum.k)}
:if tata.q # q — tata.qlw
stata.q?w
fi
{fw=03"q:0<qg<p:lsum.q)}
;for all r : r € copii.q : rlw lla rof

I

Complexitatea T..p.n este O(log, p). Daca implementam S1.q pe o retea lant atunci

T..pn = O(p). Concluzia este ca reteaua de comunicatie aleasa influenteaza mult
complexitatea-timp de comunicatie.

Exemplul 6.9 (Pipeline) Consideram un proces care face o transmisie broadcast a
n valori (n > p > 1). Folosind tehnica pipelining, pe o retea lant, rezulta T..p.n =
n—1+p—1, unde p — 1 reprezinta lungimea pipe-ului(conductei), sau timpul de start.
Pentrun =1 avem T,..p.n =p— 1. In acest caz T..p.n e determinat de numarul de valori
de comunicat, nu de retea.

Programele paralele pe care dorim sa le construim sunt structurate pe nivele, fie-
care nivel fiind fie un program secvential, fie un proces de comunicatie. Daca presu-
punem comunicatii sincrone, sincronizarea intre programele secventiale si procesele de
comunicatie este naturala. Complexitatea-timp a unui nivel computational este determi-
nata de cea mai inceata instanta din acel nivel (cu cele mai multe operatii). Complexitatea
unui nivel de comunicatie este data de complexitatea comunicatiei. Complexitatea unui
program paralel se obtine prin Insumarea complexitatii fiecarui nivel. Astfel, obtinem
o limita superioara a complexitatii unui program paralel. Daca nivelele sunt bine echi-
librate atunci aceasta limita estimeaza de fapt complexitatea-timp. Daca comunicatiile
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sunt asincrone, atunci se permite suprapunerea calculelor cu comunicatiile in interiorul
unui proces; pentru aceasta combinatie e dificil de evaluat complexitatea. Din acest mo-
tiv, rezultatele de complexitate prezentate in continuare sunt valabile doar pentru procese
de comunicatie sincrone.

Pentru a lega complexitatea computationala de cea de comunicatie, introducem o
valoare « definita ca fiind raportul: o = f—;, unde

e (. = timpul necesar comunicatiei unei singure valori de marime fixa (int sau real)
e t; = timpul necesar efectuarii unei operatii elementare (4, —, *, /).

Prin experimente [111] s-a constatat ca:

4.5, pentru transputere
a >~ ¢ 150 — 750, pe retele hipercub
0.5, pentru VLSIL.

Complexitatea totala este:
Tpn=Trpn+axT.pn

Tt.p.n = complexitatea computationala exprimata in numar de ¢,

T..p.n = complexitatea comunicationala exprimata in numar de .

Timpul executarii unui program paralel va fi T.p.n * t;.

Exemplul 6.10 Evaluam complexitatea-timp a programului paralel prezentat in Exem-
plul 6.2 si reluat in Exemplul 6.8 (suma a n elemente folosind p procese). Pentru S0.q :
avem Tr.p.n = (maxq: 0 < ¢ < p:|0.¢q| — 1), unde O.q este numarul de elemente dis-
tribuite procesului ¢. Daca distributia este echilibrata avem Ty.p.n = (n+p—1)/p — 1.
Pentru S1.¢, complexitatea comunicationald este T,.p.n = 2(a~! + 1) [, unde | = lun-
gimea celei mai lungi cai in retea = logsp. Fiecare nod neterminal face 2 operatii de
adunare si 2 comunicatii. Deci T.p.n=(n+p—1)/p+2(a+1)xl—1 (T.1.n=n—1).
Acceleratia este

Tsec.n_ n—1
Tpn (n+p—1)/p+2a+1)*l—-1

iar eficienta este
S.p.n

Epn =

Eficienta este cel putin 0.2 dacd 2 > 2(a + 1) * L.
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6.1.9 Regula ParSeq

Se poate considera descrierea unui program paralel, ca fiind compozitia secventiala a unui
numar de componente paralele, fiecare corespunzatoare unei faze a programului. Aceasta
observatie poate fi folosita atat la constructia cat si la verificarea programelor paralele si
a fost evidentiata prima data de Elrad i Frances [56]. Ei au demonstrat ca un program
paralel poate fi descompus in asa numitele nivele inchise la comunicatii, comunicatii intre
nivele diferite, neputand apare. Se considera un program paralel:

Suparqg:0<qg<p:Sqrap,

in care fiecare proces S.q e reprezentat ca fiind S.q : Sp.q; 51.q;...; S4-1.q, unde S; sunt
simple instructiuni : skip, atribuire, sau comunicatie; d este adancimea descompunerii,
care poate fi uniforma daca se foloseste instructiunea skip. Un nivel L;,0 < j < d,
consta din L; : par ¢ : 0 < ¢ < p: Sj.q rap. Un nivel este numit inchis la comunicatii
daca si numai daca actiunile care au loc in acest nivel nu depagesc marginile nivelului.
Altfel spus: orice operatie | are corespunzator o operatie 7 in acelasi nivel i viceversa.
Descompunerea in nivele este: S :: Lg; Li;...; Ly_1. Descompunerea se numeste sigurd
daca toate nivelele sunt inchise la comunicatii. Principalul lor rezultat este:

Un program distribuit este echivalent cu orice descompunere sigura pe nivele a sa.

Doua programe se considera echivalente daca pre- si post- conditiile lor sunt aceleasi.
Acest rezultat se poate demonstra prin inductie dupa d.
Reciproca:

Ly 1; Ly e echivalent cu par ¢ : 0 < g <p:S;.1.q;54.q rap,

nu este demonstrata.
Pentru cazul p = 2 avem

Definitia 6.1 (Regula Par-Seq)
Fie 4 procese S;.7,0 < i, 5 < 2, despre care se stie ca se termind §i care pot interactiona
doar in urmatorul mod:

o fiecare S;.0 poate interactiona prin comunicare cu S;.1,
e fiecare Sy.j poate interactiona prin variabile partajate cu Sy.j.

Atunct

par Sy.0, 5y.1 rap ; par S;.0,5;.1 rap

e echiwalent cu
par 500,510 ) 501,51]_ rap
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Regula parseq afirma ca sincronizarea globala poate fi indepartata daca se impun reguli
stricte de interactiune. Ordinea calculelor in procese poate fi exprimata formal si prin
teoria urmei.

In teoria dezvoltati aici, un program paralel consta din p instante ale unui singur
proces parametrizat. Un asemenea proces e construit prin rafinare, intr-o secventa de
procese secventiale si procese de comunicatie. Toate instantele unui proces parametrizat
formeaza un nivel si nivelele sunt separate sintactic prin simbolul ;. Procesele parame-
trizate care apartin unui nivel sunt specificate prin pre- gi post- conditii si pot fi studiate
in 1zolare. Acest principiu strict de elaborare, permite construirea de programe paralele
eficiente, deoarece regula parseq arata o modalitate de eliminare a sincronizarii stricte
intre nivele.

6.2 Distributia datelor

Distributia datelor are un mare impact asupra numarului de comunicatii pentru un pro-
gram paralel. Vom prezenta doua tipuri de distributii, clasificate in functie de numarul
de procese care contin o anumita data. Daca un element-data este atribuit unui singur
proces avem distributii simple (univoce), iar daca un element-data poate fi atribuit mai
multor procesoare simultan atunci avem distributii multivoce. Distributiile le consideram
statice — nu se schimba distributia datelor in timpul executiei programului. Este necesar
ca numarul de elemente distribuite pe un proces sa fie, daca este posibil, egal pentru
toate procesele, pentru a asigura o incarcare de calcul echilibrata, a proceselor, deci un
timp de asteptare mic. Distributia datelor determina care valori vor trebui comunicate
intr-un program. Numarului total de comunicatii care este necesar pentru un anumit
program paralel, poate fi evaluat in cele mai multe cazuri, inainte de elaborarea efectiva
a programului, in functie de distributia datelor aleasa. Analiza numarului de comunicatii
permite alegerea unei distributii cat mai convenabile din punct de vedere al complexitatii
de comunicare, iar distributia determina deasemenea constructia programului paralel.

6.2.1 Distributii simple
Distributiile simple sunt caracterizate de:
e numarul de elemente-data care sunt atribuite unui proces,

e distributia elementelor-data pe procese.

Distributii unidimensionale
Distributiile unidimensionale distribuie date de tip vector pe o multime de procese.
Definitia 6.2 (Distributie) D = (0, A, B) se numeste distributie, daca A, B sunt

multimi finite, A reprezentand multimea datelor, B reprezentand multimea proceselor
si 0 este o functie de la A la B.
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Distributia unui tablou de date ¢ de lungime n pe p procese (p < n), poate fi specificata
prin (6,7, D).
Exista 3 modalitati uzuale de distribuire a datelor de tip tablou:

e distributie identic, pentru cazul in care n = p, prin care data a i-a se atribuie
procesului i:

(57p7]_))7 5'/1: = ,l:’

e distributie liniar, prin care se atribuie segmente continue de date de lungime aproxi-
mativ egala fiecarui proces:

(0,m,p), 6.0 =1i/(n/p), daca pn, sau in cazul general
di=1/(m+1) mazx (i —n%p)/m, unde m = n/p,

e distributie ciclic prin care se atribuie al i-lea element-data procesului %p:

(0,m,p),0.i = i%p.

Definitia 6.3 Doua distributii (69,7, D) si (01,7, D) se numesc echivalente daca i numai
daca
(37 : ™ permutare a multimii p: 69 = w0 07)

Notam cu:
O q={i:0<i<nAdi=q:i}
multimea tuturor datelor atribuite procesului g. Multimile O° formeaza, in acest caz, o
partitie pentru multimea 7.
Notam cu Ma(d) numarul maxim de elemente-data atribuite unui proces de distributia
J, si cu Mi(d) numarul minim de elemente-data atribuite unui proces de distributia ¢:

Ma(0) = (maz q: 0 < q<p:]|0°q])
Mi(6) = (min q:0< g <p:|0°q|)

Propozitia 6.1 (Ma(liniar)=Ma(ciclic))
Pentru distributiile liniar gi ciclic este adevarata urmatoarea afirmatie:

(vq -0 S g<p: |Oliniar'q‘ — ’OCidic.C_” — (n+p_ 1 — q)/p)
Demonstratie:

|Ociclic'q’

{calcul}

HVi:0<i<nAi%p=q:i}

{impartirea domeniului, calcul}

HYi:0<i<(n/p)xpANi%p=q:i}|+{Vi: (n/p)xp <i<nANi%p=q:i}
{calcul}

n/p+ {(Vi:0<i< (n%p)ANi=q:i}|

{calcul}

(n+p—-1-4q)/p
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Pentru distributia liniar avem:
ofmiar g ={i:l.qg<i<l(qg+1):i},

unde
I = (Ag*q(n/p) + min(q (n%p)).
Ca urmare |0 g =1.(¢+1)—l.g=(n+p—1—q)/p.
Definitia 6.4 O distributie (5, n,p) se numeste w-echilibrata, daca Ma(0) — Mi(d) = w.

Distributia se numeste omogena daca w = 1 g1 perfecta daca w = 0.

Compunerea distributiilor

Prin compunerea a doua distributii se pot obtine noi distributii.

Definitia 6.5 Compunerea a doud distributii , DO = (6o, m, M) si D1 = (6,7, N) cu
M = n, se defineste prin D1 o DO = (6, o 6y, m, N).

Exemplul 6.11 Consideram distributiile liniar = (6" 7, m) si ciclic = (5, m, p);
compunerea lor este distributia ciclicoliniar = (8,7, D), 0.i = (i/(n/m)%p). Daca m =n
atunci se obtine distributia ciclic, iar daca m = p atunci se obtine distributia liniar.

Observatie: compunerea distributiilor nu pastreaza proprietatea de omogenitate.

Exemplul 6.12 Consideram doua distributii concrete: (dg,m, M) si (61,7, N), cu m =
12,M =n="5N =3,

w

i |o|1]|2]3]4|5|6]|7[8]9]10]11
dil0jofof1]1]1|2][2]3]3]4 |4

i |o[1]2]3]|4
sri0|0f1]1]2
Ma(d1) — Mi(61) = Ma(dy) — Mi(dy) = 1 deci dg si §; sunt distributii omogene.

i (of1|2]2]4|5]6|7|8]9]10]|11
(brodo)i|0fojofofofof[1|1[1]1]2 |2

Ma(dy 0 dg) — Mi(d1 0 ) = 4, deci §; o §y este neomogena.
Totusi, daca distributiile sunt omogene avem urmatoarele proprietati:

[ J
Ma(61 0d9) = Ma(dy) * Ma(do)
Mi(6,) * Mi(8y) < |0%°%| < Ma(6y) * Ma(8),V0 < q < p,
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e Distributia D1 o D0 este w-echilibrata cu

w=1nMx(m/M)+1lmMx(n/N)+IlnNxl.m.M,
do Lab— 1, daca a%b > 0
HHEe a-o=19 o, altfel

e Daca ambele distributii sunt perfecte atunci si compunerea lor e perfecta.

Compunerea distributiilor are ca aplicatii practice, de exemplu, programele care folo-
sesc diferite tipuri de distributii de date. Introducand un parametru, asa cum este m in
distributia ciclicoliniar, este posibil sa se elimine redistribuirile din timpul executjiei gi sa
se asigure o echilibrare acceptabila a incarcarii de calcul, pentru fiecare parte individuala.

Distributii carteziene

Definitia 6.6 (Distributie carteziana) O distributie carteziana este definita de pro-
dusul cartezian a doud distributii unidimensionale DO = (8o, m, M) si D1 = (6,7, N)
definit prin:

DO x D1 = (6 x 01,m x 1, M x N) unde (6 x 01).(, ) = (804, 01.5).

Distributia produs cartezian foloseste o pereche de numere ca identificator de proces.
Pentru a obtine numirul de proces efectiv, este necesars o functie in plus : M x N —
p,p = M % N. Functia  este o bijectie.

Distributiile carteziene pentru matrice, pot fi obtinute distribuind liniile matricii
independent de coloane. Cele mai comune distributii bidimensionale sunt carteziene.
Multimea de elemente-data atribuite de o distributie carteziana unui proces poate fi de-
finita astfel:

0% (54) =0%.5s x 0% t, unde 0 < s < M,0 <t < N.

In ceea ce priveste echilibrarea distributiilor carteziene, se obtin rezultate similare
cu cele de la compunerea distributiilor. De exemplu, daca consideram doua distributii
omogene D0 si D1 avem

Mi(6,) * Mi(6y) < 0% < Ma(d,) * Ma(dp).

Cele mai folosite distributii carteziene sunt:

lim'arz = (6liniaram7 M) X (6liniaraﬁ7 N), cu M =N

linie = liniar?, cu N =1

coloana = liniar?, cu M =1

CiCliC2 = (6ciclic>ma M) X (5ciclic>ﬁ> N)a cu M =N

ciclic — linie = ciclic?, cu N =1

ciclic — coloana = ciclic?, cu M =1

Distributia liniar? cu M = N este numita bloc, iar distributia ciclic’® mai este numita, si
grid.
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Numararea comunicatiilor

Un aspect important al distributiilor este impactul lor asupra numarului de comunicatii.
Este important sa distribuim datele astfel incat sa minimizam numarul de comunicatii
necesare, dar si astfel incat cat mai multe comunicatii sa poata avea loc in paralel.
Daca se da o postconditie csi o distributie a datelor se poate evalua numarul total de
comunicatii necesare. Postconditia program se imparte in p postconditii locale in con-
formitate cu distributia aleasa. Daca presupunem ca fiecare data e atribuita unui singur
proces, atunci numarul total de postconditii care fac referinta la o anumita data este o
masura a numarului de comunicatii a acelei date. Totusi este posibil ca anumite subex-
presii, continand anumite date, sa apara in postconditii diferite; un proces poate calcula
acea subexpresie si sa o transmita celorlalte. Datorita faptului ca in general se foloseste
rafinarea in pagi succesivi, acest caz este destul de rar. Daca excludem acest caz, putem
obtine o evaluare a impactului diferitelor distributii asupra complexitatii programului,
inainte de elaborarea acestuia. Notam cu NAp.e = numarul de postconditii locale in
care apare expresia e. Rezulta ca numarul total de comunicatii va fi egal cu:

NCom = (> e:: NAp.e — R.e), unde

1, daca e apare in postconditia procesului care o contine,
R.e =

0, altfel.

Valoarea NC'om este determinata de modul in care postconditia globala este impartita
in postconditii locale si de distributia folosita. Complexitatea comunicarii este marginita
inferior de (NCom + p — 1)/p, daca un proces poate executa doar o comunicatie la un
moment dat. In general, R.e este egal cu 1 [111], dar am definit aici valoarea R.e pentru
a asigura o definitie generala, existand totusi exemple pentru care R.e = 0.

Exemplul 6.13 Se dau doua matrice A si B de dimensiune m x o si oxn, (m,n,o € N*).
Problema calcularii produsului C' = A x B, implica postconditia R : C' = A x B. Folosim
o distributie carteziana D0 x D1, D0 = (8, m, M), D1 = (§;,7, N), pentru matricea C
pe p =M x N procese.

Consideram si distributiile:

D2 = (8,0 10
D3 = (53,5,M), (53 10
si presupunem ca M < o, N <o, M <m,N < n.
Matricea A se distribuie folosind distributia D0 x D2, iar pentru matricea B se fo-
losegte distributia D3 x D1.
Fiecare proces se identifica cu perechea (s,t),0 < s < M A0 <t < N. Postconditia
locala R.s.t a procesului (s,t) este

Rst:(i,j:0<i<mAO<j<nAdi=sN6.j=t:
Cli,j) = k:0<k<o:A(i,k)* B(k,j)))
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Se observa ca:
(Vs,t:0<s<MAO<t<N:Rst)=R

Pentru a evalua numarul total de comunicatii calculam NAp.A(i, k) si NAp.B(k,j).

NAp.A(i, k)
= {definitie}
HVs,t: 0<s<MAO<t<NAbdi=sA(Jj:d.7=1t):(s,t)}

Cerem ca 07 sa fie surjectiva, ceea ce Inseamna ca toate procesele sunt folosite.
Prin urmare:

NAp.A(i, k)
= {surjectivitatea distributiei d; }
HVs,t:0<s<MAO<t<NAGbi=sA true: (s,t)}|
= {calcul}
Nx|{Vs:0<s<MAG.i=s5s:s}
= {un element data se distribuie doar unui proces}
N

Similar, se obtine NAp.B(k,j) = M, daca dy este surjectiva.

NCom
= {definitia NCom}
Qi k:0<i<mAN0<k<o:NAp.A(i,k)— 1)+
O k,j:0<k<oAN0<j<n:NAp.B(k,j)—1)
= {calcul}
mo(N — 1) + on(M — 1)

o(m(N —1)+n(M —1))

Deci, in acest caz, numarul total de comunicatii nu depinde de distributia aleasa.
Se observa ca daca M = N = P = 1 (program secvential) atunci NCom = 0.
Deoarece m,n,o gi p sunt fixe determinam M si N astfel incat NCom sa fie minim.
M si N sunt intregi si apartin hiperbolei p = M % N. Avem relatia:
NCom m

= (N =)+ (M -1)

Minimizarea lui NCom depinde de m/n; daca m = n atunci daca p e patrat perfect, cea
mai buna alegere este M = N,p = M?.

Acest rezultat confirma rezultatele analizelor referitoare la inmultirea matricelor [62],
mai exact avantajul folosirii distributiilor grid sau bloc, in comparatie cu distributiile linie
sau coloana.
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Exemplul 6.14 Pentru aceeasi problema se considera matricele A si B distribuite diferit.
In aceasta varianta pentru distribuirea matricelor folosim urmatoarele distributii:

DO = (69, m, M), & :m — M,
D2 = (65,0,N), 6y:0— N,
D3 = (83,7, M), 63:7m— M,
D1 = (6,m,N), 6 :m— N

Pentru matricea A se foloseste distributia D0 x D2, iar pentru matricea C' distributia
D0 x D1. Distribuim transpusa matricei B folosind distributia D3 x D2 (M < m, M <
n,N <n,N < o).

Postconditia locala este aceeasi:

Rst:(Vi,j:0<i<mASi=sAN0<j<nAb.j=t:
C(i,j) = Xk :0<k <o:A(i, k) x B(k, j)))

Putem rescrie postconditia locala astfel:

(Vi,j:0<i<mAdi=sN0<j<nAd.j=t:
Cli,j) = k:0<k<o:A(i,k)* B(k,j)))
= {calcul}
(Vi,j:0<i<mAdi=sN0<j<nAd.j=t:
Cli,7)) = v:0<v<N: (D k:0<k<oAd.k=v:A(@,k)=*B(k,j))))
= {notam w(i,j,v) = O k:0<k <oAdy.k=v:A(i, k)« B(k,j))}
(Vi,j:0<i<mAGi=sA0<j<nAdj=t:
Cli,7) = v:0<v<N:w(,jv)))

Prin urmare, programul va contine doua etape: prima in care se vor calcula valorile
w.i.J.v0, iar a doua in care se vor insuma aceste valori. Evaluam NCom pentru fiecare
etapa.

Pentru prima etapa, postconditia este:

RO.st: (Vi,j:0<i<mAdi=sAN0<j<n:
w(i,j,t) = O k:0<k<oAd.k=t:A(,k)x Bk, j)))

Vs, t:0<s<M,0<t< N. Elementul A(i, k) apare intr-o postconditie, N Ap.A(i, k) =
1 si acea postconditie este locala procesului care il contine R.A(i,k) = 1. Elementul
B(k, j) apare iIn M postconditii NAp.B(k,j) = M si R.B(k,j) = 1.

NAp.B(k, 7)
= {definitie}

HVs,t: 0<s < MANO<t<NAbk=tA(Ji:dpi=3s):(s,t)}
= {do e surjectiva}

M



6.2. DISTRIBUTIA DATELOR 175

Rezulta ca NCom = on(M — 1).
Pentru a doua etapa, postconditia este:

Rlst:(Vi,j:0<i<mAdi=sN0<j<nAd.j=t:
Ci,7) = v:0<v<N:w(,jv))

Numarul de aparitii al datei w(i, j,v) este 1.
Pentru a calcula NCom corespunzator celei de-a doua etape, trebuie sa calculam mai
intai R.w(i, j,v):
1, daca v =01.5
Rw(i,j,v) = ’ ) .
(i) {0, daca v # 61.5
Deci numarul total de comunicatii pentru etapa a doua este mn(N — 1), iar pentru
cele doua etape este

NCom =on(M — 1) + mn(N —1).

Asgadar, cele doua variante sunt aproximativ echivalente din punctul de vedere al
numarului total de comunicatii (depinde de valorile concrete pentru m,o,n). Tinand
cont ca pentru cea de-a doua varianta, complexitatea computationala este mai mare,
datorita insumarii sumelor partiale, rezulta ca prima varianta este mai convenabila, daca
m=n=o.

6.2.2 Distributii multivoce

In cazul in care numérul elementelor-datd n este mai mic decat numéarul de procese, un
element-data ar trebui atribuit mai multor procese. Deasemenea, in cazul in care un
element-data apare in mai multe calcule, atribuirea lui mai multor procese poate conduce
la algoritmi mai eficienti [136].

Definitia 6.7 (Distributie multivoca) O distributie multivoca pentru n date de in-
trare si p procese este definita de o aplicatie multivoca 6 : m —o p; 0.0 reprezinta multimea
proceselor care contin elementul-data cu indicele 1.

Caracteristicile unei astfel de distributii sunt:

e numarul de procese care contin acelasi element-data,

e distributia datelor pe procese.

Analog distributiilor simple, se pot defini distributii multivoce liniar si ciclic, in cazul in
care p > n: L

glinear j = {Vk : 0 < k <p/n:i(p/n)+k}, dacin | p

geiclic j — {Vk:0 < k < p/n: kn+i}, daci n | p.

Proprietatile distributiilor simple, legate de incarcarea de calcul a proceselor, raman
valabile gi in cazul distributiilor multivoce, cu exceptia faptului ca multimile O.q = {Vi :
0<i<nAgq€®f.i:i} numai formeaza o partitie a multimii 7.
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O distributie multivoca carteziana se poate obtine analog, prin produsul cartezian al
multimilor imagine (de procese). Fie doua distributii multivoce:

QO:m—oW7M>m
911ﬁ—0N7N>7’L

Produsul lor cartezian este definit de:

eoxelimXﬁ—OMXN,
((90><01).(i,j):{Vs,t:Ogs<M/\O§t<N/\s€90.z'/\t€91.j:(s,t)}

In multe cazuri este necesar si specificam procesele care contin o anumita data, intr-o
anumita ordine. De exemplu, daca dorim sa specificam un proces de comunicatie de tip
broadcast al unei date e, este necesar sa specificam primul proces din multimea de procese
care contine data e. Se poate defini o functie 61nd, care sa permita accesarea proceselor
dintr-o multime 6.i. De exemplu, pentru distributiile linzar si ciclic definim functiile:

OInd™ .k =i(p/n) + k,
OIndo e .k = kn + 1,

unde i € 7 i k € [6.4].

Exemplul 6.15 (Broadcast) Consideram p procese si un tablou z(i : 0 < i < n) :
array of int,n < p distribuit proceselor pe baza distributiei multivoce 6. Folosind
functiile ©Ind, o operatie broadcast a elementului-data x (i), poate fi definit astfel:

C.aq::
|[a : int;
{a=2xz(i)V-(qebi)}
if (¢ =©1Ind.i.0) —
par u: 0 <u<pA-(u€bi:
ula
rap
| ~(geb.i)—
©Ind.i.07a

Pentru a exprima mai ugor multimea de procese care contine o anumita data de
intrare, distributiile multivoce pot fi definite folosind distributii simple, care sunt intr-un
anumit mod multiplicate.
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Numararea comunicatiilor

Numarul total de comunicatii necesare intr-un program paralel, cu distributie multivoca
a datelor, poate fi evaluat apriori, analog cu cazul distributiilor simple. Fie distributia
multivoca 0y : m —o p, atunci

NCom = <Ze  NAp.e — R.e> .
De aceasta data marimea R.e se definegte astfel:
Re={Vq:0<qg<pAqgebe: Ag.e}

unde
Age— { 1, daca postconditia locala lui g refera data e

0, altfel.

In general, programele paralele care folosesc distributii multivoce, calculeaza rezultate
partiale care sunt apoi combinate. De aceea, estimarea numarului de comunicatii este
indicat sa se realizeze in functie de aceste etape. Un exemplu este dat in continuare.

Exemplul 6.16 Consideram din nou inmultirea a doua matrice A i B de dimensiune
m X o si o x n. Problema satisface postconditia

R: C=AxB.

Daca datele de intrare reprezinta o matrice m X n, numarul de procese p poate fi
factorizat astfel incat p = M « N x @, unde M < m si N < n. O distributie carteziana
D0 x D1 va fi multiplicata de @ ori. Se face, de fapt, doar o renumerotare a proceselor.

Programul paralel contine doua etape. In prima, toate procesele sunt implicate in
calcularea unor sume partiale, iar in a doua sunt insumate aceste rezultate partiale.

Consideram p = M x N x @ si p < m*n x 0. Matricea A este distribuita pe matricea
de procese M x () si multiplicata pe directia N. Matricea B este distribuita pe matricea
de procese () X N si multiplicata pe directia M. Matricea C' este distribuita pe matricea
de procese M x N si multiplicata pe directia Q).

Fiecare proces este identificat printr-un triplet (s,¢,7),0 < s < M,0 <t < N,0 <
r < Q. Procesul identificat prin (s,¢,7r) cu 0 < s < M A0 <t < NAO<r <@ contine
urmatoarele date:

A(i k), cu0<i<mA0O<k<oAdyi=sNAd.k=r,
B(k,j), cu0<k<oAN0<j<nAdhk=rANd.j=t,
C(i,7), cu0<i<mA0O<j<nAdi=sANb.j="t.

Postconditia parametrizata R.s.t.r a procesului (s,t,7) este:

Rstr @ r#0V(Vi,j:0<i1<zAN0<j<nAdi=sAN0.j=t
:C(i,7) = O rr:0<rr<@:sum.i.jrr)),
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unde sum.i.jorr = Dk : 0 < k < oAdp.k =rr: A(i, k) = B(k,j)). Calculul valorilor
sum.i.7.rr se realizeaza pe baza postconditiei parametrizate:

RO.str : (Vi,j:0<i<mA0O<j<nAdOi=sAdlj=t
cw(i, §, ) = sum.i.j.r.,

Se observa ca:

(Vs,t:0<s<MAO<t< N:Rst0)= R.

Pentru prima etapa numarul de comunicatii este determinat de NAp.A(i, k) si
NAp.B(k,j).

NAp.A(i, k)
= {definitie}

HVs,t,r :0<s<MAO<t<NAO<r<QA60i=sAN02.k=r:(str)}
= {calcul}

N

)

si analog NAp.B(k,j) = M. Deoarece R.A(i,k) = N si R.B(k,j) = M, prin calcul se
ajunge la NCom = 0.
Pentru a doua etapa:

NAp.(w(i, j, 7))

= {definitie}
Vs, t:0<s<MAO<t<NAOI.I=sANIlj=t:(s1)}
= {calcul}
1,
iar
. 0, r#0
Rw(i,j,r) = { 1 r=0

deci NCom = mn(Q — 1). Cu cat @ este ales mai mic, cu atat numarul comunicatiilor
scade, dar calculul computational pe fiecare proces creste (p = M x N x Q).

Se poate observa ca M x N comunicatii se pot executa in paralel. De aceea, se poate
considera ca complexitatea comunicationala depinde de 7% (Q —1). Daca se considera un
algoritm bazat pe dublare recursiva, pentru insumarea sumelor partiale, factorul @ — 1
se inlocuieste cu log, Q.

Modul de distributie al datelor (functiile 61,2 si §3) nu influenteaza numarul de
comunicatii.

Pentru inmultirea matrice-matrice, aceasta idee de multiplicare a datelor nu este noua.
Dar, folosirea acestor noi tipuri de distributii creste flexibilitatea, putandu-se dezvolta
formal un algoritm general care nu depinde de valorile concrete m,n, o si p.
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6.3 Aplicatii

6.3.1 Operatii prefix

Deseori in programele paralele trebuie calculata o suma globala sau un maxim global, sau
calcularea tuturor sumelor partiale. Este de fapt problema calcularii prefixului paralel,
analizat si in Sectiunea 4.10. Vom analiza aici o dezvoltare formala din specificatii, bazata
pe metoda descrisa in acest capitol, pentru prefixul paralel.

Consideram un tablou f cu p = 2¥(k > 0) elemente, care este distribuit prin atribuirea
elementului f(q) procesului ¢ (distributie identica). Notam M.a.b = (®i :a < i < b :
f(i)), unde ® poate fi orice operatie asociativa (de exemplu: >, max, min...).

Specificatia pentru un program paralel care realizeaza operatia prefix pentru tabloul
f este urmatoarea:

[k, p : int;
fli:0<i<p):array of int;
{0<kAp=2~}
parg: 0<qg<p:

[[m :int;
S.q
{Rq:m=M0.(¢+1)}

Ca variantd, programul poate calcula valorile partiale finale M.q.p (postfix).
Incepem derivarea prin obtinerea postconditiei globale din postconditiile locale:

R/:(Vq:0§q<p:mq:]\/[.0.(q—|—1)).

Notatia m, refera variabila m a procesului g.
Variabila ascunsi k(p = 2¥) sugereaza folosirea inductiei. Prin inlocuirea variabilei &
. . . /
cu t obtinem un invariant global P :

P :(Vg:0<qg<2:my=MO0.(¢q—1)A0<t<k.

Presupunem ca t este global pentru toate procesele.

Se observa ci P’ este satisfacut initial daci se initializeaza t cu 0 si in procesul 0 se
initializeaza m cu f(0). Progresul se realizeaza prin incrementarea lui t, care poate fi
privit ca un ceas global; P’ At =k = R’

De la P’ se ajunge la invariantii parametrizati P.q:

Pq: POgANPlg
PO.qg: 0<t<k
Plg: 0<¢<2'=m=M0.(¢g+1)).
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Deci din postconditia locala , trecand prin postconditia globala, am obtinut invariantul
local P.q. Se poate obtine deasemenea, invariantul local si direct din postconditia locala,
introducand variabila locala t.

Alegerea modului de abordare se face in functie de problema concreta. In general,
obtinerea unui invariant local se face considerand de la inceput o anumita distributie a
datelor.

Pentru a deriva programul, consideram P1.q(t :=t + 1)

Plg(t:=t+1)

{definitia lui Pl.gq(t:=t+1)}
0<g<2'=m=M0(qg+1)
{impartirea domeniului}
Plgn2t<qg<2 = m=M0.(¢+1)

Pentru un proces ¢, pentru care 2! < g < 2! trebuie calculat M.0.(q + 1) si avem
urmatoarea derivare:

m = M.0.(¢g+ 1)

{ definitia lui M}

m=(i:0<i<qg+1:f(i))

{2t < ¢ < 2" impéartirea domeniului}
m=(0i:0<i<q—24+1:f(@)O(@i:q—2"+1<i<q+1:f(1))
{ definitia lui m}

m=MO0.(¢q—2"+1)OM.(¢g—2"+1).(¢+1)

S-a folosit proprietatea M.a.c = M.a.b ® M.b.c, pentru 0 < a < b < ¢ < p, care
rezulta din asociativitatea operatorului ©.

Valoarea M.0.(q—2'+1) este cunoscuta in procesul ¢ —2¢, din pasii anteriori; valoarea
M.(q—2"4+1).(¢+1) e necunoscuta. Aceasta sugereaza sa intarim invariantul cu un nou
invariant P2.q in care valoarea M.(q—2'+1).(¢+ 1) e inregistrata in variabila m pentru
toate procesele ¢ > 2t

Deci
Pq: POgAPlgANP2q

P2q: 2"<qg<p=m=M(q—2"+1).(¢+1).

Daca initializam m = M.(¢q—2°+1).(¢+1) = f(q) pentru ¢ > 0si m = M.0.1 = f(0),
pentru ¢ = 0, P2 e adevarat initial.
Progresul pentru P2 :

P2.q(t :=t+1)

{definitia lui P2.q(t :=t+ 1)}

2l <g<p=m=M(¢—2""+1).(¢+1)

{impartirea domeniului}

2 <g<p=m=M(g—2""+1)(¢g—2"+1) O M(q—2t+1).(¢g+1)

Termenul M.(q — 287 +1)(q — 2 + 1) este cunoscut in procesul g — 2°.
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Notam cu M.q.t = M.(g — 2t +1).(¢ + 1) daca ¢ > 2t si M.q.t = M.0.(q + 1) daci
q < 2.
In concluzie, vor fi trei tipuri de procese:

1. procesele ¢ cu g < 2% au invariantii P1 si P2 adevéarati,

2. procesele g cu 2 < g < 21 trebuie sa restaureze P1, folosind valoarea din procesul
q— 2t7

3. procesele ¢ cu 2+ < ¢ < 2F trebuie sa restaureze P2 folosind valoarea din procesul
q— 2%

Deci la iteratia t, procesul ¢,q > 2! trebuie si se angajeze in receptie de la procesul
g — 2! si in transmisie citre procesul g + 2!, daci acesta exista.

S.q
|[t, aux : int;
t:=0;m:= f(q);{m = M.q.(q¢+1)}
{P.q}
;dO(t 7& k‘) —
if(g<2') = {m=M0.(¢g+1)}
(q+2°)tm
N2t <q<2F -2 — {m= M.qt}
par (¢ —2")?aux, (q+ 2')!m rap
{auxr = M.(q — 2).t}
;M oi=auxr ©Om
1252 < g < 25 -
(g — 2")?aux
{aur = M.(q — 28).t Am = M.q.t}
ym = aur ©m
fi
ti=t+1
{P.q}
od

]

Figura 6.1 reprezinta vizualizarea structurii comunicatiei pentru un exemplu concret
cup = 23,

Complexitatea-timp este T.p.p = O(log, p), pentru ca la fiecare iterare au loc cel mult
doua comunicatii si o operatie ©.

Se observa ca s-a ajuns la o alta varianta de calculare a operatiei prefix, diferita de
cele prezentate in Sectiunea 4.10.

Se poate face implementare cu succes pe o retea hipercub.
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Figura 6.1: Calculul operatiei prefix — structura comunicatiei pentru p = 8, pe etape.

6.3.2 inmultjire matriceala

In aceasti sectiune prezentam doua variante de programe pentru inmultirea matriceala.
In sectiunile anterioare am analizat numarul total de comunicatii in cele doua cazuri:
distributii simple si distributii multivoce. Se evidentiaza aici importanta distributiei
datelor, aceasta determinand programul care se construieste.

Datele sunt matricea A de ordin (m X o) si matricea B de ordin (o x n), iar rezultatul
C=AXxB.

Cazul distributiilor simple
Consideram distributiile, corespunzatoare exemplului 6.13:

DO = (8, m, M), & :m — M,
DQZ((SQ,B,N), (52 15—>N,
D3 = (03,0,M), 63:0— M,
D1:<(51,ﬁ,w), 51ﬁ—>N
Pentru matricea A folosim distributia D0 x D2, pentru matricea B distributia D3 x D1,
iar pentru matricea C' distributia D0 x D1.
Postconditia locala fiecarui proces (s, t) este:

Rsit: (Mi,j:0<i<mAO<j<nAdi=sNd.j=t:
Cli,j) = O k:0<k<o:A(i,k)x B(k,j))).
Pentru a putea obtine un invariant concretizam alegerea distributiilor. Din analiza

numarului total de comunicatii, s-a observat ca putem alege orice distributie. Alegem
distributii ciclic si consideram ca N |o:

So.i = i%M,
8y.k = k%N,
83k = k%M,
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Invariantul local se obtine introducand o variabila locala ol:

Pst: P0.stAPlst

PO.st: 0<ol < NAo%N =0

Plst: Vi, j:0<i<mA0O<j<nAi%M=sAj%N =t:
Cli,)) =0 k:0<k<ol:A(i,k)*B(k,j)))

Notam cu S.i.joxy = QO k: 2 <k <y : A(i,k) * B(k,j)). Daca initializam ol := 0
si C(i,j) := 0, atunci invariantul este adevarat initial. Progresul se realizeaza prin
incrementarea lui ol cu N. Adica, la fiecare pas se vor adauga elementelor C(z, j) termenii
sumei cu indicii k, 0l < k < ol + N:

Pl.s.t(ol := ol + N)

(Vi,7:0<i<mAO<j<nAi%M =sNj%N =t:
C(i,7) = S.i.5.0.(ol + N))

Vi,j:0<i<mAO<j<nANi%M=sANj%N =t:
C(i,j) = S.i.j.0.0l + S.i.j.ol.(ol + N).

La fiecare pas trebuie restaurat invariantul P1.s.t.
Procesele parametrizate care se executa in paralel si care constituie programul paralel
sunt:

S.s.t::
[[ol : int;
ol :=0;
foralli,j:0<i<mAO<j<nANi%M=sNj%N =t:
C(i,j) =0
lla rof
{P.s.t}
dool <o —
RefaceP1.s.t

;ol :=ol+ N
{P.s.t}

od

{R.s.t}

I

Pentru a reface invariantul P1 este necesar sa se comunice datele necesare calcularii
sumelor S.i.j.ol.(ol + N). Procesul (s,t) trebuie sa primeasca de la procesele (s,v),v # t
valorile A(i, k), ol < k < ol + N, pentru toti indicii ¢ locali. Procesele (k%M,t),0l < k <
ol + N transmit pe coloana valorile B(k, j), pentru toti indicii j locali. Pentru a retine
datele care se transmit se folosesc doua tablouri locale z si y. Deci procesul parametrizat
RefaceP1.s.t va repeta pentru fiecare ol cu 0ol%N = 0 un proces de comunicatie C0.s.t
si un proces de calcul S0.s.t.
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RefacePl.s.t ::
[[z(i,k:0<i<mAO0<k<N):array of real;
ylk,j :0<k<NAO0<j<n):array of real;
COst{(Vi,j,k : 0<i<mAi%M=sN0<j<nAjAN=tN0O<k<N:
x(i, k) = A(i,k +ol) Ny(k,7) = B(k+ol, 7))}
;905 t{(Vi,j: 0 <i<mANi%M =sN0<j<nAj%N =t:
C(i,j) = O k:0<k<ol+ N:A(ik)xB(k,j)))}
I

Pentru a evalua complexitatea comunicatiilor tinem cont de comunicatiile care se pot
executa 1n paralel si consideram ca un broadcast al unei valori necesita o unitate de timp
(retea completa):

T.M.Nmmno==2

2% (NZ 4+ NZ)
~ o(m/M +n/N).

Procesul de calcul este definit de:

S0.s.t ::
[foralli:0<i<mAi% M=s:
forall j:0<j<nAj%N=t:
forallk:0< k< N:
Cli, §) = Cli, ) + 35, k) * y(k, j)
lla rof
lla rof
lla rof

I

Ca urmare complexitatea de calcul este:

Ty M.Nm.mn.o=23* 77 % 5 * N
~2(m*oxn)/(M % N)

Cazul distributiilor multivoce

Reluam cazul tratat in Exemplul 6.16.

Consideram toate distributiile carteziene ca fiind distributii grid care sunt definite in
modul urmator:

A B: C:
8o - — M, b0 = i%M 0y :0—Q, 8o - — M,
0y 10— Q,00.k = kE%Q 0 :m— N,6.j =j%N 0:m— N,

50><52, 52><(51, 50><(51.
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Postconditia locala procesului (s,¢,r) este:

Rstr: r#0V(Vi,j:0<i<mA0O<j<nAfi=sNdh.j=t1:
Cli,j) = O k:0<k<o:A(i,k)* B(k,j)))

Ca urmare, programul paralel are urmatoarea structura:

I[A(i,j:0<i<mA0<j<o):array of real;
B(i,j:0<i<oAN0<j<n):array of real;
C(i,7:0<i<mA0<j<n):array of real;
par s,t,7 :0<s<MAO<t<NAO<r<a@:

J

Sstr{r£0V (¥i,j:0<i<mAO<j<nAdi=sANd.j=t:

C(i,j)) =0 k:0<k<o:A(i,k)«B(k,j)))}
I

rap
]

Postconditia poate fi rescrisa in modul urmator:
Rstr: r#0V(Vi,j:0<i<mAO<j<nAfi=sNd.j=t:
:C(i,7) = O rr:0<rr <@ :sum.i.jrr)).

unde sum.i.jr =3 k:0<k<oAd.k=r:A(i,k)* B(k,j)).

In consecinta avem un proces de calcul S0.s.t.r care calculeaza sumele sum.i.j.r.
Postconditia locala pentru acest proces este:

RO.str: (Vi,j:0<i<mAO<j<nAdi=sAN0.j=t:
w(i, j,r) = sum.i.j.r).

Procesul S0.s.t.r contine 3 instructiuni for all si lucreaza doar cu date locale.

Pentru a doua etapa se poate folosi cate un algoritm de tip arbore binar, pentru
calculul valorii finale pentru fiecare C'(4, j). Daca reteaua de comunicatie permite imple-
mentarea convenabila a acestuia, atunci pentru aceasta etapa se ajunge la o complexitate
O(logy Q(mn)/(MN)).

In acest caz complexitatea computationala si respectiv cea de comunicatie totale sunt:

Ty M.N.Qmmn.ox~(mxnx*xo)/(MxN*xQ)+log, Q(m=n)/(M* N)
T..M.N.Q.m.n.o~log, Q(m=*n)/(Mx N).

Se pot analiza urmatoarele cazuri particulare:
1. M = 1, matricea A se distribuie doar pe coloane, dar e multiplicata pe fiecare
coloana, iar matricea rezultat se distribuie pe linii.

2. () = 1, matricea A se distribuie pe linii, iar matricea B pe coloane. Nu e necesara
nici o transmisie.

3. N =1, matricea B se distribuie pe linii i matricea rezultat C' pe coloane.

Alegerea valorilor M, N, (), se face astfel incat sa se minimizeze complexitatea, in functie
de valorile concrete m,n, o.
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6.3.3 Polinomul de interpolare Lagrange

In aceasti sectiune se descrie constructia unor algoritmi paraleli pentru calculul valorii
intr-un punct a polinomului de interpolare Lagrange, folosind metoda descrisa in acest
capitol. Sunt construiti doi algoritmi, pornind de la tipuri diferite de distributii: simple si
multivoce. Pentru analiza proceselor de comunicatie consideram retele de interconectare
complete.

Problema

Fie [a,b] C R,z(i) € [a,b],0 < i < m, astfel incat x(i) # x(j) pentru i # j si f : [a,b] —
R.
Polinomul de interpolare Lagrange e definit de formula:

(Ln—1yf)(x) = (Zz 0 <i<m:li(x)= fa:(z)) :

unde /;,0 < ¢ < m sunt polinoamele fundamentale de interpolare Lagrange:

_ (x—2x(0)...(r—z(@—1))(xr—2x(i+1))...(r —x(m—1))
(x(@) —x(0)) ... (x(i) —z(i — 1))(x() —x(i+1))...(z(@) —x(m — 1))
_ u(x) . 1
(x —x(i) (z(i) —x(0))...(z(0) —x(@ — 1)) (z(i) —x(@+1))...(z(i) — x(m — 1))

Postconditia globala pentru calculul valorii polinomului Lagrange intr-un punct dat
T este:

R: lx=(Ly_1f)(x).

Varianta 1 — distributii simple

Alegem distributia § : T — P, pentru datele z(), f(i),0 < i < m. Valoarea x e distribuita
tuturor proceselor (sau putem considera ca x e distribuita procesului 0 si apoi comunicata
tuturor celorlalte procese, printr-un broadcast).

Folosind rafinarea in pasi succesivi, determinam urmatoarele etape in dezvoltarea
programului:

1. calcularea valorii u(z),

2. calcularea valorii polinoamelor fundamentale [;(x),

3. calcularea valorii (L, f)(x).
Postconditiile locale pentru aceste etape sunt:

RO.g: ur=wu(z)ANVi:0<i<mAdi=q:zx(i)=z—x(i))
Rlg: Vi:0<i<mAdi=q:Il()=1())
R2.q: lx = (L1 f)(z).
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I[p, m : int; x, uz : real;
lLzz,z(i:0<1i<m):array of real;
parg:0<qg<p:

{Q.q: (Vi:i€ O.q:2x(i) =2z —z(i) Nuz = u.x)}

S.q
{Rl.q:1(i) = l;.x}

S.q

[[pr(i:0<i<m):array of real;
a(i:0<i<m):array of real;
foralli:ieO.q:

a(i) = z(i);
pr(i) =1
lla rof

{(Vi:i€O0.q:a(i)=x(i))}

k:=0; {Plg(k:=0)}

do (k#m) —
RefacePl1.1.q {P1.1.q(k :=k+p)}
sk:=k+p {Plqlk:=k+p)}

od

foralli:ie€O.q:
1() = (ux/zx(i))/pr(i)

lla rof {Rl.q}

Il

RefacePl.1.q :
Il
C0.q
{(Vi:0<i<mAi<k+p:a(i)=2x(i))}
;50.q
Il

CO0.q ::
I
paru:0<u<pAu#q:
uwla(k + q) {transmisie}
rap
sforallu:0<u<pAu##q:
u?a(k + u) {receptie}
lla rof

I

S0.q
|[ foralli:ie O.q:
forallu:0<u<p:
if (1#k+u)—
pr(i) == pr(i) x (a(i) — a(k + u))
fi
lla rof
lla rof

Figura 6.2: Interpolare Lagrange cu distributii simple — calcularea polinoamelor funda-

mentale [;(z).
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Prima si ultima reprezinta calcularea unui produs si a unei sume si deci se poate folosi
un algoritm de tip arbore.
Postconditia pentru cea de-a doua etapa poate fi rescrisa in urmatoarea forma:

1
Rlqg: (Vi:0§i<m/\5'i:q:l(i):x—uz(i)*pTodim

unde prod.i.k = (Ilj: 0<j <k Aj#i:z(i)—z(j)).

Folosind tehnica de numarare a comunicatiilor putem decide ca numarul comuni-
catiilor nu este influentat de functia de distributie a datelor (NCom = m x (p — 1)).
Prin urmare, deoarece putem alege orice distributie, alegem distributia ciclic. Pentru
simplificarea exprimarii calculului presupunem ca m%p = 0. Vom folosi si notatia O.q =
{MVi:0<i<mAi%p=q:i}.

Pentru derivarea programului este necesar sa definim invarianti parametrizati. In-
troducem pentru aceasta, o variabila k& : 0 < & < m A k%p = 0. Asadar invariantii

sunt:
Pl.q: P1.0.gN Pl.lgq

P10.q: 0<k<mAk%p=0
Pll.q: (Vi:i€ O.q:pr(i) = prod.i.k)

Daca initializam variabila k cu 0 si pr(7) cu 1 atunci invariantii sunt initial adevarati.
Progresul se realizeaza prin incrementarea variabilei k& cu p:

P1.1.q(k ==k +p)

= {substitutie}

(Vi:i€ O.q:pr(i) =prod.i.(k+p))

= {descompunerea domeniului}

Vi:i€O.q:pr(i) =prodikx* ([j:k<j<k+pAj#i:z(i)—xz(j))

Algoritmul va contine compozitia in paralel a mai multor procese S.q,0 < ¢ < p
(Figura 6.2).

Complexitatea

Procesul RefaceP1.q este apelat de % ori i contine un proces de comunicatie si un proces

de calcul. In procesul de comunicatie fiecare proces executa un broadcast prin care trimite
o valoare celorlalte procese. Daca consideram ca un broadcast se poate executa intr-o
unitate de timp, atunci T,..p.m = % *p=m.

Deci, complexitatea celei de-a doua etape este:

m

T.p.m:%*[p*a2+2p*%}+2;
=m*a+25- + 27

Varianta 2 — distributii multivoce

Fie p = M M si identificam fiecare proces printr-o pereche (s,t),0 < s,t < M.
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Vom folosi o distributie ciclic: 6 : M — mm si M permutari m, : M — M,0 <t < M,
definite de 7.0 = (i + )% M.
Distributia multivoca este definita de relatia:

z(i) € 0.5t & 6.0 =m.s < i%M = (s+ ) %M

Pentru m = 9 si M = 3 distributia datelor este aratata in Figura 6.3.

s\t |0 1 2

0 Xo, T3, T | T1,%4,T7 | T2, T5, T
1 X1,%4,T7 | T2,T5,Tg | Lo, X3, Te
2 X9, Ts5,X8 | To,T3,Te | T1,T4,T7

Figura 6.3: Distributia datelor pentru m =9 gi M = 3.

Consideram din nou cele trei etape, definite de urmatoarele postconditii locale:

RO.st: (ur=ux A Vi: i€0.5t:zx(i) =x—x(i)))
Rlst: t#0V (Vi:ie€ O.st:1(i) =l;(x)
R2.st: (loe = (L1 f).2)

Pentru prima si ultima etapa se poate folosi un algoritm de tip arbore, cu putine
modificari fata de cel clasic. Diferenta consta in faptul ca se foloseste o numerotare

diferita a proceselor.
De exemplu, pentru calcularea lui uz putem folosi urmatoarea derivare:

(I[i:0<i<m:zx(i))
= {Vi,J!(s,t) astfel incat i%M = (s +t)%M Ni%M?* = s M + (s + )% M}
(IIs,t:0<s,t<M:
([Ti:0<i<mAi%BM = (s +t)%M Ni%M?* = sx M + (s + t)%M : zx(i)))
={O0st=Mi:0<i<mANi%M = (s+t)%M :1i)}
(IIs,t:0<s,t<M:
([Ti:i€ O.st Ni%M? = s M + (s + ) %M : zx(i)))

Postconditiile pentru produsele partiale sunt:
RO1l.s.t : uzx.s.t = (Hz i€ 0.5t Ni%M? = s M + (s +1)%M : 2x(i))
Deci, putem concluziona ca
ur=([[i:0<i<m:zz(i)) = ([[s,t:0<s,t<M:ux.s.t)

Invariantul este construit folosind o variabila k, care este initializata la inceput cu
s* M+ (s+1t)%M; progresul se realizeaza prin incrementarea variabilei k cu M?. Valoarea
finala se obtine prin inmultirea produselor partiale:

R02.s.t : ux = (H s,t:0<s,t <M :ux.s.t).
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Asadar, complexitatea este aceeasi cu cea de la varianta 1.

Aceasta derivare se poate obtine si pornind de la de definitia functiei ©Ind cores-
punzatoare: OInd.i.k = (k,(i — k)%M); in acest caz, postconditiile partiale cores-
punzatoare sunt:

ROLst:uxst=([[i:0<i<mAOIndi((i/M)%M)=(s,t):zx(i)),

care sunt echivalente cu cele scrise anterior.

In continuare vom detalia mai mult cea de-a doua etapi. Ca si in cazul Inmultirii a
doua matrice, vom considera doua subetape: una pentru calcule partiale si una pentru
combinarea acestor calcule partiale.

Fiecare linie (s,.) calculeaza valorile [(7),Vi : 0 < i <m A d.i = s.

Postconditia R1.s.t poate fi rescrisa in urmatoarea forma:

Rlst:t#0V (Vi:ie€ O.st: (i) =ux/xx(i) * 1/prod.i.m)

unde prodim = ([[7:0<j<mAi#j:(z(i) —z(j))).

Pentru a calcula produsele prod.i.m putem sa le impartim in M subproduse. Fiecare
subprodus corespunde multimii de elemente atribuite unui proces.

Deci, putem rescrie produse prod.i.m astfel:

rod.i.m
= ?deseompunerea domeniului}
(J[t:0<t<M:(lj:7€0stNi#j:(x()—2(7))))
={(j€eO0st=0<j<mA%M = (s+t)%M)}
(J[t:0<t<M:(J[j:0<j<mAdj=m.(0.0) Ni#J: (x(i) —x(]))))
= {parprodit™e ([[j:0<j<mAdj=m.(03) Ni#j:(x(i)—z(j))}
([[t:0<t< M : parprod.i.t)

Valorile prod.i.m se obtin in final folosind un algoritm de tip arbore pe fiecare linie.
Invariantii pentru calcularea produselor partiale sunt definiti prin introducerea varia-
bilei k, care va fi incrementata cu M:

Pl.st: P1.0.st AN Pl.1l.st
P10st: 0<k<mAE%NM =0
Pllst: (Vi:0<i<kAdi=s:ppr(i)=parprod.i.t).

Procesele parametrizate pentru calcularea produselor partiale S.s.t,0 < s,t < M sunt
descrise in Figura 6.4.

Complexitatea
Pentru aceasta varianta complexitatea celei de-a doua etape este:

T.pm = jila+ 23 +logy M(a+1)] + 25

m2 m O,
=2%- + fi(logy M +2) + a%m.

Complexitatea comunicatiei este mai mica decat cea a primului algoritm.
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S.s.t
[ ppr(i:0<i<m):array of real;
a(i:0<i<m):array of real;
foralli:ie O.s.t:
a(i) = z(i);
lla rof
{(Vi:i€0.st:a(i)=u1z(i))}
kim0 {PLg(ki=0)}
do (k #m) —
RefacePl.1.s.t {P1.1.st(k:=k+ M)}
ski=k+ M {Plstlk:=k+ M)}
od
I

RefacePl1.1.s.t ::
I
CO.st {a(s+k)=x(s+k)}
;50.5.1
{ppr(s+k)=(li:i€O0stNi#s+k:a(s+k)—ali))}
I

CO0.s.t ::
I S0.s.t ::
if(t=0) — [ ppr(s+k):=1;
parv:0<v<M: forall j:j€O.s.t:
(s,v)la(k + s) if (j#s+k)—
rap ppr(s + k) == ppr(s + k) * (a(s + k) — a(j))
It #0) — fi
(s,0)?a(k + s) lla rof
fi Il
Il

Figura 6.4: Interpolare Lagrange cu distributii multivoce — procesele S.s.t.
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Se pot trage urmatoarele concluzii:

e Ambele variante de algoritmi sunt construite pornind de la specificatii, folosind
reguli de derivare corecte.

e Tipuri diferite de distributii conduc la algoritmi diferit;i.

e (el de-al doilea algoritm poate fi folosit in ambele cazuri: p < m, sau p > m si are
complexitatea de comunicatie mai mica.

Daca p > m, avantajul folosirii celui de-al doilea algoritm este evident.

Daca p < m, comparatia dintre complexitatile celor doua variante duce la urma-
toarea concluzie:

a > 3.5 adevarat in multe cazuri
= Tdistributiefmultivoca < Tdistributiefsimplaa VM Z 4.

Daca M este mai mare, atunci inegalitatea este adevarata si pentru cazurile in care
« este mai mic.

e Daca se considera implementari pe retele de tip hipercub sau latice si nu o retea de
interconectare ideala, atunci complexitatea variantei a doua este si mai buna.

Sumar

Metoda de programare paralela propusa, seamana mult cu o metoda de derivare corecta
din specificatii pentru programare secventiala. Se bazeaza pe reguli stricte care forteaza
structura unui program paralel:

e Un program paralel consta din p instante ale unui singur proces parametrizat S.

e S este mai departe rafinat, folosind tehnici standard ale programarii secventiale, in
secvente de programe secventiale ordinare gi procese de comunicatie, fiecare fiind
la randul lui un proces parametrizat.

e Instantele unui proces parametrizat de comunicare formeaza un nivel inchis la
comunicatii (comunicatiile au loc doar intre instantele aceluiagi proces parame-
trizat).

Ca o consecinta a acestei structuri putem considera un program paralel ca fiind des-
compus pe nivele. In nivelele de calcul, operatiile sunt distribuite intre cele p procese si
fiecare proces realizeaza calcule pe propriul set de date locale. In nivelele de comunicatie,
procesele interactioneaza prin transmitere de mesaje. Descompunerea pe nivele faciliteaza
demonstrarea corectitudinii. Fiecare nivel este construit folosind invarianti parametrizati
si poate fi demonstrata corectitudinea lui aplicand reguli de demonstrare clasice si speci-
fice. Un nivel de comunicatie are specificatii separate, de obicei, cu o functionalitate
simpla. Se pot face implementari alternative ale proceselor de comunicatie, care se
bazeaza pe diferite retele de comunicatie. Este de preferat sa se lucreze cu nivele de
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comunicatie mici gi evitarea lor pe cat posibil. Nivelele de calcul este bine sa fie cat mai
mari si bine echilibrate, pentru a reduce pe cat posibil timpii de asgteptare.

Eficienta unui program paralel este mult determinata de distributia datelor folosite,
care la randul ei determina incarcarea de calcul si numarul de comunicatii.

Folosirea distributiilor multivoce este absolut necesara pentru cazul dezvoltarii de pro-
grame paralele pentru sisteme cu granulatie fina, cand numarul de procesoare este foarte
mare. Totusi, i in celelalte cazuri, mai ales datorita faptului ca in general se construiesc
mai multe procese decat numarul de procesoare efective (pentru ascunderea intarzierilor),
folosirea distributiilor multivoce poate conduce la programe paralele generale eficiente.
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Capitolul 7

Formalismul Bird-Meertens — BMF

Proprietatile programarii functionale fac ca aceasta sa aduca avantaje importante pentru
programarea paralela, facand posibila dezvoltarea programelor prin transformari rigu-
roase gi exploatand mecanisme de abstractizare a datelor si a controlului fluxului de
executie. Problema practica care se pune este de a gasi o modalitate de a folosi aceste
proprietati pentru a asigura eficienta si predictibilitatea executiei programelor pe arhi-
tecturi paralele.

Formalismul Bird-Meertens (BMF)[20] a fost initial creat pentru dezvoltarea progra-
melor secventiale. In timp, BMF a devenit tot mai popular pentru constructia progra-
melor paralele. In BMF, functii de nivel inalt (functionale) capteaza conceptele generale
ale programarii paralele, intr-un mod independent de arhitectura. Aceaste functionale
pot fi compuse pentru a obtine algoritmi. Functionalele BMF au ca si parametrii ope-
ratori elementari si functii, astfel incat o expresie BMF reprezinta o clasa de programe
asupra careia se poate rationa independent, sau tinand cont de proprietatile particu-
lare ale functiilor concrete. Stilul acesta de programare se numeste generic sau bazat pe
sabloane( “skeletons”). In ultima perioada, acest domeniu a fost investigat, dezvoltat si
adaptat programarii paralele.

Prezentam in acest capitol o abordare de dezvoltare a programelor paralele numita
SAT (Stages and Transformations), specificata de S. Gorlatch [70], bazata pe BMF, care
combina abstractizarea si performanta intr-un mod sistematic. Aceasta metoda are la
baza:

e Etape care structureaza specificatia abstracta a programelor paralele folosind func-
tionale BMF gi conceptul de schema si deci ascunde detaliile de programare de nivel
jos.

e Transformari care capteaza procesul de constructie al programului prin tranzitii
care pastreaza corectitudinea, fie intre diferite specificatii abstracte, fie intre speci-

ficatie si implementari.

Abordarea SAT include algoritmi care lucreaza cu structuri de date construite re-
cursiv, cum sunt listele si arborii. Paralelismul algoritmic este abstractizat prin scheme
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de nivel 1nalt in contextul functional al BMF. Schema de baza care este folosita este
omeomorfismul.

In continuare, este data o prezentare succinta a notatiei BMF, pentru structura de
date de baza lista nevida, cu operatorul de concatenare (¢) ca si constructor. (Listele se
noteaza printr-o ingiruire de elemente incadrate de paranteze drepte.) Pentru a nu incarca
prezentarea, definirea functionalelor se va face informal, presupunandu-se ca expresiile
functionalelor sunt corect tipizate.

Cea mai simpla si in acelasi timp cea care contine cel mai inalt grad de paralelism
este functionala map, care aplica functia unara f, fiecarui element al listei:

map(f).[x1, 2, ...,z = [f.21, fxe, ..., fx,].

Calcularea lui f pe diferite elemente ale listei poate fi facuta independent, daca sunt
disponibile destule procesoare. Elementele listei pot fi la randul lor liste si f poate fi o
functie complexa sau o compunere de functii.

O varianta a functionalei map este dmap (distributed map), care este o functionala care
aplica o lista [hq, he, ..., h,] de n functii, pe o lista [l1,ls, ..., [,] de n liste de argumente:

dmap([hi, ha, ..., ho]). [l by - oo 1] = [map(hy). Dy, map(hy).0y, . .. ;map(hy,).1,)]
Alta varianta de functionala map este omap:
omap(®).[a, ..., ap].[b1, ... by) =[a1 ©® by, ..., a, © by

care aplica operatorul binar ® elementelor corespunzatoare din cele doua liste argument.
In afara paralelismului lui map, BMF permite descrierea paralelismului de tip arbore.
Acesta se exprima prin functionala red (de la reducere) cu un operator binar asociativ
®:
red(®).[r1,z2, ..., Ty) =21 D22 D ... DTy,

Reducerea poate fi calculata pe un arbore binar echilibrat cu operatorul ¢ in noduri.
Timpul calculului paralel depinde de adancimea arborelui, care este log, n, pentru o lista
cu lungimea n.

Pe parcurs se vor introduce si alte functionale. Expresiile BMF se pot obtine prin
compunerea functionalelor BMF (f o g).x. Compunerea functionalelor este asociativa si
reprezinta executia secventiala a celor doua functionale.

Pentru expresiile conditionale cum este dacd p atunci b altfel c, se foloseste no-
tatia p — b; ¢, cu urmatoarele proprietati:

p—hh=nh (7.1)
(p —b;h)ot=pot—bot;hot (7.2)
Exemplul 7.1 (Rezolvare sistem liniar prin metoda Jacobi) Pentru rezolvarea

unui sistem liniar A x X = B, unde A este o matrice de dimensiune n X n cu proprietatea
a; #0,Vi=1,...,nsi X, B sunt vectori de dimensiune n, prin metoda iterativa Jacobi,
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se porneste de la o aproximatie initiald X° = (z9,...,2%) si apoi se evalueazi recursiv
aproximatiile X*!,..., X™ n > 1. Un pas de aproximare presupune urmitoarele calcule:

n

" = (b; — Z ai7j~x;ﬁ_1)/ai7i, i=1,...,n,m>1.

i=Li#i

Consideram lista x = [2%,... 2% 1] si lista de liste a = [[a11,..., 10, =D1], -,
[anis .-y Qnn, —by)]. Definim functia Jacobi care returneaza o lista care contine valorile
[z1,...,x}] si care reprezintd aplicarea unui pas Jacobi.

Jacobi.a.x = dmap([jay.x, ..., ja,.x]).a

ja;.x.y = (—red(+).(prod;.x.y))/m;.y

prod;.x.y = dmap([f1.3, ..., fn-1]).(lists.(omap(-).z.y))
fialzl=i#j—20 j=1,...,n

lists.[z1, ..., 2z0) = [[21])s - -+, [20]]

S-a folosit functia proiectie 7;, care returneaza a i-a componenta a unei liste.

Functia lists s-a introdus doar pentru a respecta definitia functionalei dmap care are
ca argument o lista de liste. In acest caz, fiecare sublisti contine un singur element.

Prin urmare un pas al iteratiei Jacobi este o compunere de functionale map si red si
avem o descriere functionala a unui program paralel.

Expresiile BMF — si prin urmare si programele specificate de ele — pot fi manipulate
prin aplicarea unor reguli ale formalismului, care pastreaza semantica.

Aceasta descriere abstracta a programelor paralele se poate lega de o descriere care
sa includa si performanta programului pe o anumita arhitectura, folosind conceptul de
model de programare.

Modelul formal traditional de paralelism, PRAM, permite descrierea si compararea
algoritmilor paraleli, facand abstractie de sincronicitate, localizarea datelor si capacitatea
de comunicare. Intr-un model retea, un program este vazut ca o colectie de procese co-
municante, fiecare cu o memorie locala. Folosind terminologia Occam sau CSP (Commu-
nicating Sequential Processes) [89], acesta poate fi numit model "PAR-SEQ” (PARallel
composition of SEQuential processes). Acesta corespunde direct clasei SPMD si exprima
bine eficienta programelor, dar implica multe detalii de nivel jos.

Solutia este de a folosi modelul PAR-SEQ doar pentru reprezentarea programului
tinta. Procesul de constructie al programului exploateaza modelul dual SEQ-PAR. Acest
model igi are originile in paralelismul de tip SIMD si este extins la clasa programelor
SPMD. Un program paralel in constructie este privit ca o secventa de etape paralele.
Fiecare etapa incapsuleaza paralelism de diferite tipuri si implica potential toate proce-
soarele. Se foloseste din nou conceptul de “nivel inchis la comunicatii”: nu sunt permise
comunicatii intre etape diferite. BMF permite specificatia directa a unui program cu un
singur fir de executie, care la randul lui poate fi extins la un program SPMD, datorita
inchiderii la comunicatie a etapelor.
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Acest model simplifica semnificativ structura programelor: controlul global devine
secvential si partile paralele ale programului devin mai mici gi mai ugsor de inteles.

Formalismul BMF este un mediu care permite transformari ale programelor. Un
exemplu simplu de transformare este legea fuziunii map:

map(f o g) = map(f) o map(g) (7.3)

Daca compunerea secventiala a celor doi pasi paraleli din partea dreapta este imple-
mentata prin bariera de sincronizare, atunci partea stanga e mai eficienta si deci prefe-
rabila. Pentru a estima impactul unei anumite transformari asupra performantei se poate
folosi un calcul de cost.

7.1 Omeomorfisme pe liste

Principiul omeomorfismului este foarte cunoscut si folosit in diferite ramuri ale matema-
ticii; intuitiv, o functie omeomorfa conserva structura domeniului sau in codomeniu.

Definitia 7.1 O functie h definita pe o multime de liste este un omeomorfism daca st
numai daca exista un operator binar ® astfel incat, oricare ar fi listele x si y:

h.(zoy)=hx® hy (7.4)

Adica, valoarea unui omeomorfism pe o lista poate fi calculata prin aplicarea opera-
torului de combinare ® asupra componentelor acelei liste. Datorita faptului ca valorile
h.x si h.y se pot calcula independent, ele se pot calcula in paralel. Operatorul ® este in
mod necesar asociativ, datorita asociativitatii operatorului de concatenare.

Omeomorfismele exprima foarte bine paradigma divide&impera.

Exemplul 7.2 (Prefix) Functia pre fiz furnizeaza pentru un operator binar ® si o lista,
lista tuturor “sumelor prefix”. De exemplu, pentru o lista cu 3 elemente:

prefiz(®).[a,b,c] = [a,a ®b,a ®b® ¢].
Functia prefix este un omeomorfism cu operatorul de combinare ® precizat in continuare:

S1® Sy = 51 0 (map((last.S1)®).Ss)
prefiz(®).(x oy) = prefiz(®).z ® prefix(©).y,

unde last.S returneaza ultimul element din S.
(Algoritmul corespunde algoritmului “upper-lower” prezentat in Capitolul 4, Sectiunea
4.10, dar in acest caz avem gi asigurarea corectitudinii.)

Teorema 7.1 (de caracterizare) O functie h este un omeomorfism dacd si numai daca
poate fi factorizata ca o compunere:

h = red(®) o map(f), (7.5)

unde oricare ar fi un element a, f.a=h.[a].
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Fiecare omeomorfism este unic determinat de f si ®. Astfel, toate omeomorfismele
pot fi privite ca instante ale unei singure sablon omeomorfism. In consecinta, aceast
sablon poate fi calculat intr-un mod uniform de un program cu doua nivele, compus din
functionalele BMF map si red.

Pentru a folosi omeomorfismele in procesul de constructie al programelor paralele,
trebuie rezolvate urmatoarele probleme:

1. Extragere: verificarea unei functii daca poate fi o instanta a schemei omeomorfism,
adica gasirea specificatiei concrete pentru functia f si pentru operatorul ®.

2. Ajustare: daca o functie nu e omeomorfism, se incearca includerea ei intr-un n-uplu
de functii care constituie un omeomorfism.

3. Compunere: gasirea unei modalitati eficiente de a compune mai multe omeomor-
fisme ca nivele intr-un program abstract mai mare.

4. Implementare: gasirea unei modalitati de implementare eficiente, care tine cont de
proprietatile functiilor concrete

7.1.1 Extragere

Pentru o functie h este necesar sa se gaseasca functia f, care furnizeaza imaginea lui
h pentru o lista cu un singur element si operatorul de combinare ®. Functia f este in
general ugor de gasit, dar gasirea operatorului ® nu este in general triviala.

Metoda CS

Se considera constructorii cons i snoc tipici programarii secventiale functionale. Cons-
tructorul cons(>) adaugd un element la inceputul unei liste, iar constructorul snoc(<)
adauga un element la sfarsitul unei liste.

Definitia 7.2 Functia h se numeste de stanga (st) daca si numai dacd exista un operator
binar @ astfel incat h.(a>y) = a®h.x, oricare ar fi elementul a $i lista x. Dual, o functie h
este de dreapta(dr) daca si numai dacd exista un operator © astfel incat h.(x<a) = h.xOa.

Datorita faptului ca operatorii @, © pot fi complecsi (pot contine si alternative) si nu
sunt neaparat asociativi, o functie poate fi numai st sau dr sau ambele.

Importanta pentru o functie de a fi st si dr este evidentiata de urmatoarea teorema,
care combina prin cele doua implicatii ale sale, doua teoreme clasice in BMF (a doua si
a treia), ambele definite de Bird [20]. Prima implicatie este simplu de demonstrat, iar a
doua a fost demonstrata de Meertens si prezentata sistematic de Gibbons|[65].

Teorema 7.2 O functie pe liste este un omeomorfism daca si numai dacd este i (st) si

(dr).
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Prin aceasta teorema se asigura faptul ca pentru o functie care este i (st) si (dr),
existenta operatorului ® este asigurata, dar nu se da o modalitate de obtinere a lui.
Pentru aceasta se impun restrictii in plus pentru functiile (st) si (dr).

Definitia 7.3 O functie h se numeste omeomorfa la stanga (os) daca si numai daca
exista ® astfel incat oricare ar fi lista x si elementul a: h.(a>x) = h.[a] ® h.x. Analog,
pentru functii omeomorfe la dreapta (od) h.(x <a) = h.x ® h.[a].

Introducem functia f astfel incat f.a = h.([a]). Pentru o functie data f si un operator
®, exista un singur omeomorfism la stanga, (respectiv la dreapta), notat cu os(f, ®)
(respectiv od(f, ®)).

Evident, orice functie 0s(od) este de asemenea si st(dr), dar nu si invers. De exemplu,
functia ¢:

g(avz)=if a<gzx — |la+g.x|; |a— gz

este de stanga, dar nu este omomorfism de stanga, deoarece g.(a>x) nu poate fi exprimat
doar cu ajutorul lui |a| si g.x.

Se observa ca, deoarece operatia ® din (7.5) este in mod necesar asociativa, un ®-
omeomorfism este complet determinat de actiunea sa pe liste cu un singur element, deci
putem scrie om( f, ®) pentru unica functie ®-omeomorfism, pentru care h.[a] = f.a oricare
ar fi a.

Teorema 7.3 Dacd o functie e omeomorfism atunci este si (0s) si (od), cu acelasi ope-
rator de combinare. Daca funclia este (0s) sau este (od) si operatorul de combinare este

asociativ atunci functia este omeomorfa cu operatorul de combinare specificat de (0s) sau
de (od).

O demonstratie a acestei teoreme poate fi gasita in [73].

Teorema sugereaza o modalitate de constructie a operatorului: se construieste o
definitie a functiei omeomorfa la stanga, pe liste cons si o definitie omeomorfa la dreapta,
pe liste snoc si se Incearca sa se “potriveasca” cele doua definitii astfel incat sa contina
acelagi operator. Daca operatorul gasit este asociativ, atunci este cel cautat.

Metoda CS:

1. Furnizarea a doua definitii secventiale pentru o functie data: o definitie cons si o
definitie snoc.

2. Determinarea unei generalizari CS, aplicata definitiilor cons si snoc.

3. Daca asociativitatea operatorului ® poate fi demonstrata inductiv, atunci din Teo-
rema 7.3 rezulta ca ® este operatorul cautat.
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Exemplul 7.3 (extragere omeomorfism pentru prefix ) Pentru listele cu un element
prefiz.la] = [a], si deci f = [.]. Pentru prefiz, definitiile cons si snoc sunt:

[a] @ prefiz(®).y = a> (map(a®).(prefix(©).y))
prefiz(®).x @ [b] = (prefiz(®).x < (last.(prefiz(®).z) © b)

Generalizarea CS conduce la u ® v = u o map(last.(u)®).v. Se poate demonstra ugor
asociativitatea operatorului ® si astfel s-a demonstrat ca prefiz este un omeomorfism
cu f =[] ¢ ® definit ca mai sus.

7.1.2 Aproape-omeomorfisme

Omeomorfismele pe liste se pot folosi cu mare succes in constructia programelor paralele,
dar din pacate sunt multe functii necesare si interesante care nu sunt omeomorfisme. Un
astfel de exemplu este functia mss(“maximum segment sum”) care cauta maximul
dintre sumele formate din elementele segmentelor continue dintr-o lista de numere. De
exemplu, mss.[3, —4,2,—1,6, —3] = 7, unde rezultatul s-a obtinut prin adunarea elemen-
telor segmentului [2, —1,6]. Functia mss nu este un omeomorfism, deoarece nu e suficient
sa cunoagtem mss.xs si mss.ys pentru a putea calcula mss.(zs ¢ ys).

Un aproape-omeomorfism este o functie, care impreuna cu un numar de functii auxi-
liare, formeaza o functie de tip n-uplu, care este un omeomorfism. Ceea ce este dificil este
de a gasi functiile auxiliare care impreuna cu functia data formeaza un omeomorfism.

Poate fi folosita o abordare similara cu metoda C'S. Metoda C'S incepe cu definirea
functiei mss pentru liste cons. Notam cu | operatorul care returneaza maximul a doua
argumente. Pentru orice element a si lista z, mss.(a>x) ar fi egala cu mss.[a] T mss.x; dar
astfel nu se tine cont de segmentele initiale care se pot construi. De aceea, se introduce
functia mis(“maximum initial segment”) si obtinem urmatoarea definitie a functiei mss:

mss.(a>x) =mss.[a] T mss.x T (a+ mis.x)
mis(a>x) =mis.[a] T (a + mis.x).

In mod analog, se definegte functia mss pentru liste snoc i pentru aceasta se defineste
functia mes(“maximum concluding segment” ):

mss.(x <a) = mss.x T mss.[a] T (mes.z + a)
mes.(x <a) = (mes.x + a) T mes.|al

Avem deocamdata functia (mss, mis, mcs), dar functia mis nu poate fi definita pentru
listele snoc doar pe baza acestor functii si similar functia mcs nu poate fi definita pentru
liste snoc. Se introduce, de aceea, o alta functie ts(“total sum”) care determina suma
totala a unei liste de Intregi. Rezulta, asadar, un 4-uplu (mss, mis, mcs, ts) pentru care
avem urmatoarele definitii cons si snoc:
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mss.(a>x) =mss.[a] T mss.x T (a + mis.x)
mis.(a>x) = mis.[a] T (a +mis.x)
mes.(a>x) = (a+ts.x) T mes.x

ts.(a>x) =ts.la] +ts.x

mss.(x <a) = mss.x T mss.[a] T (mes.z + a)
mis.(r<a) =mis.x T (ts.z + a)

mes.(x <a) = (mes.x + a) T mes.[al

ts.(x <a) =ts.x +ts.[a]

Functia f determina rezultatul aplicarii 4-uplului de functii pe liste cu un singur
element:

f.a =< mss,mis,mes,ts > .la] = (a1 0,a10,a70,a).

Urmeaza sa gasim partile comune din definitiile cons si snoc pentru a gasi definitia
generala pentru ¢. Pentru functia ts se observa ca este si de stanga si de dreapta si deci
definitiile se potrivesc perfect. Pentru celelalte functii trebuie inlocuit a. Cea mai directa
modalitate de inlocuire este cu ts.[a], care este egal cu a pentru listele cu un element.
Dar in acest caz definitiile pentru mss nu se potrivesc.

O alta modalitate este de a inlocui, pentru mss, pe a cu mes.[a] in definitia cons si
cu mis.[a] in definitia snoc:

(a +mis.x) T mss.x = (mes.[a] + mis.z) T mss.x
mss.x T (a+ mis.x) = mss.xz T (mesla] + mis.x).

Pentru definitiile mis i mecs se inlocuiegte a cu ts.[a], acolo unde nu a fost deja
inlocuit.
Ca urmare se obtin urmatoarele definitii:

mss.(a>x) =mss.[a] T mss.x T (mes.[a] + mis.x)
mss.(x<a) = mss.x T mss.[a] T (mes.x + mis.|al)

mis.(a>x) = mis.a] T (ts.[a] + mis.z)
mis.(x <a) = mis.x | (ts.x + mis.[a])

mes.(a>x) = (mes.[a] + ts.x) T mes.x
mes.(z <a) = (mes.x + ts.[a]) T mes.[a]

ts.(a>x) =ts.]a] + ts.x
ts.(x <a) =ts.x +ts.[a]

Se ajunge la urmatoarea definitie a operatorului ®:

< MSS.T, MIS.T, MCS.X, t8.x > @ < MSS.Yy, Mis.y, mes.y, ts.y >=
((mss.x) T (mss.y) T (mes.x + mis.y), mis.xz T (ts.x + mis.y)), (7.6)
(mes.x + ts.y) T mes.y, (ts.x + ts.y)).
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Asociativitatea operatorului poate fi demonstrata prin calcul direct si rezulta ca functia
definita prin 4-uplul de functii este omeomorfism.
Functia mss se calculeaza dupa formula:

mss = m o red(®) o map(f),

unde 7 este o proiectie care returneaza prima componenta din 4-uplu.

Aceasta reprezentare omeomorfa este paralelizabila in modul standard pe o structura
de procesoare de tip arbore. Deoarece si functia f si operatorul ® necesita un timp
constant de calcul, complexitatea timp totala este O(log,n). Numarul de procesoare
poate fi redus la O(n/log, n) simulandu-se nivelele joase ale arborelui, in mod secventjial,
conform teoremei lui Brent.

7.2 Implementare
Metoda standard de implementare a omeomorfismelor este de a folosi reprezentarea:
h = red(®) o map(f).

Functia map se executa in paralel intr-un timp constant, iar reducerea se face intr-un
timp O(log, n), daca dimensiunea listei este n. Aceasta implementare este optima numai
daca presupunem ca exista suficiente procesoare, sau mai exact numarul de procesoare
creste liniar cu dimensiunea datelor.

O abordare mai practica este a considera un numar limitat de procesoare p (paralelism
limitat). Introducem tipul [a], al listelor cu lungimea p, si indexam functiile definite
pe acest tip de liste cu p (de exemplu map,). Partitionarea unei liste arbitrare in p
subliste, numite blocuri, este realizatd cu ajutorul functiei distributie, dist® : [a] —
[[@]],- Urmatoarea egalitate este evidenta: red(o) o dist® = id.

Teorema 7.4 (Promovare) Pentru un ®-omeomorfism h:
h o red(¢) = red(®) o map(h). (7.7)

Datorita egalitatii (7.7), abstractizarea standard a omeomorfismului & pe p procesoare,
se transcrie astfel:
h = red(®) o map,(h) o dist®. (7.8)

Pentru a ilustra folosirea schemei (7.8) reluam exemplul MSS studiat. Deoarece 4-
uplul < mss, mis, mes,ts > definegte un omeomorfism cu operatorul ® definit de (7.6),
poate fi aplicata teorema de promovare si rezulta:

mss = m o red(®) o map,(< mss, mis, mcs, ts >) o dist®) (7.9)

Cele trei etape sunt obtinute direct din abstractizarea (7.9), care este urmata de
dist®),
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Prima etapa map,(< mss, mis, mes,ts >) este implementata prin apelul unui pro-
gram secvential, in fiecare procesor pentru blocul-lista local, care are dimensiunea n/p;
ca urmare complexitatea acestei etape este O(n/p). Reducerea red(®) necesita un timp
O(log, p), iar ultima etapa — proiectia se realizeaza intr-un timp constant. Deci complexi-
tatea totala este O(n/p + log, p).

Putem analiza trecerea de la paralelism nelimitat (fara limitarea numarului de proce-
soare) la paralelism limitat gi separat pentru functionalele map si red, independent, nu
doar pentru omeomorfisme.

Pentru functionala map avem urmatoarea egalitate:

map f = flat o map, (map f) o dist® (7.10)

unde functia flat : [[o]], — [@] transforma o lista de subliste intr-o lista folosind conca-
tenarea (flat = red(o)).

Pentru reducere, transformarea este:

red(®) = red,(®) o map, (red(®)) o dist'?) (7.11)

Vom considera ca doar functiile cu indicele p vor fi distribuite pe procesoare. Celelalte
vor fi calculate secvential.

7.2.1 Sortare prin numarare

Ideea algoritmului de sortare prin numarare este urmatoarea: se determina rangul fiecarui
element din secventa nesortata si se plaseaza apoi fiecare element pe pozitia cores-
punzatoare rangului sau. Rangul unui element este egal cu numarul de elemente mai
mici decat el [96].

Sortarea prin numarare nu este un algoritm de sortare secventiala foarte eficient, pen-
tru cd complexitatea-timp pentru cazul secvential este O(n?) (n este lungimea secventei).
Dar acesta idee conduce la algoritmi paraleli eficienti.

Folosind acest exemplu simplu, vom ilustra faptul ca proiectarea abstracta bazata pe
formalismul BMF poate sa analizeze diferite cazuri care pot apare la faza de implementare.
Si astfel se evidentiaza faptul ca abstractizarea nu exclude performanta [137].
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Proiectarea BMF

Bazat pe definitia metodei se ajunge la urmatorul program BMF pentru calcularea rean-
gului fiecarui element:

rank : [a] — [a]
rank.l = map (count.l).l

count : [a] X a — [q]
count.l.x = (red(+) omap (f.z)).l (7.12)

fraxa—a

L ifa>y
f.m.y—{ 0, ifx<y

Am considerat « ca fiind un tip pentru care exista o relatie de ordine intre instantele
sale, iar o] este tipul listelor construite peste acest tip.
Putem face o transformare foarte simpla:

(red(+) omap (f.x)).l = red(+).(map (f x).0) (7.13)

care presupune doar ca aplicarea functiei f.z se face in acelasgi pas cu reducerea si nu
intr-un pas separat secvential.

Pentru calculul functionalei map ar fi nevoie de un numar de procesoare egal cu
lungimea listei de intrare — n. Fiecare aplicare a functiei count.l reprezinta o reducere
care poate fi calculata cu o complexitate-timp egala cu O(log, n), complexitatea-procesor
fiind O(n). Deci pentru intreg programul complexitatea-timp ramane O(log, n).

Adaptarea la paralelism limitat

Pentru a adapta programul la paralelism limitat impunem ca numarul de procesoare sa
fie egal cu p si vom folosi functia dist®.

Se poate remarca faptul ca algoritmul contine doua faze: una reprezentata de functia
map si cealalta reprezentata de functia count, fiecare avand lista [ ca si argument. Functia
dist® divide lista argument in p subliste echilibrate ca lungime. Prin urmare, o pu-
tem aplica fie pentru calculul functiei map, fie pentru calculul functiei count, fie pentru
amandoua.

Va trebui, de asemenea, sa analizam doua cazuri:

L.p<mn,

2. n<p<n?

Cazul p<n

Daca numarul de procese este egal sau mai mic decat lungimea secventei, atunci functia
dist® poate fi aplicatd doar o singuri datid: pentru functia map, sau pentru functia
count.
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for = 0,p — 1 in parallel do
for k=0,n/p—1do
global_read(Ali x n/p + kl, ak);
r=0;
for j =0,n — 1 do {se numara cate elemente sunt mai mici decat ak}
global_read(Alj], aj);
if (aj < ak) r=r+1;end if
end for
global_write(r, R[i *x n/p + k]);
end for
end for

Figura 7.1: Sortare prin numarare — programul SM pentru p < n.

In primul caz, obtinem urmatorul program BMF, folosind regula ecuationala (7.10):

rank.l = (flat o map, (map(count)) o dist'?)).l

count.l.x = red(+).(map (f.z).0) (7.14)

Aceasta inseamna ca fiecare procesor calculeaza secvential rangul pentru n/p elemente.
Daca aplicam functia dist functiei count obtinem urmatorul program BMF:

rank.l = map(count.l).l

count.l.x = (red,(+) o map, (red(+)) o map (f.xz) o dist®).l (7.15)

S-a folosit de aceasta data regula (7.11). Acest program calculeaza secvential rangurile
pentru fiecare element, dar fiecare rang in parte se calculeaza in paralel folosind p procese.
Pentru calcularea rangului elementului x, procesele compara valoarea lui x cu toate cele
n/p elemente locale lor si astfel se calculeaza mai intai ragurile locale; apoi rangurile
locale se aduna.

Aceste doua cazuri reflecta modurile in care algoritmul se poate descompune in com-
ponente, care pot fi calculate folosind p procese. Daca consideram ca functiile cu indexul
p vor fi calculate in paralel cu p procese si functiile fara indecsi vor fi calculate secvential,
obtinem urmaitoarele complexitdti: (n?/p) pentru primul caz si (n?/p + nlogp) pentru
cel de-al doilea. Evident primul este mai bun.

Implementari pentru p <n

Pe arhictecturi cu memorie partajata (SM) lista [ poate fi partajata de toate procesele
si prin urmare, in mod natural vom alege prima varianta care are complexitate-timp mai
buna. Putem transforma programul BMF corespunzator intr-un program de tip PRAM
descris in Figura 7.1.

Fiecare proces face n?/p citiri si n/p scrieri din/in memoria partajatd. Daca se con-
siderd cazul unei arhitecturi CREW complexitatea este (n?/p + a(n?/p + n/p)), unde «
este unitatea de timp pentru accesul la memoria partajata.
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Rank(mypid) :
fore=0,n—1do
Beast(Ali]); { emitatorul este procesul care contine A[i] }
rl = ComputeLocal Rank(Ali]);
Reduce(rl, mypid);
end for

Figura 7.2: Sortare prin numarare — programul DM pentru p < n.

Pe o arhitectura cu memorie distribuita (DM) cea de-a doua varianta este mai buna
deoarece lista este distribuita pe procesoare. La un pas, un element este difuzat prin
broadcast tuturor procesoarelor, care ii vor calcula rangul - sunt deci n pasi. Rangurile
locale sunt insumate folosind un calcul de tip arbore binar, care reprezinta operatia de
reducere. Figura 7.2 descrie intr-un limbaj de tip pseudocod un astfel de program.

Complexitatea-timp este data de expresia n(n/p + logp(1 + 5) + b3), unde 3 este
unitatea de timp pentru o comunicatie a unei valori, iar constanta b reflecta timpul
necesar pentru broadcast.

Arhitecturile pipeline pot fi de asemenea folosite pentru implementarea acestui algo-
ritm. Daca sunt n procesoare, fiecare procesor are o valoare locala ali]. Elementele listei
sunt “pompate” pe rand si rangul fiecarui element “pompat” este actualizat in fiecare
procesor prin compararea cu valoarea locala. Rangul curent trebuie sa fie de asemenea
“pompat”. Daca p < n atunci fiecare procesor va avea mai multe valori locale si deci va
face mai multe comparatii la un pas. Complexitatea-timp, pentru aceasta implementare,
este: (n+p—1)(n/p+ ), unde [ este unitatea de timp necesara unei comunicatii intre
doua procesoare vecine.

Cazul n < p < n?

Daca avem mai mult de n procese si p = ¢ * r, putem folosi functia dist atat pentru
calcularea functionalei map cat si pentru count. Si astfel ajungem la urmatorul program

BMF:
rank.l = (flat o map, (map (count.l)) o dist@).]

count.l.w = (red,(+) o map, (red(+)) o map (f.x) o dist™).l (7.16)

Complexitatea-timp in acest caz este (n/q)(n/r + logr).

Pe o arhitectura SM programul difera de programul prezentat in Figura 7.1 prin faptul
ca fiecare element al rezultatului functiei count este calculat folosindu-se un calcul de tip
arbore binar. Fiecare procesor face n?/p + (n/q)logr citiri si (n/q)logr scrieri din/in
memoria partajata.

Pentru o arhitectura DM procesoarele pot fi aranjate ca o retea grid(plasa) de di-
mensiune ¢ x r, iar distributia datelor de pe prima linie poate fi replicata pe cele-
lelte linii de procesoare. Fiecare linie calculeaza ragurile unei subliste de n/q elemente.
Complexitatea-timp este n?/p +n/q(logr(1 + 5) + bp).



208 CAPITOLUL 7. FORMALISMUL BIRD-MEERTENS — BMF

O arhitectura pipeline cu mai mult de n procesoare nu este folositoare pentru aceasta
problema.

Sortarea prin numarare, desi este un algoritm secvential ineficient conduce la algo-
ritmi paraleli eficienti; deci releva faptul ca nu neaparat cea mai buna varianta secventiala
conduce la cei mai buni algoritmi paraleli. Sortarea paralela prin numarare a fost imple-
mentata in special pentru arhitecturile de tip SM [173]. Am evidentiat aici, intr-un mod
formalizat, bazat pe BMF, ca si arhitecturile DM si pipeline pot fi considerate pentru o
implementarea eficienta.

Prin acest exemplu, se evidentiaza faptul ca programele BMF pot fi transformate
formal pentru paralelism limitat, iar variantele obtinute pot fi analizate mai departe
pentru alegerea celei mai bune, in functie de arhitectura tinta.

7.3 Tipuri de date categoriale

BMF a fost dezvoltat initial doar pentru structuri de date de tip lista. Ulterior, a fost
extins pentru tipuri de date categoriale [155], care sunt extensii ale tipurilor abstracte de
date.

Definitia 7.4 ( Categorie) O categorie este o structurd cu obiectele A, B, . .., sagetile
f,9,... §i cu o operatie binara asociativa - (compunere) pe sageti, astfel incat:

fiA—->Bg:B—C
(g-f): A—=C

care inseamnda ca oricare ar fi sagetile f : A — B si g : B — C exista o sageata
(g-f): A= C si

idg: A— A
astfel incat pentru fiecare sageata f : A — B,
frida=f
idy- f=f

Consideram o categorie T'ype, ale carei obiecte sunt multimi, iar sagetile sunt functii
totale. Impunem urmatoarele proprietati pentru aceasta categorie:

e Are un obiect initial 0. Exista o sageata unica de la acest obiect la oricare alt obiect
al categoriei.

e Are un obiect final 1. Exista o sageata unica de la oricare alt obiect al categoriei
la acest obiect.

e Are produse, astfel incat pentru toate perechile de obiecte A si B, exista un obiect
A x B i proiectiile de la el la A i B.
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e Are coproduse, astfel incat pentru toate perechile de obiecte A si B, exista un obiect
A + B si injectiile de la A gi B la el (un element apartine multimii A + B daca
apartine multimii A sau multimii B).

e pentru fiecare pereche de sageti f : A — B si g : B — C exista o sageata, numita
jonctiune, fVvg: A+ B — C.

Un functor este un omeomorfism pe categorii.

Definitia 7.5 (Functor) Un functor F' : C — D mapeazd obiectele categoriei C' pe
obiectele categorier D $i sagetile categoriei C spre sagetile categoriei D, astfel incat pas-
treaza compunerile si identitafile:

F(f:A— B) = F(f): F(A) — F(B)

Flg-f) = F(f)- F(g)
F(ZdA) = idF(A)

Tipurile de date categoriale (Ax) sunt construite formal prin precizarea unor construc-
tori definiti pentru o multime de baza (A). De exemplu, pentru liste omogene (posibil
vide), acesti constructori sunt:

[ 1— Ax
(-] @ A— Ax
o 1 Ax xAx — Ax

Acesti trei constructori corespund unei singure sageti: [|V-Vo: 14+ A+ Ax X Ax — Ax,
a categoriei de baza (Type). Pentru a arata ca obiectul Ax exista, se definegte un functor
T : Ax — 14+ A+ Ax x Ax care este definit de T' = K7+ K4 +| x|, unde Kx este functorul
constant X care mapeaza fiecare obiect spre X si fiecare sageata spre idyx. Functorul T
este un functor polinomial si intr-o astfel de categorie are un punct fix; Ax se defineste
ca fiind partea obiect a punctului fix al functorului 7" [158].

Dintr-o anumita perspectiva, tipurile de date categoriale capteaza un stil al pro-
gramarii functionale de ordin doi, in care programele sunt construite din forme restrictive
ale unor functii de ordin doi. Din alta perspectiva, ele sunt extensii de obiecte fara stare,
sau tipuri abstracte de date. Tipurile categoriale de date incapsuleaza fluxul de control
si reprezentarea datelor. Prin incapsularea fluxului de control, programatorul nu trebuie
sa specifice cum sunt aranjate operatiile de calcul si de comunicare pe tipurile de date.
Aceasta va cadea in sarcina implementatorilor. In acest fel se realizeazi o separare a
notiunilor, la un nivel corect.

Programele bazate pe tipuri categoriale de date sunt compuneri de operatii monolitice,
care calculeaza omeomorfisme pe obiectele tipurilor de date. Aceste operatii ascund
detaliile interne de calcul. In cazul paralel, aceasta Inseamna ca se ascunde modul in
care aceste calcule sunt descompuse in procese, modul in care acestea sunt mapate pe
procesoare si modul in care acestea comunica si se sincronizeaza. Prin acestea, ele permit
dezvoltarea de programe independente de arhitectura.
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Dezvoltarea de programe are o metodologie formata din doua parti. Prima se bazeaza
pe faptul ca structura calculului oricarui omeomorfism este aceeasi, astfel incat progra-
matorii se pot concentra asupra partilor specifice fiecarui omeomorfism in parte. A doua
consta in faptul ca constructia unui tip de date furnizeaza un set de ecuatii care pot
fi folosite pentru transformarea programului. Aceastd abordare incurajeaza dezvoltarea
derivationala, prin care specificatiile sunt transformate in programe. Se poate considera
ca aceasta abordare este restrictiva, pentru ca se bazeaza pe omeomorfisme. Dar, totusi
toate functiile injective sunt omeomorfisme si prin aceasta se includ foarte multe functii.
Pe de alta parte, anumite functii pot fi adaptate, astfel incat sa fie reprezentate ca un
omeomorfism urmat de o proiectie (aproape-omeomorfisme).

Pot fi construite diferite tipuri de date categoriale, bazate pe: liste, arbori, multimi,
tablori, grafuri. Prezentam in continuare tipul arbore binar omogen.

7.3.1 Tipul arbore binar omogen

Obiectele acestui tip sunt arbori binari cu o valoare dintr-un anumit tip de baza A pe
fiecare nod (frunze sau noduri terminale) — prin urmare sunt omogeni — si un nod are doi
descendenti sau nici unul.

Acest tip are doi constructori, unul transforma o valoare de tip A intr-un arbore care
consta dintr-un singur nod, iar cel de-al doilea transforma doi arbori si o valoare de tip
A Intr-un arbore mai mare care 1i contine.

Leaf @ A— A
Join : A, x Ax A — A,

Omeomorfismele pe acesti arbori sunt functii definite pe o multime A;, cu valori intr-o
multime P cu operatiile:

P11 A— P

Py 0 PXAXP—P

De fapt, exista o corespondenta biunivoca intre asemenea structuri (multime + operatii)
si omeomorfisme.

Astfel, daca se doreste gasirea unui omeomorfism h de la arborii A; la o anumita
multime P, se poate porni direct de la ce trebuie sa faca acel omeomorfism, sau se poate
porni de la operatiile din P care trebuie sa corespunda actiunii lui h. Aceasta este in
general o problema mai simpla.

Toate omeomorfismele pe arbori pot fi calculate folosind aceeasi schema recursiva,
parametrizata cu functiile p; si p:

eval_hom(p1, pa,t)
if (t=Leaf(a)) — pi(a)
] (t = Join(tl,a,t2)) —
pa(eval_hom(py, pa, tl),
a,
eval_hom(p, pa2,t2))
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Exemplul 7.4 (inaltimea) Indlimea unui arbore binar poate fi calculatd printr-un
omeomorfism, pentru care:

plzKoiAHN
Ppp=@:NxAxN-—=N

unde ®(n,a,m) =T (n,m) + 1 si Ky este functia constant nula.

Exemplul 7.5 (map) Functionalele de tip map(f) sunt omeomorfisme de la o multime
de arbori A; la o alta multime de arbori B;, care aplica functia f pe fiecare nod al
arborelui. Ele se pot exprima formal prin precizarea functiilor p; si ps:

m = (Leaf-f):A— B
P2 = (JOT;TL'Z.deXZ'd)ZBtXAXBtHBt

In acesti abordare, complexitatea-timp de evaluare este proportionala cu adancimea re-
cursivitatii, care este inaltimea arborelui. Evident, aceasta operatie merita sa fie consi-
derata ca un caz special cu o implementare mai buna, in care functia f este aplicata pe
fiecare nod simultan.

Exemplul 7.6 (red) Pentru functionala red(®) avem:

pp =id:A— A
P =@ AXAXA—-A

unde s-a folosit varianta ternara a operatorului asociativ &.

Sumar

Modelul functional, prezentat in acest capitol, are in vedere doua aspecte importante ale
programarii paralele: abstractizarea gi performanta.
Abordarea construirii programelor folosind functionalele:

e scuteste programatorul de a lua decizii care tin de detaliile de nivel jos al unei
aplicatii particulare;

e furnizeaza implementari standard care maresc increderea in corectitudinea progra-
melor tinta;

e ofera predictia performantei;
e furnizeaza metode care pastreaza corectitudinea, pentru compunere si rafinare.

Prin abstractizare se trece de la particular la general, ceea ce da noi dimensiuni
principiilor programarii paralele.

Posibilele pierderi in ceea ce priveste performanta sunt compensate de portabilitate
si de usurinta programarii.
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Capitolul 8

Structuri de date pentru specificarea
paralelismului

Algebrele de date distribuite sunt o notiune abstracta utilizata pentru descrierea progra-
melor paralele. Ideea de baza este aceea ca structura de date este impartita in subobiecte
care pot fi alocate mai multor procesoare.

Pentru ca se incearca gasirea unor scheme de paralelizare cat mai simple si mai eficiente
se poate pune problema gasirii unor metode de specificare specializate pe anumite clase
de probleme.

Algoritmii recursivi intervin in rezolvarea unei mari varietati de probleme, constituin-
du-se astfel intr-o clasa importanta de probleme. PowerList, ParList si PList sunt
structuri de date liniare, ce pot fi folosite cu succes in descrierea functionala simpla a
programelor paralele care sunt de natura Divide&Impera. Folosind tehnici formale se
pot deriva descrieri succinte pentru programele paralele, plecand de la specificatii. Acest
formalism a fost introdus prima data de catre J. Misra[121] si dezvoltat apoi de catre
J. Kornerup[99]. Folosind acest formalism este posibil sa se lucreze la un nivel inalt de
abstractizare, prin eliminarea notatiilor de index. Se poate spune ca unul dintre motivele
pentru care programarea paralela este considerata dificila astazi este folosirea intensiva a
notatiilor de index in limbajele de programare paralela. Aceasta duce si la o demonstrare
a corectitudinii programelor paralele foarte anevoioasa.

Algoritmii sunt specificati cu ajutorul functiilor definite recursiv pe aceste structuri.
Functiile pot fi transformate prin derivari corecte bazate pe axiomele algebrelor cores-
punzatoare, pentru a se ajunge la algoritmi mai eficienti.

Sectiunile 2, 3 si 4, ale acestui capitol, prezinta cele trei structuri de date impreuna cu
teoria asociata lor, precum si exemple care ilustreaza avantajele si diferentele folosirii lor.
Sectiunea 5 prezinta specificarea algoritmului de calcul al transformatei Fourier rapide
in trei cazuri distincte, functie de gradul polinomului care este transformat, folosindu-se
cele trei structuri de date prezentate. In ultima sectiune se prezinta o extindere a celor
trei structuri in structuri n-dimensionale PowerArray, ParArray si PArray, facilitand
astfel specificarea algoritmilor care lucreaza cu date structurate pe mai multe dimensiuni.
Un exemplu elocvent este dat prin specificarea unui algoritm general pentru calcularea
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formulelor recurente liniare, oarecare. Acesta este folosit la calcularea unor polinoamele
ortogonale.

Complexitatea programelor paralele specificate prin acest formalism este discutata
doar la un nivel abstract (fara a se tine seama de arhitectura pe care vor fi implemen-
tate). Este analizata in schimb implementarea algoritmilor specificati prin Power List pe
arhitecturi de tip hipercub, care se dovedeste a fi foarte simpla si eficienta.

Tipuri folosite

Notam cu Type multimea tuturor tipurilor folosite.
Tipurile simple folosite sunt urmatoarele:

Nume tip Ce defineste

Nat Numere naturale

Pos Numere naturale pozitive
Real Numere reale

Com Numere complexe

Bool Valori booleene

Tipul unei functii este precizat prin numele functiei, domeniu i codomeniu.

Tipurile structurilor Power List, ParList si PList sunt formalizate prin introducerea
unei functii — constructor de tip pentru fiecare structura. Aceste functii au doua argu-
mente, un tip gi o lungime si returneaza tipul tuturor instantelor structurii cu elemente
de tipul specificat si lungimea egala cu lungimea data.

8.1 Structuri de date PowerList

In acestd sectiune vom prezenta structura de date PowerList si algebra definita pe
multimea structurilor de date de acest tip. Demonstrarea proprietatilor acestor struc-
turi si definirea functiilor pe aceste structuri se face pe baza inductiei structurale definite
pe multimea structurilor PowerList. Este analizata maparea algoritmilor specificati cu
ajutorul structurilor PowerList pe arhitecturi de tip hipercub. In final, sunt prezentati
algoritmi paraleli pentru calcularea valorii unui polinom gi pentru integrare numerica
Romberg si Simpson.

8.1.1 Definitii

O structura PowerList este o structura liniara ale carei elemente sunt de acelasi tip.
Lungimea unei structuri PowerList este o putere a lui 2. O structura PowerList de
lungime 1 se numegte singleton si este reprezentata astfel: [a], unde a este unicul element
al listei.

Constructorul de tip asociat acestei structuri de date este:

PowerList : Type x Nat — Type
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care are ca argumente un tip (X) si un numar natural (k) si returneaza tipul tuturor
structurilor PowerList cu elemente de tipul X si cu lungimea egals cu 2. De exemplu,
PowerList.Nat.2 este tipul tuturor structurilor PowerList cu lungime 22 care contin
elemente numere naturale.

Doua structuri Power List care au aceeagi lungime si elemente de acelasi tip se numesc
similare (apartin unui tip PowerList.X.n).

Doua structuri Power List similare p, ¢, pot fi combinate intr-o lista de lungime dubla
in doua moduri diferite:

- p | q (tie) este lista care contine elementele din p urmate de elementele din ¢,
- p # q (zip) este lista formata din elementele din p si ¢ luate alternativ.

Ca urmare, constructorii de structuri Power List sunt urmatorii:

.] : X — PowerList.X.0
.| .+ PowerList.X.n x PowerList.X.n — PowerList.X.(n+ 1)
#. + PowerList.X.n x PowerList.X.n — PowerList. X.(n+ 1)

Functiile:
length : PowerList.X.n — Nat si
loglen : PowerList.X.n — Nat

sunt definite prin urmatoarele relatii

(Vp : p € PowerList.X.n : length.p = 2")
(Vp : p € PowerList.X.n : loglen.p = n).

Consideram urmatoarele axiome ale algebrei PowerList:

p € PowerList. X.nAn>0= (3lu,v: u,v € PowerList.X.(n—1) : p=ulv)
p € PowerList. X.nAn>0= (Flu,v:u,v € PowerList. X.(n —1) : p = u#v)
[a]=[b)=a=0b

plg=ulv=p=ung=v

pHe=u#v=p=uNqg="v

[a] | [b] = [a] # [b]

(pla) # (ulv) = (p#u) | (¢#v)

O TU W

unde p, ¢, u, v sunt structuri Power List.

Conform ultimei axiome putem spune ca operatiile zip si tie “comuta”.

Un element particular al unei structuri PowerList nu poate fi accesat direct. Sin-
gura cale de acces la elementele unei structuri Power List este impartirea listei folosind
operatiile tie si zip ca si deconstructori, folosind axiomele 1 si 2.
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8.1.2 Principiul inductiei pentru PowerList

Functiile peste structuri Power List se definesc cu ajutorul inductiei structurale. Folosind
inductia structurala putem demonstra diferite proprietati ale structurilor Power List si a
functiilor definite pe acestea.

Fie IT : PowerList. X.n — Bool, X € Type,n € Nat, un predicat al carui adevar
trebuie stabilit pentru toate structurile PowerList cu elemente de tipul X. Putem sa
demonstram ca predicatul II este adevarat folosind urmatorul principiu al inductiei:

(Vo :z e X 11 [z])
A
( (VYp,q,n:p,q € PowerList. X.n An € Nat : Il.p ANll.q = 11 (p|q))
V (Vp,q,n : p,q € PowerList. X.n An € Nat : lL.p AN1l.q = 1. (p#q)) )
=
(Vp,n : p € PowerList. X.n An € Nat : IL.p)

8.1.3 Operatori, relatii si functii

Fie ® : X x X — X un operator binar definit pe tipul scalar X.
Extindem operatorul prin definirea lui pe structuri Power List:

® : PowerList. X.n x PowerList. X.n — PowerList.X.n
definit prin relatiile:

[a] ® [b] = [a @ b]
(plg) ® (ulv) = (p®@u)|(¢g@v) sau
(p#q) @ (u#v) = (P u) # (@)

Ultimele doua egalitati nu sunt independente, fiecare putand constitui ipoteza de
plecare in demonstrarea celeilalte, prin inductie structurala.

Ele exprima faptul ca | si ® (respectiv # si ®) “comuta”.

Relatiile peste tipurile scalare sunt extinse in acelasi mod ca si operatorii binari.

Fie A o relatie peste tipul X, definita prin functia A : X x X — Bool si fie p,q,u,v €
PowerList. X.n si x,y € X. Definim relatia extinsa prin:

A : PowerList. X.n x PowerList.X.n — Bool
(2] Aly] = [zAy]
(p#q) A (u#tv) = (pAu) A (¢Av)

Deci doua structuri Power List similare sunt in relatia A daca si numai daca elementele
de pe aceeasi pozitie sunt in relatie. Se poate folosi si operatorul tie pentru definirea
relatiei:

(plg) A [ulv] = (pAu) A (¢Av)

Prezentam in continuare cateva exemple de functii definite pe structuri PowerList:
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. sum : PowerList. X.n — X

calculeaza suma elementelor unei structuri PowerList. Presupunem ca & : X X
X — X este un operator aditiv asociativ, definit pe X:

sum.la] = a
sum. (p|q) = sum.p @ sum.q

Reteaua de calcul a functiei sum are forma unui arbore binar total echilibrat.

. Functia sum este o particularizare a functiei de nivel inalt de reducere

reduce : (X x X — X) x PowerList.X.n — X definita prin:

reduce. ® . la] = a
reduce. ® . (plq) = reduce. @ .p ® reduce. ® .q

unde ® : X x X — X este un operator asociativ.

Functia sum se obtine prin instantierea sum = reduce.®.

. Un alt exemplu de functionala este functia

map : (X — Z) x PowerList.X.n — PowerList.Z.n

care primeste ca argumente o functie si o structura PowerList si aplica functia
fiecarui element din structura. Este definita prin:

map.f.|a] = [f.a]
map.f. (p#q) = map.f.p# map.f.q

Un exemplu de aplicare a functionalei map este determinarea listei formate din
elementele 1n valoarea absoluta a unei liste de intregi, prin aplicarea functiei abs:

map.abs.[17,—3,8,—5,6] = [17, 3,8, 5, 6]

(Am folosit pentru specificarea explicita a unei structuri PowerList parantezele
drepte.)

Observatie: Functia abs poate fi extinsa astfel incat sa aiba argumente de tip lista,
aga cum am aratat la extinderea operatorilor binari si relatiilor.

. Functia rev : PowerList.X.n — PowerList.X.n este o functie de permutare care

returneaza o lista formata din elementele liste argument in ordine inversa.

rev. [a] = [a
rev. (plq) = rev.q|rev.p sau
rev. (p#q) = rev.q#rev.p
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Pentru a ilustra modul de demonstrare a proprietatilor folosind principiul inductiei
structurale, demonstram urmatoarea propozitie:

Propozitia 8.1
rev. (map.f.p) = map.f. (rev.p) Vp € PowerList. X.k,Yk € Nat N X € Type
Demonstratie: Cazul de baza:

rev. (map.f.|a))
= {definitia map}

rev. ([f.al])

= {definitia rev}
[f.a]

= {definitia map}
map. f. [a]

= {definitia rev}
map.f. (rev. [a])

Pasul inductiv:
Presupunem ca proprietatea e adevarata pentru toate structurile PowerList. X .k, k >
0 si demonstram proprietatea pentru structurile PowerList. X.(k + 1).

rev. (map.f. (p#q))
= {definitia map}

rev. (map. f.p#map. f.q)
= {definitia rev}

rev. (map.f.q) #rev. (map.f.p)
= {ipoteza inductiei}

map.f. (rev.q) #map.f. (rev.p)
= {definitia map}

map. f. (rev.q#rev.p)
= {definitia rev}

map.f. (rev. (p#q))

8.1.4 Complexitatea functiilor definite pe PowerList

Analizam complexitatea-timp a programelor paralele descrise cu ajutorul structurilor
Power List, doar la nivel abstract fara sa includem gi costurile comunicatiilor care depind
de implementarea pe o anumita arhitectura. Algoritmii descrisi cu ajutorul structurilor
Power List sunt de natura Divide&Impera si determina o partitionare a datelor in doua
parti de dimensiuni egale. Aceasta conduce la o complexitate in functie de n,n = loglen.p
(unde p este lista de intrare). Putem deci sa calculam complexitatea-timp in functie
de n si nu de length.p. Calculam marimea P.n, care reprezinta complexitatea unui
pas de combinare a rezultatelor obtinute prin divizare; in final complexitatea-timp se
aproximeaza prin formula T'.n = (> i:0 <i < n: P.).
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Exemplul 8.1 Complexitatea functiei sum : PowerList.X.n — X folosind 2"~ pro-
cesoare este data de Pi = ¢ = O(1),Vi, dacd T® = ¢ (unde c¢ este o constantd).
Complexitatea-timp a celui mai bun algoritm secvential pentru calcularea sumei a 2"
numere este Ts.n = 2" — 1, deci acceleratia este S.n = (2" — 1)/c % n, iar costul este
C.n = O(n % 2"); rezulta deci ca algoritmul specificat de functia sum este eficient.

8.1.5 Maparea pe hipercuburi

Desi in analiza complexitatii nu am implicat si costurile ce depind de arhitectura tinta,
totusi exista o arhitectura care se dovedeste a fi foarte eficienta in implementarea algo-
ritmilor specificati prin acest formalism.

Ca gi structurile PowerList, hipercuburile au marimi care sunt puteri ale lui 2. De
asemenea doua hipercuburi de aceesi marime pot fi combinate rezultand un nou hipercub
de marime dubla. Exista numeroase arhitecturi de supercalculatoare comerciale bazate
pe hipercuburi. (Descrierea arhitecturii hipercub a fost data in primul capitol.)

Daca etichetam elementele unei structuri Power List cu un string de biti de lungime
n(n = loglen.p), care reprezinta pozitia elementului respectiv in lista, atunci putem
mapa fiecare element unui nod dintr-un hipercub de marime 2". Folosind aceasta mapare,
operatiile tie gi zip (deci si functiile care sunt definite cu ajutorul lor) pot fi implementate
eficient prin descompunea hipercubului respectiv (H,,) in cele doua hipercuburi asociate

(}{n—ly

8.1.6 Aplicatii

Prima aplicatie este calcularea valorii unui polinom cu gradul egal cu 2" — 1, iar urma-
toarele doua sunt aplicatii de integrare numerica folosind formule repetate.

Valoarea unui polinom

Un polinom cu coeficientii p;,0 < j < 2", unde n > 0, poate fi reprezentat printr-o
PowerList al carui al j-lea element este p;. Valoarea polinomului intr-un punct = este
Zo<j<2” Dj * 27, Pentru n > 0 aceasta expresie se poate scrie:

Z P2j * ¥ 4 Z Pajt+1 * 2T = Z Paj * (1:2)j + x % Z P2jt1 * (xQ)j.

0<j<2nt 0<j<2nt 0<j<2nt 0<j<2nt

Functia de evaluare vp foloseste aceasta strategie de calcul si se va folosi operatorul
#. Putem considera o multime de puncte (o lista w), in care sa se calculeze valoarea
polinomului:
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vp : PowerlList. X.n x PowerList. X.m — PowerList.X.m
vp-la).[w] = [d]

vp.p.(u|v) = vp.p.ulvp.p.v

vp.(p#q).w = vp.p.w® @ (w © (vp.g.w?))

2 = wOW.

Operatorul ® este operatorul inmultire extins pe structuri Power List, iar w
S-a folosit si operatorul aditiv extins .

Ordinea de aplicare a operatorului | pentru w, sau a operatorului # pentru p este
irelevanta.

Complexitatea-timp depinde de m si n si este T.n.m = O(n * m), iar constanta de

multiplicitate depinde de timpul necesar unei operatii elementare +, .

Integrare numerica folosind formula repetata Romberg

b
Pentru o functie integrabild f : [a,b] — R, integrala I = [ f (z)dz poate fi aproximata

folosind formula lui Romberg;:

2k_1

Qn (f) = 3Qn, () + 95 X2 f(a+ 5 h),

=1

unde h=b—asik=1,2,....

Sirul Qr, (f) converge la valoarea I a integralei functiei f pe intervalul [a, b].

Consideram ca date initiale lista valorilor functiei in punctele diviziunii:
la,a+ 9%, ...,a+ 22;%]’ decip=[f(a),f(a+ L), ... f(a+Z20)].

Observam ca elementele de pe pozitiile pare intervin in calculul valorii Qr, , (f),
iar cele de pe pozitiile impare intervin in calculul termenului al doilea al sumei care ne
da valoarea Qg (f) - In concluzie, definirea functiei care calculeazi Qr, (f) va folosi
in definitia structurala operatorul #. Functia va avea tipul Romb : Real x Real x
PowerList.Real.n — Real, unde primul argument este hk = 2% pasul diviziunii, al
doilea este valoarea functiei in punctul b, iar al treilea este lista valorilor functiei. Definim
functia Romb prin urmatoarele relatii:

Romb.hk.fb.[x] = 5 « hk x x + § % hk * fb

—2

Romb.hk.fb. (p#q) = % x Romb. (2 hk).fb.p + hk x sum.q

Daca presupunem ca functia sum.q se va calcula in paralel cu calcularea functiei Romb
pe sublista p atunci T.n = O(n).
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Formula repetata de integrare numerica Simpson

Aceata formula se obtine din formula lui Romberg pe baza relatiei:

Qs ()= 5 [4Qn,, (1) = Qn (] K =0,1,...,

unde Qs, (f) este formula repetata de ordin & a lui Simpson.
Definitia functiei Sims este:

Sims : Real X Real x PowerList.Real.(n + 1) — Real,

primul argument este hk = Qn%, al doilea este valoarea functiei in punctul b, iar al treilea

. . « e A e .. n+1
este lista valorilor functiei, in punctele diviziunii [a, a—+ QR% ,a+ 22n+1 lh]

deci p = [f (@), f(a+ 325) s f <a—|— 2;:+I1h>] Jloglen.p =n + 1.

Sims.hk.fb. [z y] = s Romb.hk.fb.[x] + 2hk * y
Sims.hk.fb. (p#q) = & * Romb. (2 % hk) .fb. (p) + 3 * hk * sum.q

Functia Sims este definita folosind functia Romb. Se poate cauta o exprimare recur-
siva directa a functiei Sims folosind inductia structurala:

Cazul de baza:
Sims.hk.fb. [z y]
= {definitia Sims}
sRomb.hk.fb.[x] + 2hk * y
= {definitia Romb, calcul}
Mele +4xy+ fb]

Pasul inductiv:

Sims.hk. fb.((pta)#(utiv)
= { definitia functiei Sims}

%Romb.(2hk).fb.(p#q) + %hk * sum.(u#v)
= { definitia functiei Romb}

(5 Romb.(4hk).fb.p + 3(2hk) % sum.q) + Shk * sum.(u#v)
= { definitia functiei Sims}

$Sims.(2hk). fb.(p#q) + 3hk * sum.(u#v) — 2hk * sum.q

Prin urmare noua definitie a functiei Sims este:
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Sims.hk.fb. [z y] = [z + 4%y + fb]
Sims.hk.fb. (p#q) = 3 = Sims. (2hk) .fb. (p) + 5 * hk * sum.q — % * sum2.p

sum2.[z,y| =y
sum?2.(p#q) = sum.q

Din analiza celor doua expresii ale functiei Sims se observa ca este mai eficienta
folosirea functiei Romb pentru calcularea functiei Sims. Explicatia se datoreaza faptului
ca cea de-a doua expresie calculeaza un termen in plus fata de prima si de asemenea
foloseste lista p pentru calculul a doua valori; daca consideram datele distribuite pe mai
multe procesoare, rezulta ca incarcarea de calcul a procesoarelor care contin date din p
este mult mai mare.

Complexitatea este T'.n = O(n).

8.2 Structuri de date ParlList

Notatia PowerList poate fi extinsa la liste de lungime arbitrara. Noua structura poarta
numele ParList, care este o prescurtare de la “Parallel List”. Functiile peste structurile
ParList sunt definite tot pe baza inductiei structurale, dar de data acesta printr-un caz
de baza gi diferite cazuri inductive.

8.2.1 Definitii

O structura ParList este o lista nevida ale carei elemente au acelasi tip si sunt ori scalari
cu acelasi tip de baza sau (recursiv) structuri ParListe similare. Doua structuri ParList
sunt similare daca au aceeasi lungime si elementele lor sunt similare; doi scalari sunt
similari daca au acelasi tip.

Clasificam structurile ParList in functie de lungime; cea mai mica ParList are lun-
gimea 1 i se numeste singleton - [x].

O structura ParList v care nu e singleton poate fi descompusa intr-un singur element
si o structura ParList a carei lungime este mai mica cu o unitate fata de lungimea lui v,
folosind operatorul > (cons) sau operatorul < (snoc):

v=abpAv=qdb,
unde a, b si elementele listelor p si ¢ sunt similare, iar listele p si ¢ sunt similare. a este

primul element din v si b este ultimul element din v. Acesta definitie corespunde cu cea
din teoria listelor liniare secventiale din limbajele functionale.
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O structura ParList p de lungime para poate fi descompusa folosind operatorii #
(zip) si | (tie):
p=u#vAp=rls,
unde u, v, r, s sunt structuri ParList similare, cu proprietatile:

u contine elementele de pe pozitiile pare ale lui p,

v contine elementele de pe pozitiile impare ale lui p,

r contine prima jumatate de elemente ale lui p,

s contine a doua jumatate de elemente ale lui p.
Constructorul de tip asociat structurilor de date ParList este definit astfel:
ParlList : Type x Pos — Type

unde primul argument reprezinta tipul de baza al structurii ParList construite, iar al
doilea argument lungimea listei.
Constructorii structurilor ParList sunt urmatorii:

[] X — ParList.X.1
.>. : X x ParList.X.n — ParList.X.(n+1)
.<4. : ParList.X.n x X — ParList. X.(n+1)
| ParList. X.n x ParList.X.n — ParList. X. (2% n)
# ParList.X.n x ParList.X.n — ParList.X.(2*n)

Tipul ParList.X are ca valori toate structurile ParList cu elemente de tipul X. El
poate fi partitionat in urmatoarele subtipuri:

Singleton. X = ParList. X.1
EvenParList. X = {Uk:k &€ Pos: ParList.X.(2xk)}
OddParList.X = {Uk:k € Pos: ParList.X.(2xk+1)}

Se observa ca PowerList este un subtip al lui ParList, corespunzator listelor a caror
lungime este o putere a lui 2.
Functia lungime length : ParList.X.n — Pos este definita prin:

(Vp: p € ParList. X.n : length.p =n).

Axiomele teoriei PowerList se extind pentru a ajunge la o axiomatizare a algebrei
ParList.
Axiomele ParList:
1. [a]=[=a=0b
2. plg=ulv=p=uiqg=v
3. pHg=uHv=p=uNqg=v
4. avp=brg=a=bAp=q
5. pda=q<b=a=b0Ap=q
6. te€ ParListX1= (3la:a€ X :t=]a])
7. te€ ParList.X.(2xn)= (3u,v:u,v € ParList.X.n:t=ulv)
8. te€ ParList.X.(2xn)= (Ju,v:u,v € ParList.X.n:t=u#v)
9. te€ ParList.X.(n+1)= (Fla,v:a€ X ANv € ParListX.n:t=a>v)
10. t € ParList.X.(n+1)= (Fla,v:a€ X ANv € ParList X.n:t=wv<a)
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Urmatoarele doua axiome sunt retinute din teoria Power List:

11. [a] # [b] = [a] | 0]
12, (plg) # (ulv) = (p#u) | (g#v)

Algebra ParList mai contine si urmatoarele axiome:

13. a> b =[d]|]
14. [a]<b=[a]]|]
15. a>(p<b)=(a>p)<b

16. avplg<sb=a>(p|g)<b

17. avp#qg<b=av (p#q)<b

18. av> (b> (p#q)) = (a>p)#(b>q)

In teoria Power List rolul operatorilor # si | putea fi interschimbat; in cazul ParList
acest lucru nu este posibil.

8.2.2 Un principiu al inductiei pentru ParList

O structura ParList cu elemente de tipul X poate fi descompusa unic intr-o secventa
ordonata a elementelor sale; acest lucru este posibil prin construirea unui arbore de
constructie pentru p. Folosim arborii de constructie ca baza formala pentru principiul
inductiei pentru ParList si in definitia functiilor peste ParList. Arborele de constructie
se poate forma dupa diferite reguli. O regula posibila ar fi folosirea operatorilor < si >
doar pentru a construi elemente de tipul OddParList.X. Astfel, un arbore de constructie
pentru o structura ParList p, va fi un arbore binar care are un numar de noduri termi-
nale egal cu lungimea listei p ( gi nodurile terminale sunt etichetate cu elementele listei),
iar fiecare nod neterminal al sau este etichetat cu una dintre operatiile: |, #,<,> si cu
o structura care se obtine prin aplicarea operatorului respectiv asupra structurilor din
nodurile fii. Radacina va fi etichetata cu lista p. Un asemenea arbore de constructie
poate fi realizat datorita axiomelor 6 — 10.

Fie Il : ParList.X.n — Bool predicatul al carui adevar dorim sa fie stabilit pentru
toate ParList peste tipul X. Pentru a demonstra ca predicatul II.p este adevarat, con-
struim arborele de constructie pentru p. Daca putem dovedi ca Il este adevarat pentru
un nod daca este adevarat pentru toate nodurile frunza ale subarborelui nodului p, atunci
putem concluziona ca II este adevarat pentru radacina arborelui.

Corespunzator acestei reguli de constructie avem urmatorul principiu de inductiei
pentru structuri ParList:

(Vo :x e X 11 [z])
A( (Yp,q,n:p,q € ParList. X.nAn € Pos:IlL.pAll.q =11 (p|q))

V (Vp,q,n: p,q € ParList. X.n An € Pos : lL.p ANl.g = 11 (p#q)) )
A( (Vp,x,n:pé€ EvenParList.XnAx € X An € Pos:1l.p =1L (x>p))
V (Vp,z,n:p € EvenParList Xm Az € X An € Pos:IlLp=1I (pax)) )
=

(Vp,n :p € ParList.X.n An € Pos : Il.p)
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Conform acestui principiu, o demonstrare va contine trei parti: cazul de baza, pasul
inductiv par si pasul inductiv impar.

Este posibila o generalizare prin folosirea unui operator de concatenare
& 1 ParList.X.n X ParList. X.m — ParList.X.(n+ m) care este o generalizare a ope-
ratorului | (tie). (Formalismul Bird-Meertens se bazeaza pe acest operator.)

[lustram principiul inductiei prin demonstrarea urmatoarei propozitii:

Propozitia 8.2 Functia rev : ParList.X.n — ParList.X.n definita prin:

rev. [a] = [a

rev.(a>p) =rev.p<da
rev.(p<a) = abrev.p
rev. (p#q) = rev.q#rev.p

are proprietatea de idempotenta:

rev.(rev.p) = p

Demonstratie
Cazul de baza:

rev. (rev. [al)
= {definitia rev}
rev. [a
= {definitia rev}
[a]
Pasul inductiv par:

Presupunem relatia adevarata pentru orice lista cu n elemente si demonstram relatia
pentru listele cu 2n elemente.

rev. (rev. (p#q))
= {definitia rev}
rev. (rev.q#rev.p)
= {definitia rev}
rev. (rev.p) #rev. (rev.q)
= {ipoteza inductiei}
pitq
Pasul inductiv impar:

Presupunem relatia adevarata pentru orice lista cu 2n elemente si demonstram relatia
pentru listele cu 2n + 1 elemente.

rev.(rev.(a > p#q))
= {definitia rev}

rev.(rev.(p#q) < a)
= {definitia rev}

a>rev.(rev.(p#q))
= {ipoteza inductiei }

a> (p#q)
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8.2.3 Operatori, relatii si functii

Fie ® : X x X — X un operator binar definit pe tipul scalar X. Extindem operatorul
prin definirea lui pe structuri ParList;
® : ParList. X.n x ParList.X.n — ParList.X.n este definit prin relatiile:

[a] @ [b] = [a ® D]

(plg) ® (ulv) = (p®@wu) | (¢g®@wv) sau
(p#q) @ (uftv) = (p®U)#( ® )
(app)@(b>g)=(a®b)>(p®q) sau
(paa)®(gab)=(p®q)<(a®D)

Relatiile peste tipurile scalare sunt extinse in acelasi mod ca si operatorii binari.
Fie A o relatie peste tipul X, definita prin functia booleana A : X x X — Bool si fie
p,q,u,v € PowerList. X.n six,y € X, definim relatia extinsa prin:

A : ParList. X.n X ParListX.n — Bool
(2] Aly] = [zAy]

(p#q) A (u#tv) = (pAu) A (¢Av)
(a>p)A(brq) = (aAb) A (pAg)

Deci doua structuri ParList sunt in relatia A daca si numai daca elementele de pe
aceeagi pozitie sunt in relatie.

Functiile map si reduce se definesc pe structuri ParList, in mod analog cu definirea
lor pe structurile Power List:

1. Functia
reduce : (X x X — X) x ParList. X.n — X

definita prin:

reduce. ® .la] = a
reduce. ® . (plq) = reduce. ® .p ® reduce. ® .q
reduce. ® . (a>p) = a @ reduce. @ .p

unde ® : X x X — X este un operator asociativ.

Functia sum se obtine prin instantierea sum = reduce.®.

2. Functia
map : (X — Z) x ParList. X.n — ParList.Z.n
map.f.|a] = [f.a]
map. f. (p#q) = map.f.p# map.f.q
map.f.(a>p) = f.a > map.f.p

primeste ca argumente o functie si o structura PowerList si aplica functia fiecarui
element din structura.
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8.2.4 Aplicatii

Pentru exemplificarea teoriei Parlist, prezentam urmatoarele aplicatii: suma broadcast,
calcularea diferentelor divizate si pe baza diferentelor divizate, polinomul de interpolare
Newton.

Desi in cazul teoriei ParList paralelismul este introdus mai ales prin folosirea opera-
torilor | i #, sunt cazuri in care doar folosirea operatorilor > si < conduce la paralelizari
eficiente. Din aceasta cauza definim si un principiu al inductiei alternativ bazat doar pe
acesti operatori:

(Vo :xz e X 11 [z])
A( (Yp,z,n:p€ ParList.Xmm Az € X An € Pos:1l.p=1I (z>p))
V (Vp,z,n:pé€ ParList Xm Az e X Ané€ Pos:ILp=1I (pax)) )
=
(Vp,n :p € ParList.X.n An € Pos : Il.p)

Functiile care sunt definite doar cu acesti operatori se vor baza pe acest principiu al
inductiei.

Suma broadcast

Functia b_sum : ParList.Y.n — ParList.Y.n returneaza o lista in care fiecare element
este suma tuturor elementelor din lista argument. Y este un tip cu proprietatea ca (Y, +)
este un semigrup.

Este necesar sa definim functia (a+) : ParList.Y.n — ParList.Y.n care returneaza o
lista obtinuta prin adaugarea la fiecare element din lista argument a valorii a. Aceasta
functie, ar putea fi definita cu ajutorul functiei map: < a+ > .p = map.(a+).p.

b_sum. [a] = [a]

b_sum.(ap) = (a+ first.t)>{a+).t, unde t="b_sum.p
b_sum. (p#q) = t#t, unde ¢ =b_sum.(p+ q)

(a+).[b] = [a+ ]

first : ParList.Yn —Y
first.[a] =

first. (P|Q) f@rstp
first. (a>p) =
first.(p<a) = fzrst.p

Fiecare descompunere necesita un pas paralel. Cel mai devaforabil caz apare atunci
cand n = 2¢ — 1,k > 0; fiind necesara folosirea de k — 1 ori a deconstructorului > si de
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k — 1 ori deconstructorului #. Deci, In total 2k — 2 pasi paraleli, in comparatie cu k
pasi paraleli in cazul n = 2*. O solutie ar fi sa se completeze lista initiala cu elemente
egale cu elementul unitate al semigrupului (Y, +), daca acesta exista, pentru a se forma
o PowerList.

Diferente divizate

Fie X = {x;|z; € R,i =0,1,...,m} o multime de puncte si o functie f: X — R.
Daca r € N, r < m atunci marimea

f(wr-‘rl) — f(xr)

Lr41 — Ty

(Df)(xy) =

se numeste diferenta divizata a functiei f relativ la punctele z, §i z,,1.
Dacar,k € N,r <m A1 <k <m —r atunci marimea

(D1 f) (@rgn) — (D1 f) (22)

LTyyk — Ty

(D*f) () =

se numeste diferenta divizata de ordinul k a functiei f pe punctul x, si se noteaza cu
(D* f)(x0) = [0, ..., 71 f].

Functia dif : ParList.Real.(m + 1) x ParList.Real.(m + 1) — Real calculeaza
diferenta divizata de ordin m. Argumentele sunt doua liste ParList p si q care contin
punctele diviziunii gi respectiv valorile functiei in punctele diviziunii: p = [zg, 21, . .., Tp)

si ¢ = [f(x0), f(21), - -, fzm)].

dif.[a].[z] =
dif.la,b] [z ] ba
dif.(a>p<b). (:wqw) (dif-(p<abd).(qgay) —dif.(a>p).(z>q))/(b—a)

Complexitatea-timp este T.m = T.(m—1)+2 = O(m). Faptulca dif. (p<b).(¢<y) si
dif.(a>p).(z > q) se calculeaza in paralel, nu impune ca ele sa fie calculate si independent
— calculele comune celor doua pot fi realizate o singura data (Figura 8.1).

Complexitatea-timp in cazul secvential este Ty.m = O(m?), deci acceleratia este S.n =

O(m).

Polinomul de interpolare Newton

Fie o multime de puncte X si o functie f : [a,b] — R.
Polinomul de interpolare Newton, corespunzator functiei f : [a,b] — R,
(X ={zj|lz; e R,i=0,1,....m}, X C [a,b])
este definit prin formula:
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[KHFKI?K‘E?Ki;f]

27

[ 2,.2,.%5,.f] [# 2,.%,.]
[2 3 E [ 25 00,58 barses ot
2, 2, 2,10 z,.1z) . fz,)

Figura 8.1: Reteaua de calcul pentru [xg, z1, z9, 3; f]

(Nef) () = (Nk_1f) (x) + (. — x0) ... (& — 25_1) [0, -, Tp; f]
(Nof)(x) = f(20).

Folosind structuri ParList definim functia:

Newton : ParList.Real.(m + 1) x ParList.Real.(m + 1) X Real — Real

Parametrii functiei sunt doua liste ParList p si g care contin punctele diviziunii si res-

pectiv valorile functiei in punctele diviziunii: p = [z, x1, ..., Tn] si

q=[f(x0), f(x1),..., f(zm)] st punctul = € [a,b] In care se aproximeaza functia f.
Functia Newton se definegte prin:

Newton. [a] . [b] . = b
Newton. (p<a).(q<b).x = Newton.p.q.x + prod.pp x dif.(p<a).(q<b),

unde pp = (z—) .p, (z—) .p este functia definita la aplicatia suma broadcast, iar functia
prod este aplicatia functiei reduce cu operatorul produs.
Analiza expresiei functiei Newton conduce la concluzia ca functia prod trebuie sa fie
calculata la fiecare etapa, ceea ce ar fi ineficient. Expresia functiei poate fi transformata.
Notam DP.p.q.x = prod.(< x— > .p) x dif.p.q si cautam o definitie recursiva pentru
DP:
Cazul de baza:
DP.a,b].[c,d].x
= {calcul}
(x —a)(x —a)(d—c)/(b—a)
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Pasul inductiv:

DP. (a>p<b).(c>qg<d)
= {substitutie, definitia functiei dif}

ZETOd-(<f—> (avp<ab))* ((dif (pab).(¢ad) —dif (a>p).(c>q))/(b—a))
= {calcul

DP.(p<b).(¢<d).x*(x—a)/(b—a)— DP.(a>p).(c>q).x* (x—b)/(b—a)

Prin urmare, definitia completa a functiei DP este:
DP/a,b].[c,d].x = (x —a)(z —a)(d —¢)/(b—a)
DP.(a>p<b).(c>g<d) =
(DP.(p<b).(g<d).x* (xr —a) — DP.(a>p).(crq)x*x(x—10))/(b—a)

Folosind functia D P redefinim functia Newton:

Newton. [a] . [b] .x = b
Newton. (p<a).(q<b).x = Newton.p.q.x + DP.(p<a).(g<b).x/(x —a),

Complexitatea functiei DP este O(m) si prin urmare, daca functiile Newton.p.q.z si
DP.(p<a).(qg<b).z pot fi calculate in paralel atunci complexitatea functiei Newton este
O(m). Complexitatea-timp in cazul secvential este O(m?).

8.3 Structuri de date PList

Structurile PList sunt o generalizare a structurilor de date PowerList. Ele sunt con-
struite cu ajutorul operatorilor n-ari # si |; pentru n pozitiv operatorul | n-ar concate-
neaza n structuri PList similare. Daca notatia PowerList este limitata la baza 2, notatia
PList este mult mai generala, ea permitand folosirea in specificatii a unor baze compuse
si faciliteaza demonstrarea algebrica a acestor specificatii.

In acest’ sectiune, vom folosi pentru notarea cuantificarii ordonate, parantezele drepte;

expresia [#z .4 € m: p.i| exprima aplicarea operatorului n-ar # asupra structurilor P List

p-t in ordine. Domeniul ¢ € n exprima faptul ca termenii expresiei sunt scrigi de la 0 la
n — 1 in ordine.

8.3.1 Definitii

O structura PList este o structura de date liniara ale carei elemente sunt toate de acelasi
tip, fie scalari cu acelagi tip de baza, fie (recursiv) structuri PList care sunt similare.
Definim lungimea unei structuri PList prin:

length : PList. X.n — Pos
(Vp:p € PList. X.n :length.p =n).
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Doua structuri PListe sunt similare daca au aceeasi lungime si elementele constitutive
sunt similare; doi scalari sunt similari daca apartin aceluiasi tip de baza.

Cea mai simpla structura PList este numita singleton si are un singur element; un
singleton care-1 contine pe x se noteaza [x].

Fie p.i ,unde 0 <7 < nAn € Pos un grup de n structuri PList, similare, cu lungimea
m. Definim structurile u, v astfel:

-u=|[li:ien:pi,
u se obtine prin concatenarea elementelor listelor p.2 in ordine, astfel incat al j-lea
element din p.i apare ca elementul ¢ x m + 7 in u.

-v=[#iien:pi,
contine interclasarea elementelor listelor p.z in ordine, astfel incat al j-lea element
din p.i apare ca elementul ¢ +m % 7 In v.

Formal, constructorii structurii PList au urmatoarele tipuri:

] . X — PList.X.1
li:ien:.] : (PList.X.m)" — PList.X.(nm)
(#i:ien:.| : (PList.X.m)" — PList.X.(nxm)

Axiomele algebrei PList

Fie p.i.j € PList. X.k, pentru 0 < i < ngi 0 < j < m (unde n,m € Pos ) si fie
x.i,a,b € X. Urmatoarele axiome definesc algebra PList:

(Vt:te PListX.1:(3la:ae X :t=1[a]))

Vi:t e PList.X. (ksn): (3u:ue (PList.Xn)f:t=[#i:i€n:ui))
Vt:te PList.X.(kxn): EI!u:uE(PList.X.n)k:t:[|@':i€ﬁ:u.@']))
la] =[b]=a=b

[#Hicien: uid=[#i:ien:vil=M:0<i<n:ui=0v.i)
li:ien:wil=[i:ien:vil=M:0<i<n:ui=uv.i)
[
[#i

#z ien: []]_[|zz€ﬁ[:cz]] i i
cien:jijemipijll=[j:jen: |[#iiem:pij]

O NSO WD

Liste liniare

Folosim functia de tip:
List : Type — Type

pentru a construi tipul listelor liniare peste un tip de date. Lista vida este notata cu [J.

Pentru un element x € X si o lista [ € List.X putem forma lista x > [ care are primul

element = si urmatoarele elemente din lista [ si analog [ <x care are ultimul element z

si primele elemente din lista {. Pentru lista care contine un element folosim notatia [z].

Pentru ca vom folosi in special List. Pos, introducem notatia PosList = List.Pos.
Putem defini functii pe aceste structuri de date. Functia

prod : PosList — Pos
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definita prin:
prod.[] =1
prod. (x> 1) = x % prod.l

calculeaza produsul elementelor continute intr-o PosList.

8.3.2 Un principiu al inductiei pentru PList

Functiile peste PList sunt definite prin inductie structurala peste doua structuri PosList
si PList, perechile admise fiind specificate printr-o functie speciala numita valid.

Prima lista PosList specifica aritatile, iar a doua, lista PList, este argumentul propriu
zis. Legatura dintre ele este facuta de catre functia valid care defineste de fapt, un
predicat ce specifica unde este definita functia:

valid : ((PosList x Plist) — X) x PosList x PList — Bool

Se poate stabili un principiu al inductiei fie bazat pe structurile PList, fie pe listele
PosList. Vom defini un principiu bazat pe PosList.
Fie

Il : PosList x PList.X.n — Bool

predicatul al carui adevar vrem sa-1 stabilim pentru toate perechile din PosList x P List
peste X, unde aplicarea functiei este definita.

Pentru a demonstra ca predicatul II este adevarat putem folosi urmatorul principiu
al inductiei:

(Vp:p e PList.X.n Avalid.[|.p:11.]] .p)
A (Vx,p,q,l:x € Pos A\p € PList. X.n\q € PList. X.m Nl € PosList :
(validI1.l.p = Il.l.p) = (validIl. (z>1).q = 1. (x> 1) .q) )
V (Vz,p,q,l: x € Pos Ap € PList. X.n A q € PList. X.m Al € PosList :
(valid I1.l.p = IL.l.p) = (validIl.(I<z) .q = 1. (I<z).q) ) )
= (Vp,l:p€ PList. X.n A\l € PosList : valid.Il.l.p = T1.L.p)

Operatorii binari si relatiile pot fi extinse la structuri PList, folosindu-se acest prin-
cipiu (in mod similar cu modul de extindere pentru celelalte structuri).

Functii definite pe structuri PList
1. Suma elementelor unei PList:

sum : PosList x PList. X.n — X

valid.sum.l.p = prod.l = length.p

sum.[].la] = a
sum.(x>1).[[i:i€x:pi]l=(+i:0<i<z:sum.l (pi))
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2. Functia map definita pe structuri PList:

map : (X — Y) x PosList x PList.X.n — PList.Y.n
valid.map.l.p = prod.l = length.p

map.f.12] = [1.1]
map.f(z>1).][i:i€T:pi]=[i:i€T:map.fl(p.i)]

Un caz special al functiei map se obtine daca functia f care se distribuie, realizeaza
inmultirea fiecarui element al listei cu un element dat (2):

< zx > Lp = map.(zx).l.p.

3. Functia de permutare inv.

Functia inv permuta un element a carui pozitie poate fi scrisa ca un sir de cifre
intr-o notatie cu baza compusa, pe o pozitie care poate fi scrisa ca inversa girului
initial:

valid.inv.l.p = prod.l = length.p

inv.[].[a] = |a] ] .

inv. (xl). [|i:i€x:pi|=[#i:i € x:inv.l. (p.i)]

Propozitia 8.3

inv.(lqz). [#ii€d:pi=|i:ici:invl (pi)

Demonstratie: Folosim principiul inductiei definit anterior.

Cazul de baza:

inv. [x].[#i:i € x: [a.il]
= {axioma 7} .
inv. [z].[|i i € T [a.d]]
= {definitia inv}
[#i:1 €z inv.[]. [a.d]]
= {definitia inv}
[#i:i€x:|a]
= {axiomaﬁ 7}
[|i:7€x:[ai]]
= {definitia inv}
[|i:i€x:inv.|.|a.i]
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Pasul inductiv:

inv. ((y>l)<x). [#iiexz: [|j:jey:pij]]
= {axioma 8}
inv. ((y>l)<a). [[j:jey: [#iici:pij]
= {definitia inv}
(#j:j €y inv. (lqz). [#i:i € X :pij]]
= {ipoteza inductiei}
(#j:jey:[liziex:invlpij]
= {axioma 8}
li:i€x:[#5:j€x:invlpijl
= {definitia inv}
iziex:inv. (y>1).[|j:je€V:pij]]

8.3.3 Aplicatii

Sectiunea de aplicatii pentru PList contine definirea unei functii pentru calcularea valo-
rilor unui polinom intr-o multime de puncte date, folosind structurile P List; este prezen-
tata de asemenea o aplicatie pentru integrare numerica, folosind de aceasta data formula
repetata a dreptunghiului definita recursiv.

Valoarea unui polinom

Extindem functia vp de calculare a valorii unui polinom, definita pentru structuri
PowerList la structuri PList.

Functia este definita pe doua structuri PList corespunzatoare coeficientilor polino-
mului (p) si punctelor (a) in care se calculeaza valoarile acestuia. Pentru fiecare dintre
acestea avem si un parametru de tip PosList:

vp : PosList X PList.X.n x PosList x PList. X.m — PList.X.m

valid.vp.lz.p.ly.a = prod.lx = length.p A prod.ly = length.a
vp-[J[p].[l-le] =p o .
vplp(yely).fli:i€y:ad=][i:i€y:vplply ai)
vp(xpl).[#i i €T pillya=(+i:i €T :a *vpl(pi).ly.a®)

Definitia functiei vp se bazeaza pe ideea folosita la structurile Power List, de a imparti
lista coeficientilor polinomului in subliste, care se considera a fi coeficientii unor polinoame
de grad n/z — 1 (gradul polinomului initial este n — 1). (Daca = = 2 se folosesc doua
subliste.)
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Integrare numerica folosind formula repetata a dreptunghiului

b
Pentru o functie f : [a,b] — R, integrala I = [ f(z)dz poate fi aproximata folosind

formula dreptunghiului:

Qoulf) = (w0 .
Qp, (f) =3Qp,_, () +h 2 f (z;), unde h = b3_—ka om=3"1sik=12 ...

Punctul xy = a + h/2, iar pentru i > 0 punctele z; se obtin dupa formula

N B + 2h, pentru ¢ impar
| xi_1 + h, pentru ¢ par '

Sirul @p, (f) converge la valoarea I a integralei functiei f pe intervalul [a, b].
Consideram ca date initiale lista valorilor functiei in punctele diviziunii:
[{L'(), L1y enny $3n—1]7; deci p = [f (CL’()) ,f (.1]1) g eeny f (317371_1)]..

Observam cd 3"~ puncte sunt folosite pentru calculul valorii Qp, , (f), iar 2 * 3"~
puncte intervin in calculul termenului al doilea al sumei care ne da valoarea Qp, (f) .
In concluzie, definirea functiei care calculeazi Q p, (f) va folosi in definitia structurala
operatorul #.

Functia drept : Real x PosList x PList.Real.m — Real(m = 3") are primul argument
hk = bg—n“ pasul diviziunii, al doilea este o lista formata din n valori egale cu 3, iar al
treilea este lista valorilor functiei. Definim functia drept prin:

valid.drept.l.p = prod.l = length.p
drept.hk.[].[z] = hk x x
drept.hk. (31). [#2 i€ 3 pz} = % x drept. (3 * hk) .l.py + hk x sum. (2> 1) . (po#p2)

In complexitatea algoritmului intervine ca si factor loggm (numarul de pasi para-
leli, m = length.p). Fiecare pas paralel trebuie sa calculeze i o suma de 2k, k =
m/3,m/3% ...,1 elemente; aceasta poate fi calculatd intr-un timp de logg k + 1.

Complexitatea este O(logs; m), daca cei doi termeni din definitia functiei pot fi calculati
in paralel. Complexitatea in cazul secvential este O(m).

8.4 Transformarea Fourier rapida

Aceasta sectiune prezinta algoritmul pentru transformarea Fourier rapida, printr-o spe-
cificare care foloseste structurile de date prezentate anterior.
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Prin transformarea Fourier discreta se trece de la reprezentarea conventionala a unui
polinom, prin suita de coeficienti, la o alta reprezentare printr-o suita de valori care
reprezinta valori ale polinomului in puncte distincte.

Aceasta transformare este un instrument important, folosit in multe aplicatii stiinti-
fice. Permite o inmultire rapida a polinoamelor, calcule cu mare precizie, sinteza imagi-
nilor precum si alte aplicatii.

Prin aceasta transformare, reprezentarea unui polinom de grad n — 1 si cu coeficientii
(a;,0 < i < n) se face prin valorile polinomului in radacinile de ordin n ale unitatii
(wj,0 < j < n).

In functie de valorile lui n se disting trei cazuri [134], care vor fi prezentate in conti-
nuare.

In toate cele trei cazuri vom folosi o functie scalara root : Nat — C'om, care aplicata
lui n returneaza urmatoarea radacina de ordin n a unitatii:

2mi

root.n =en .

8.4.1 Cazul n=2*%

Formula de calcul a valorii polinomului in punctul w; este:

2k—1-1 2k—1-1
2mijm 2mig 2mwijm i
f(w;) = E Qo * € 28T 4 ¢ 2F g omi1 % €271 0<j<n
m=0 m=0

Complexitatea unui algoritm recursiv secvential este Ts.n = O(nlog,n).

Pentru specificarea unui algoritm paralel, in acest caz, se pot folosi structuri de tip
PowerList.

Pentru a ajunge la algoritmul paralel se porneste de la functia:

fft: PowerList.Com.k — PowerList.Com.k.

Argumentul de tip PowerList contine lista coeficientilor polinomului si functia este defi-
nita astfel:
fftp=vppu,
unde u = powers.z.p,z = root.(length.p) si am folosit functia vp definita in sectiunea
8.1.6.
Functia powers are un argument numar complex si un argument lista; returneaza o

lista de lungime egala cu lungimea listei argument si care contine puterile parametrului
complex, in ordine, de la 0 la lungimea listei minus 1:

powers : Com X PowerList.X.n — PowerList.Com.n
powers.z. [a] = [2°]
powers.z. (p#q) = powers.z>.p # (xx) . (powers.z?.p)

Functia < xx > este definita folosind functia map: < xx > .p = map.(x*).p.
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Derivarea algoritmului pentru transformarea Fourier, presupune gasirea unei alte ex-
presii pentru functia fft — mai eficienta i aceasta se realizeaza cu ajutorul inductiei
structurale. Notam W.z.p = powers.z.p, pentru care sunt valabile urmatoarele doua
proprietati, care se bazeaza pe proprietatile radacinilor unitatii:

W2 z.(p#q) = W.22.p|W.2%q
W.z.(p#q) = W.z.p| — W.z.q

Cazul de baza:
fft.]x]
= {definitia fft}
vp.[x].z
= {definitia vp}
[]
Pasul inductiv: Consideram operatorii extingi ai operatorilor binari +, —, * si folosim
aceleagi simboluri.

fIt-(p#tq)
= {definitia fft}

up-(p#tq)-(W.z.(p#q))
= {definitia vp}

vp.p.(W.z.(p#q))* + (W.z.(p#q)) * (vp.q.(W.z.(p#4))?)
= {proprietatea functiei W}

vp.p.(W.22p|W.22.q) + W.z.(p#q) * vp.p.(W.22.p|W.22 .q)
= { definitia vp}

vp.p.(W.22.p)|vp.q.(W.22.q) + (W.z.(p#q)) * (vp.p.(W.22.p)|vp.q.(W.2%.q))
= {definitia fft}

frtplf ft.g+ Wz (p#q)) = (f ft.plf ft.q)
= {proprietatea functiei W'}

frtolfft.g+ (Wezpl = Wz.q) = (f ft.plfft.q)
= {definitia operatorului multiplicativ }

frtolfft.a+ (Weazp s ffip)|(=W.z.p) * fft.q)
= { definitia operatorului aditiv }

(fftp+Wazpx ffLol(fftp—Wzpx fftq)

In consecinta noua definire a functiei este urmatoarea:

fft-la] = la]
frt-(p#q) = (r +uxs)|(r—uxs)

r=fftp

s = fftq

U = powers.z.p

z = root. (length. (p#q))
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Complexitatea pentru algoritmul paralel fft este T.n = O(logan).

8.4.2 Cazul n prim

In acest caz este necesard calcularea directd a valorilor polinomului si se folosesc struc-
turile ParList.
Functia fft: ParList.Com.n — ParList.Com.n este definita prin:

fft.p = vp.p.(powers.(root.(length.p)).p)

vp : ParList. X.n x ParList. X.m — ParList. X.m

vp.lal.[z] = a

vp.p.(z>u) = vp.p.[z] > vpu.p
vp.p.(u | v) = vp.p.u | vp.p.v
vp.(p#q).2 = vp.p.2° + z * vp.q.2*
vp.(a>p).z =a+ z*xvp.p.z

powers : Com x ParList. X.n — ParList.Com.n

powers.z. [a] = [27]
powers.x. (a>p) = [2°] > (zx) .powers.z.p
powers.x. (p#q) = powers.z®.p # (x*) . (powers.z?.p)

Functia vp, care calculeaza valoarea unui polinom intr-un punct dat, este extinsa pe
structuri ParList . Ea primeste ca parametrii lista radacinilor unitatii si lista coeficien-
tilor polinomului.

Se foloseste functia powers care calculeaza puterile unui parametru scalar. Este facuta
extinderea functiei powers de la structuri PowerList la structuri ParList.

Se observa ca s-a folosit definitia de la cazul intai, pentru cazul in care
p € EvenParList.

Complexitatea maxima se obtine atunci cand n = 2* — 1, cand sunt necesari 2k — 2
pasi, iar cea miniméa este egala cu cea a cazului n = 2*. In consecinta T.n = O(logyn),
daca cele n valori pot fi calculate in paralel.

8.4.3 Cazuln=riry...1,

In cazul in care n nu este o putere a lui 2, dar este un produs a doua numere ry gi 79
algoritmul prezentat in primul caz poate fi generalizat astfel:

ri—1 (ro—1
2mijt 2mijk .
o= S S o0

k=0 t=0
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Suma interioara reprezinta valoarea in punctul wje,, a polinomului de grad 7, — 1 cu
coeficientii {ak, oty y ooy ak+r1(r2—1)}a k = 0,1,..r1-1, care este calculata de transformarea
Fourier pentru acest polinom.

Concluzia este ca se poate defini un algoritm recursiv care combina r; transformate
Fourier.

Teorema 8.1 Cea mai bund factorizare n = ryry, pentru algoritmul FFT (din punctul
de vedere al complexitatii) este alegerea lui vy printre divizorii primi ai lui n.

Demonstratia poate fi gasita in [172].
Ca urmare, pentru specificarea algoritmului paralel, consideram descompunerea in
factori primi a lui n(n = ryry...r,) si folosim structurile PList.

fft: PosList x PList.Com.n — PList.Com.n

Lista PosList este formata din factorii primi ai lui n : [ry,ra, ..., 7p).

Pentru a ajunge la o definitie a functiei fft, pornim derivarea ca si in cazul n = 2¥,
de la definitia transformatei Fourier: fft.l.p = vp.l.p.l.w, unde w = powers.z.l.

Am folosit functia vp definita pe structuri PList i functia powers care calculeaza lista
care contine puterile lui 2z, de la 0 pana la prod.l — 1. Functia powers are urmatoarea
definitie:

powers : Com x PosList — PList.Com.(prod.l)
powers.z.[| = [2°]
powers.z.(x>1) = [#i:i €T :< (V)% > .q

unde ¢ = powers.(z").1.
Vom folosi notatia W.z.l = powers.z.l. Pentru functia powers.z.l avem urmatoarele
proprietati:
Wez(enl)=[i: i €7 :< zotx > (W.z.l)]
Wz (x> D) =]li:iex: W2l
(W.z.0)" = W.(2%).1

unde n = x * prod.[.
Derivarea functiei f ft:
Cazul de baza:

fftlz].[#i:i €T [p.i]]
= {definitia fft}

vp.lx].[#i i €T [pa)].[x].[#i i €T [2Y]]
= {calcul}

[j:j€T: (+i:i€T:pixz))]
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Pasul inductiv:

frt(zvl).[#i:i €T :p.i
= {definitia fft}
vp.(z>1).[#i i € T : pil.(z>]).(We(z>))
= {definitia vp}
(+i:iex: (Wa(zl) xvpl.(pi).(z>1).(Wz.(xr1))?)
= {proprietatea functiei W.z.l, definitia vp}
(+i:iex: (Wa(xp ) x[j:J€T:vpl(pi).l.(W.z"1)])
= {definitia fft}
(+i:iex: (We(xo ) x[|j:jeT: fftl(pi)])
= {proprietatea functiei W.z.l}
(Fiiex:[|j:jeT <zdx>Wellx||j:jex: fftl(pi)]
= {calcul}
(FiieT:[|j:jeT < z:x> (Wal)]x[j:j€T: fft.l(pi)])
= {proprietatea functiei W.z.l}
(Fii €T [|j:j €T < 22% > W(2).d % fft.l.(pi)]

Prin urmare, definitia functiei fft este:

valid.f ft.l.p = (prod.l = length.p)
ffto|[#i-icz:[ai]]=[j: 7 €T: (+i:i €T:aixz™))]
fftxpl).[#iieT:pil=[j:j€T: (+i:i €T rixu.iyj)

ri= fft.l(p.i)

u.i.j =< 2% > powers.(2).1
z = root.n

n = length.p

Daca lista PosList are un singur element, cazul se reduce la aplicarea functiei f ft pe
structuri ParList (structura PList corespunzatoare putand fi tratata ca si o ParList):

[tz [#iiex:|ad]] = fftparpis.[#1 1 € T 1 [a.d]]

care este mai eficienta.
Pentru cazul x = 2 se poate observa ca se ajunge la algoritmul specificat cu Power List:

[|j:j€é: [+i:i€é:r.i*u.i.jﬂ =

(r.0%uw.0.0 + 7.1 *u.1.0)| (r.0*uw.0.1 +rl*xull)=

(r.0 4+ r.1 s powers.z.l) | (1.0 + r.1 % (exp .z.%%) .powers.z.l) =
(r.0 4+ r.1 % powers.z.l) | (r.0 — .1 x powers.z.l)

Algoritmul pentru transformarea Fourier poate fi aplicat simultan cu descompunerea
in factori prim al lui n. Daca se ajunge la divizori mari se poate aplica algoritmul
corespunzator cazului n prim, pentru simplificarea calculelor.
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Complexitatea algoritmului in acest caz depinde de factorii primi ai descompunerii lui
n si de numarul acestora m. Daca consideram ca toti factorii primi sunt mai mici decat
un numar M atunci complexitatea este O(m) si constanta de multiplicitate depinde de
M. Daci, de exemplu, n = 3% atunci T.n = O(logz n).

In cazul secvential se obtine o complexitate Tp,.n = n(ai(pr — 1) + . .. 4 am(pm — 1)),
daca n = pi*...pem [172].

8.5 Structuri de date n-dimensionale

Structurile de date PowerList, ParList si PList sunt structuri liniare. Pentru reprezenta-
rea tablourilor multidimensionale se pot folosi aceste structuri cu elemente care la randul
lor sunt structuri PowerList, ParList si PList . Dar in acest mod anumiti algoritmi,
cum este de exemplu transpozitia matricelor, sunt dificil de specificat. O varianta mai
adecvata este generalizarea la structuri n-dimensionale prin folosirea unor constructori
pe fiecare dimensiune.

Structurile rezultate se vor numi PowerArray, ParArray si respectiv PArray. In acest
sectiune se prezinta algebra si notatia PowerArray cu exemplificari in cazul bidimensional.
Pentru celelalte tipuri de structuri n-dimensionale extinderea se face in mod analog,
tinand cont de teoria asociata structurilor liniare corespunzatoare.

8.5.1 Definitii

O structura PowerArray este o structura de date nevida care contine o putere a lui 2
elemente de acelasi tip.
Constructorul de tip asociat structurii de date PowerArray este:

PowerArray : Type x (Nat)" — Type

care are ca argumente un tip (X) si n numere naturale (n; : 0 < ¢ < n) si returneaza
tipul tuturor structurilor cu elemente de tipul X si cu 2™ elemente pe dimensiunea ¢. De
exemplu, PowerArray.Nat.2.3 este tipul tuturor matricelor cu 22 coloane si 22 linii care
contin elemente numere naturale.

Doua structuri PowerArray care au aceleasi dimensiuni si elemente de acelasi tip
se numesc similare. O structura PowerArray cu un element pe fiecare dimensiune se
numeste singleton si este reprezentata astfel: [a], unde a este unicul element al structurii.

Doua structuri PowerArray similare p,q, pot fi combinate pe o dimensiune sau pe
alta, in doua moduri diferite:

- p |; q (tie) este structura obtinuta prin concatenarea structurii p cu structura g pe
dimensiunea 1.

- p #i q (2ip) este structura obtinuta prin interclasarea structurii p cu structura g pe
dimensiunea 1.
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De exemplu, daca p,q € PowerArray.X.m.n §i u = plog, v = p#oq atunci
u,v € PowerArray.X.(m+1).n. Structura u este matricea care se obtine din coloanele lui
p concatenate cu coloanele lui ¢, iar v este matricea ale carei coloane sunt luate alternativ
din p si q.

Deoarece matricele sunt cele mai folosite structuri de date multidimensionale, vom
defini doar algebra Power Array pentru acest tip de structuri. Pentru celelalte structuri
multidimensionale, algebrele se definesc similar.

Algebra structurilor PowerArray bidimensionale se definegte in mod analog cu cele
definite in cazurile liniare. Alegem, prin conventie, prima dimensiune —0— coloanele si a
doua —1— liniile.

Constructorii pentru structurile PowerArray bidimensionale sunt:

[.] : X — PowerArray.X.0.0

Jo- : PowerArray.X.m.n x PowerArray.X.m.n — PowerArray.X.(m+1).n
1.+ Power Array.X.m.n x Power Array.X.m.n — PowerArray.X.m. (n + 1)
Fo. : PowerArray.X.m.n x PowerArray.X.m.n — PowerArray. X.(m+1).n
A1. : PowerArray.X.m.n x PowerArray.X.m.n — PowerArray. X.m. (n+ 1)

Functiile de lungime pe fiecare dimensiune:
length; : Power Array.X.ng.n; — Nat si
loglen; : PowerArray.X.ng.ny — Nat pentru i = 0,1
sunt definite prin:
(Vp : p € PowerArray.X.ng.n; : length;.p = 2™) .
(Vp : p € PowerArray.X.ng.n; : loglen;.p = n;) pentru ¢ =0, 1.
Algebra corespunzatoare structurii PowerArray este formata din axiomele existente
in algebra Power List replicate pentru fiecare dimensiune.

[al]=[b]=a=0b

logleng > 0= (lu,v:p=ulpw) 7. logleny >0= (Flu,v:p=u|v)
logleng > 0 = (Flu,v i p=u##ev) 8. logleny > 0= (Flu,v::p=usv)
plog=ulpv=p=unqg=v 9. phg=uhjv=p=uAq=v

pH#Hoq = ufFov =p=uNhg=v 10. pthg=u#iv=p=uAg=v

[a] |o [b] = [a] #o [b] 11 [a] |1 [b] = [a] 41 [0]

Comutativitatea este valabila intre oricare doi operatori, indiferent de dimensiune:

SERA e

(pmq)é(umv) = (pdu)m(qév)

oricare ar fi 7,0 operatori tie sau zip.

8.5.2 Un principiu al inductiei pentru PowerArray

Fie II : PowerArray.X.m.n — Bool un predicat al carui adevar trebuie stabilit pentru
toate structurile PowerArray cu elemente de tipul X. Putem sa demonstram ca predicatul
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Figura 8.2: Structura arborescenta pentru matricea M

IT este adevarat, folosind urmatorul principiu al inductiei [131]:

(Vo :ze X 1L [z])
A (VYp,q,m,n:p,q € PowerArray.X.m.mn An,m € Nat : I[L.p ANl.q = I1. (ploq))

V (Vp,q,m,n : p,q € PowerArray.X.mn An,m € Nat : IL.p All.g = I1. (p#oq)) )
A (Yp,q,m,n : p,q € PowerArray.X.m.n An,m € Nat : IL.p AN1l.q = 11. (p|1q))

V (Vp,q,m,n : p,q € PowerArray.X.mn An,m € Nat : IL.p ANl.q = I1. (p#1q)) )
=

(Vp,m,n : p € PowerArray. X.m.n An,m € Nat : IL.p)

Pentru cazul n-dimensional principiul inductiei va contine un pas inductiv pentru
fiecare dimensiune.

Este necesar sa se foloseasca operatorii de constructie intr-o ordine bine determinata:
intai operatorii pentru prima dimensiune, apoi cei pentru cea de a doua si aga mai departe.
Asadar, daca asociem o structura arborescenta unei structuri Power Array, aceasta va fi
unica. Structura arborescenta (care poate fi considerata un arbore binar de constructie
in spatiu) reprezinta de fapt o descompunere unica a structurii. Nodurile arborelui repre-
zinta elementele structurii Power Array. Folosim mai intai operatorii primei dimensiuni
si rezulta un arbore ale carui frunze sunt toate radacini ale altor arbori corespunzatori
dimensiunilor ramase.

De exemplu, daca avem o matrice cu 4 coloane si 2 linii, care are tipul Power Array.X.2.1,
structura arborescenta asociata structurii este prezentata in Figura 8.2.

8.5.3 Operatori, relatii si functii

Fie ® : X x X — X un operator binar definit pe tipul scalar X. Extindem operatorul
prin definirea lui pe structuri PowerArray. In cazul bidimensional, operatorul extins este:

® : PowerArray.X.m.n x PowerArray.X.m.n — PowerArray.X.m.n



244 CAPITOLUL 8. STRUCTURI DE DATE PENTRU PARALELISM

definit prin relatiile:

la] ® [b] = [a ® 0]

(Plog) ® (ulov) = (p@u) o (¢®@v) sau
(p#09) @ (u#fov) = (p @ u) #0 (¢ ® V)
(pha) ® (ujiv) = (p@u) |1 (¢®v) sau
(p#1q) ® (u#1v) = (p@ u) #1 (¢ ® V)

Relatiile peste tipurile scalare sunt extinse in acelasi mod ca si operatorii binari.
Fie o relatie peste tipul X, definita prin functia booleana A : X x X — Bool si fie
p,q,u,v € PowerArray. X.m.n si x,y € X, definim relatia extinsa prin:

A : PowerArray.X.n.m x PowerArray.X.n.m — Bool

[2] Aly] = [zAy]
(p#0q) A (u#ov) = (pAu) A (¢Av)
(p#1q) A (u#1v) = (pAu) A (¢Av)

Deci doua PowerArray sunt in relatia A daca si numai daca elementele de pe aceeasi
pozitie sunt in relatie. Se poate folosi si operatorul (tie) pentru definirea relatiei:

(Plog) A [ulov] = (pAu) A (¢Av)
(plig) A [uf1v] = (pAu) A (¢Av)

Functiile definite pe structurile PowerArray se definesc pe baza principiului inductiei
enuntat anterior, in mod analog cu cele definite pe structurile PowerList.
1. Functia de reducere reduce : (X x X — X) x PowerArray.X.m.n — X
definita prin:
reduce. ® . [a] = a
reduce. ® . (plogq) = reduce. ® .p @ reduce. ® .q
reduce. ® . (pl1q) = reduce. ® .p ® reduce. ® .q
unde ® : X x X — X este un operator asociativ.
Functia sum : PowerArray.X.m.n — X se obtine prin instantierea functiei reduce
cu operatorul aditiv.
2. Functia

map : (X — Z) x PowerArray.X.m.n — PowerArray.Z.m.n

care primeste ca argumente o functie si o structura PowerArray si aplica functia
fiecarui element din structura. Este definita prin:

map.f. [a] = [f.q]
map. f. (p#oq) = map.f.p #omap.f.q
map. f. (p#1q) = map. f.p#1map.f.q
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3. Functia rev : PowerArray.X.m.n — PowerArray.X.m.n este o functie de permu-
tare care returneaza o matrice formata din elementele matricei argument in ordine
inversa pe fiecare dimensiune:

rev. [a] = [al
rev. (ploq) = rev.qlorev.p
rev. (pl1q) = rev.q|irev.p

4. Functii de permutare
Elementele unei matrici pot fi rotite pe linii, la stanga sau dreapta, iar coloanele
rotite in sus sau in jos. Prezentam aici doud functii rr (rotire la dreapta) si rd
(rotire in jos):

rr . PowerArray.X.m.n — PowerArray.X.m.n
rd : PowerArray.X.m.n — PowerArray.X.m.n

rr.]al = |[d] rd.|al = |[d]
rr.(phoq) = rr.q P rd.(p loq) = rdplordg.
rr.(pliq) = rrplhrrg | rd(phiq = rdgtp

Pentru a ilustra modul de demonstrare a proprietatilor folosind principiul inductiei
structurale, demonstram urmatoarea propozitie:

Propozitia 8.4

rev. (map.f.p) = map.f. (rev.p)

Demonstratie:
Pasul inductiv pentru #:
Cazul de baza:
rev. (map. f. (p#0q))
rev. (map.f.[a]) = {definitia map}
= {definitia map} rev. (map. f.p#omap.f.q)
rev. ([f.a)) = {definitia rev}
= {definitia rev} rev. (map.f.q) #orev. (map.f.p)
[f.al =  {ipoteza inductiei }
= {definitia map} map.f. (rev.q) #omap.f. (rev.p)
map.f. |a = {definitia map}
= {definitia rev} map. f. (rev.q#orev.p)
map.f. (rev. [a]) = {definitia rev}
map.f. (rev. (p#oq)) -

Pasul inductiv #; este analog cu cel pentru #.
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Complexitatea

Complexitatea computationala a unei functii:

[ PowerArray.X.(ng)...(n;)...(ng_1) — Type
definita de

unde 7; este un operator tie sau zip, iar ¢; este o functie de combinare,

poate fi evaluata cu ajutorul urmatoarei formule

k—1
Ty = an * (T.0;)
i=0
unde T.¢; reprezinta complexitatea de calcul a functiei ¢;.

8.5.4 Aplicatii
Transpusa unei matrice

Algoritmul de transpunere a unei matrice are o descriere foarte simpla folosind structurile
PowerArray:

Trans : PowerArray.X.n.m — PowerArray.X.n.m
Trans. [a] = [a]

Trans. (plog) = Trans.p | Trans.q

Trans. (pliq) = Trans.p o Trans.q

Figura 8.3: Transpunerea unei matrice

Atunci cand o matrice este transpusa, liniile devin coloane si reciproc (Figura 8.3);
acest lucru este evidentiat foarte simplu de functia definita anterior. Complexitatea este
m—+n.
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Inmultirea a doua matrice

Algoritmul prezentat se bazeaza pe segmentarea matricelor gi multiplicarea elementelor
lor pe o a treia dimensiune pentru realizarea in paralel a operatiilor de inmultire [131].

Mult : PowerArray.X.n.m x PowerArray.X.p.n — PowerArray.X.p.m.
Mult.a.b = SumT.(R1.(TR.a).b) * (R2.b.a)

Se foloseste operatorul multiplicativ extins .

TR : PowerArray.X.n.m — PowerArray.X.0.n.m
TR.[a] = [a]

TR.(plog) = TR.phTR.q

TR.(pl1q) = TR.p|2TR.q

R1: PowerArray.0.n.m x PowerArray.X.n.p — PowerArray.X.p.n.m
R2 : PowerArray.p.n X PowerArray.X.n.m — PowerArray.X.p.n.m
Rl.a.fb)=a

Rl.a.(ploq) = Rl.a.p

Rl.a.(pl1q) = Rl.a.p|oR1l.a.q

R2.b.[a] =b
R2.b.(plog) = R1.b.p
R2.b.(pl1q) = R1.b.p|aR1.b.q

SumT : PowerArray.X.p.n.m — PowerArray.X.m.p
SumT [a] = [a]

SumT.(plog) = SumT.p|oSumT.q

SumT.(pl1q) = SumT.p+ SumT.q

SumT.(plaq) = SumT.p|;SumT.q

Functia T'R realizeaza o transpozitie si schimba dimensiunea 0 in dimensiunea 2.

Folosim doua functii de multiplicare R1 si R2; prima pentru prima matrice si a doua
pentru a doua matrice. Cel de-al doilea parametru al lor aduce doar informatii despre
numarul necesar de multiplicari.

Functia SumT executa o reducere cu operatorul aditiv pe dimensiunea 1 si schimba
dimesiunea 2 in dimensiunea 1.
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Complexitatea depinde de complexitatea fiecarei functii in parte:

Trrn.m=mn-4+m,
Tro.pnm=n+m,
Tri.pnm=n-+p,
Tsymr-pn.m =p+n+m.

Functiile TR si R2 pot fi calculate in paralel. Rezulta, deci, The.m.n.p = 3n+2m+
2p.

Pentru matrice patratice, algoritmul poate fi simplificat prin condensarea intr-o sin-
gura etapa (functie) a multiplicarii matricei a si a transpunerii ei; deasemenea, nu sunt
necesare functii care au ca parametrii doua structuri Power Array.

8.5.5 Evaluarea relatiilor de recurenta

In numeroase cazuri, solutia unei probleme se reduce la evaluarea ultimului termen, sau
a tuturor termenilor unei relatii de recurenta.

O recurenta liniara cu doi termeni de forma:

T; = a;xi—1 + bjxi_e, (i = 2,...,n), unde se cunosc x i x1,a; $i b;
se poate scrie folosind ecuatia matriceala:

yi = M;y;—1 unde y, = [ i;l } , (i=1,..,n) M= [ Clll bé ] , (1=2,...,n),
prin urmare:

T

{ Tn ] — = M, M, ..M, { ] n>2.

Tp—1 Lo
O recurenta liniara cu k termeni
0 1 k—1 ,
T =a;Ti 1t a;xi o+ .. +a; wig, =k ..,n)

poate fi scrisa matriceal astfel:

0,1 k=2 k-1
€T; a; a; ... a; a; Ti—1
Ti—1 1 0 ...0 0 Ti—2
. - . . . 9
Ti—kt1 0 0 ... 1 0 Ti—k

iar o recurenta de forma
0 1 k—2 ,
T = QT+ a;_oxi o+ a; T +c, (i=k—1,..n)

poate fi scrisa astfel:
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Recurentele neliniare se pot reduce la recurente liniare printr-o schimbare de variabila
corespunzatoare.
De exemplu, fie recurenta neliniara de ordinul intai

x; = a; + b;j/x;_1,

cu g dat.
Daca inmultim ambii membrii ai ecuatiei precedente cu xgxy...x;_1 $i notam y; =
Ti % ...% xo, vom obtine:
Yi = aiyi—1 + by,

cu yo = 7, dat, care este o recurenta liniara de ordinul doi si poate fi rezolvata conform
metodei anterioare. Apoi x; se poate calcula prin z; = y;/y;_1.
Cazul mai general de recurenta neliniara

AQ;T;—1 -+ bz

xo dat, iar x; = ,
Cili—1 + dl

se reduce la forma unei recurente liniare de ordinul intai prin schimbarea de variabila
Xi = i1 + digq.

O alta posibilitate de rezolvare a recurentelor neliniare este prin exprimarea lor directa
in forma matriceala. Daca inlocuim expresia

a1xg + bl
1Ty + dy

in formula corespunzatoare a lui x5, vom obtine o exprimare a lui z in functie de xq:

. (CLQCLl + szl) Ty + CLle + bgdl
(02a1 + dgcl) To + Cgbl + dgdl ’

si procesul poate continua.
Daca expresia finala este de forma

_axg+
vro + 6

« ﬁ _ Qn bn Ap—1 bn— 1 ay bl
Y 0 B Cn dn Cn—1 dn—l o (&1 dl .

Algoritmul paralel pentru rezolvarea recurentelor

n

atunci

Folosind structuri PowerArray si ParList, putem obtine un algoritm eficient si simplu
pentru rezolvarea formulelor recurente liniare.

Presupunem ca recurenta are k termeni si & = 2' (in caz contrar putem si completam
cu zerouri). Primul argument este o structura ParList ale carei n elemente sunt structuri
PowerArray reprezentand matricele M;. Cel de-al doilea argument reprezinta un vector
care contine primii & termeni ai recurentei (cei dati).
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Recc : ParList.(PowerArray.X.t.t).n x PowerArray.X.t.1 — PowerArray.X.t.1
Recc.p.x = Mult.(reduce.(Mult).p).x.

Algoritmul de inmultire a matricelor poate fi extins usor pentru structuri ParArray
si In acest caz, nu mai este nevoie sa se impuna conditii asupra lui k.

Folosim acest algoritm pentru a calcula polinoame ortogonale, cum sunt polinoamele
Legendre si Cebdsev si Hermite [37]. Pentru toate cazurile prezentate k este egal cu 2.

Polinoame Legendre

Relatia de recurenta care defineste polinoamele ortogonale Legendre este:

lo(SC) =1
li(x) = x )
l(nJrl)(l') = ZL’ln(IL‘) — ml(nfl)(]}), n>1

Algoritmul paralel corespunzator bazat pe functia Recc, calculeaza valorile polinoa-
melor de grad n + 1 si n in punctul = dat:

[ ler(2) In(z) | = Rece. ||i:iemn—{0}: [”13 <2i1>;<22'+1> ” 1],

Polinoame Cebasev (speta I)
Relatia de recurenta care definegte polinoamele ortogonale Cebagev (speta I) este:
to (I) =1

ti(z) =2
to1 () =2xt, () — thq () ,n > 1.

Algoritmul paralel corespunzator bazat pe functia Recc calculeaza valorile polinoame-
lor de grad n + 1 si n in punctul x dat:

[ tusi(@) to(z) ] = Rece. {u:@em: {21”’" _Oln[a; 1.
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Polinoame Cebasev (speta II)

Relatia de recurenta care definegte polinoamele ortogonale Cebagev(speta I) este:

Qo (x) =1
¢ () =2z
G (&) = 220Gy (1) — gur (2) 0 > 1.
Algoritmul paralel corespunzator bazat pe functia Recc calculeaza valorile polinoame-
lor de grad n + 1 gi n in punctul = dat:

[ gnss(z) au(z) ] = Rece. {|@':i€(n—1): {2150 _Olnm 1.

Polinoame Hermite

Relatia de recurenta care defineste polinoamele ortogonale Hermite este:

ho (.CC) =1
hy () =2z
hpi1 () =22 hy () — 20 by (), > 1.

Algoritmul paralel corespunzator, calculeaza valorile polinoamelor de grad n + 1 si n
in punctul = dat:

[ hnsr() halz) ] = Rece. ||i i em— {0} : [21‘” _§”H[2m 1.

Sumar

Structurile de date definite in acest capitol permit specificarea unor algoritmi paraleli
cu ajutorul definirii unor functii pe aceste structuri. Degi sunt dedicate numai anumitor
tipuri de algoritmi (Divide&Impera), ele sunt foarte folositoare, permitand specificarea
si constructia algoritmilor intr-un mod simplu si corect.

PowerList este o structura de date care permite descrierea unei diversitati de algo-
ritmi. Teoria PowerList este foarte simpla. Proprietatile structurilor Power List pot fi
demonstrate folosind principiul inductiei structurale, pe baza caruia se definesc si functiile
peste structuri PowerList. Paralelismul este introdus implicit prin constructorii | si #.
Legatura dintre Power List si hipercuburi conduce la implementari eficiente pe arhitecturi
cu o astfel de topologie.
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Structurile de date ParList reprezinta o generalizare a structurilor de date Power List
si permit specificarea unor algoritmi diversi. Functiile definite peste structurile PowerList
pot fi usor extinse la cazul ParList prin adaugarea unei definitii noi corespunzatoare
pasului inductiei bazat pe operatorii < gi >. De asemenea, folosind doar operatorii < si >
se pot obtine algoritmi paraleli pentru anumite clase de probleme.

Structurile PList sunt cele mai generale ele permitand descrierea unor algoritmi Di-
vide&Impera folosind divizare multipla si combinata. Gradul de paralelizare poate fi
astfel mult marit. Datorita faptului ca divizarea datelor se poate face iIn mai mult decat
doua parti, eficienta creste. Totusi o segmentare prea mare a datelor nu este pana la
urma eficienta, datorita faptului ca determina cresterea complexitatii pasului de combi-
nare. In acest caz, o posibilitate de sporire a eficientei algoritmilor specificati prin PList
ar fi tratarea fiecarui pas de combinare ca un algoritm specificat prin ParList.

Pentru calculul transformatei Fourier, a treia forma de specificare - P List este cea mai
generala, ea incluzandu-le gi pe primele doua. Daca n este o putere a lui 2 algoritmul este
cel specificat cu notatia PowerList. Daca n este prim, lista PosList din definitia functiei
fft pe PList va contine un singur element egal cu n, si este echivalenta cu algoritmul
specificat prin ParList.

Structurile PowerArray permit specificarea concisa a diferiti algoritmi. Cu ajutorul lor
se pot defini algoritmi paraleli generali pentru diferite clase de probleme in care intervin
date cu structura matriceala. Extinderea pe mai multe dimensiuni conduce la obtinea
unor algoritmi paraleli clari si eficienti.

Corectitudinea acestor algoritmi este usor de demonstrat datorita faptului ca definirea
lor se bazeaza pe principiul inductiei structurale asociat multimii de structuri specificate.

Desi folosirea acestor structuri se restrange doar la un anumit tip de algoritmi, ele pot
fi incluse in definitia unui model de dezvoltare de programe paralele mai complex, care
sa sustina avantajele aduse de acestea.
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Capitolul 9

Modele de calcul paralel

Neconcordanta dintre arhitecturile paralele si softul paralel, poate fi rezolvata prin dez-
voltarea unui model de calcul paralel (MCP). Un asemenea model, trebuie sa ascunda
detaliile arhitecturale, dar sa ramana suficient de concret, astfel incat sa permita realiza-
rea de programe eficiente.

Un model de calcul paralel este o interfata intre soft si hard. Un model de calcul
paralel poate fi considerat o masina abstracta, care furnizeaza anumite operatii nivelu-
lui de programare gi care necesita implementari pentru fiecare dintre aceste operatii, pe
toate tipurile de arhitecturi paralele. Rolul unui model de calcul paralel este de a separa
dezvoltarea programelor paralele de detaliile ce tin de executia efectiva pe diferite arhi-
tecturi. Furnizeaza atat abstractizare cat si stabilitate. Abstractizarea apare datorita
faptului ca operatiile furnizate de catre model sunt de nivel mai inalt decat cel al arhi-
tecturilor, simplificand astfel structura softului si diminuand dificultatea construirii lui.
In acelasi timp, modelul reprezinta un punct de start fix pentru implementarea pe fiecare
arhitectura. Prin urmare, un model de calcul paralel separa dezvoltarea programelor de
detaliile de implementare. Mai mult decat atat, permite ca deciziile de implementare sa
fie considerate doar o singura data pentru fiecare arhitectura tinta si nu pentru fiecare
program in parte.

In acest capitol vom analiza caracteristicile necesare ale unui MCP precum si o clasi-
ficare a modelelor de calcul paralel. Aceasta analiza se bazeaza pe analiza facuta de D.
Skilicorn and D. Talia in [156].

9.1 Caracteristicile unui model de calcul paralel ideal

Deoarece putem considera modelele ca fiind masini abstracte, aceste modele sunt pe dife-
rite nivele de abstractizare. De exemplu, fiecare limbaj de programare poate fi interpretat
ca si un model in acest sens, deoarece furnizeaza o vedere simplificata a harware-ului.
Comparatia modelelor este prin urmare dificila, nu numai datorita diferitelor nivele de
abstractizare dar si datorita faptului ca anumite modele de nivel inalt pot fi emulate de
catre altele de nivel mai scazut. Un model de nivel scazut poate emula nu doar un model
de nivel mai inalt, ci chiar mai multe.
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Dupa cum am mai precizat, un program paralel poate fi extrem de complex. Putem
considera un program care se executa pe un sistem cu o suta de procesoare, care executa
la orice moment o suta de procese in fiecare moment. Pentru a limita intarzierile dato-
rita comunicatiilor si accesului la memorie, fiecare procesor multiplexeaza cateva fire de
executie, deci numarul de fire de executie active este mai mare decat o suta (sa-1 consi-
deram 300). Orice fir de executie poate sa comunice cu orice alt fir gi aceasta comunicatie
poate fi sincrona sau asincroni. Prin urmare pot fi pana la 300? de interactiuni “in
executie” la fiecare moment. Concluzia este deci ca programul corespunzator trebuie sa
permita o descriere mult mai abstracta decat descrierea fiecarei entitati in parte. Acest
lucru implica faptul ca modelele de calcul paralel trebuie sa aiba un nivel mai ridicat de
abstractizare decat cele corespunzatoare programarii secventiale.

De asemenea, datorita diferentelor de implementare pe diferite arhitecturi, modelele
de calcul paralel trebuie sa contina abstractizari corespunzatoare fiecarei clase de arhi-
tecturi.

Abstractizarea insa poate conduce la o micsorare a performantei, iar cresterea perfor-
mantei este principala motivatie a utilizarii calculului paralel. Prin urmare, abstractizarea
nu trebuie deci sa depageasca un nivel de la care nu se mai poate ajunge la o executie
suficient de eficienta pe diferite tipuri de arhitecturi.

Un model trebuie sa fie deci si abstract si eficient. Precizam in continuare principalele
caracteristici pe care ar trebui sa le aiba un asemenea model:

1. Abstractizare. Deoarece un program paralel executabil este atat de complex,
modelul trebuie sa ascunda programatorului detaliile de implementare. Este prefe-
rabil ca structura programului executabil sa fie specificata pe cat posibil printr-un
mecanism de translatie (compilator, sistem run-time) decat de catre programator.
Aceasta implica ca modelul sa trateze urmatoarele:

Partitionarea programului in procese paralele.

Maparea proceselor pe procesoare.

Comunicatia intre procese.

Sincronizarea intre procese.

(Amanunte cu privite la partitionare, mapare, comunicatie si sincronizare au fost
discutate in Capitolul 2, Sectiunea 2.1.)

Partitionarea si maparea sunt cunoscute ca fiind probleme cu complexitate-timp
exponentiala in cazul in care se doreste obtinerea optimelor. Comunicatia necesita
plasarea celor doua capete ale comunicatiei in procesele corespunzatoare la pozitiile
corespunzatoare. Sincronizarea impune evaluarea starii globale a calculului, care
este de dimensiuni mari. Prin urmare, productivitatea ar scadea foarte serios, daca
s-ar pretinde programatorului sa trateze toate acestea.

Deci, modelul trebuie sa fie cat mai abstract si mai simplu posibil. Nu este necesar
sa existe o cuplare foarte stransa intre modul de specificare al programului si modul
sau de executie.
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. Metodologie de dezvoltarea a softului. Cerinta anterioara implica o distanta

mare intre informatia furnizata de catre programator despre structura semantica a
programului si structura detaliata a executiei lui. Cuplarea acestor doua necesita un
fundament semantic foarte strict pe care sa se poata construi tehnici de transformare
corecte. Tehnicile de compilare ad hoc nu pot face fata unor probleme de asemenea
complexitate.

Exista de asemenea o mare distanta intre specificatii si programe, care trebuie sa fie
si ea rezolvata pe baza unui temeinic fundament semantic. Cu mici exceptii, softul
secvential este construit pe baza unor blocuri standard. Corectitudinea acestor
programe este foarte rar demonstrata; mai degraba se folosesc diferite variante
de testare. Acesta metodologie bazata pe testare si depanare, nu se potriveste
programarii paralele din cel putin doua motive. In primul rand, spatiul starilor
care trebuie sa fie testate este mult mai mare datorita partitionarii i maparii.
Depanarea ar fi extrem de dificila pentru ca, de exemplu, un simplu “checkpoint”
ar fi extrem de dificil de construit. In al doilea rand, un programator ar putea face
testarea doar pe o gama redusa de arhitecturi tinta; prin urmare testarea nu ar
implica o validare completa nici pentru starile considerate de testare.

Verificarea unui program dupa constructia sa nu este o tehnica larg raspandita si
probabil nici nu va fi. Astfel, doar o metodologie de dezvoltare a programelor corect
prin constructie poate fi avuta in vedere. Folosirea unor asemenea metodologii
pentru programarea secventiala este considerata de catre multi supeflua, dar in
cazul programarii paralele este esentiala. Spre deosebire de programarea secventiala
unde folosirea unor asemenea metodologii este considerata a fi mult prea costisitoare
in raport cu costul programului rezultat, in cazul programarii paralele folosirea
unei astfel de metodologii conduce nu doar la asigurarea corectitudinii dar si la
micgorarea costurilor de dezvoltare.

Un program paralel este dificil de realizat fara structurarea, intr-un fel sau altul, a
procesului de constructie. Este deci necesara structurarea constructiei gi constructia
corecta se poate face pe baza acestei structurari. O varianta foarte buna este de a
adapta abordarea derivationala si de calcul a constructiei programelor secventiale
pentru cazul paralel. Folosind aceasta abordare, un program este construit pornind
de la o specificatie, care este rafinata in mod repetat, pana se ajunge la o forma
executabila. Daca este necesar, procesul de rafinare poate fi continuat pentru a se
ajunge la o forma executabila mai eficienta. Avantajele abordarii acestei variante
sunt:

structureaza procesul de dezvoltare, simplificand si micgorand pasii,

evidentiaza punctele de decizie, fortand programul sa aleaga cum sa fie facut
fiecare calcul, mai degraba decat sa foloseasca prima metoda disponibila,

furnizeaza o inregistrare a constructiei programului, care serveste ca si documen-
tatie,

pastreaza corectitudinea in timpul procesului, prin folosirea doar a transformarilor
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pentru care este demonstrat faptul ca pastreaza corectitudinea; deci nu mai
este nevoie de o demonstrare finala,

- demonstratiile pentru proprietatile de pastrare a corectitudinii, trebuie facute
doar in timpul constructiei sistemului de derivare.

. Independenta de arhitectura. Un model nu trebuie sa inglobeze trasaturi par-

ticulare ale unei arhitecturi, astfel incat un program dezvoltat pe baza modelului
sa nu necesite schimbari pentru a se executa pe diferite arhitecturi. Aceasta cerinta
este esentiala, daca se are in vedere dezvoltarea pe scara larga a softului pentru
calculatoare paralele.

Arhitecturile paralele au durata de viata relativ scurta, datorita vitezei cu care se
dezvolta tehnologia procesoarelor si de interconectare. i, pe de alta parte, este
putin probabil ca un calculator paralel nou sa semene foarte mult cu arhitecturile
pe care le inlocuiegte. Pentru a impune programarea paralela pe viitor este necesar
sa se izoleze softul de schimbarile ce au loc la nivel de arhitectura.

Prin urmare, un model trebuie sa nu depinda de caracteristicile nici unei arhitecturi.
Aceasta cerinta nu ar fi dificil de realizat, datorita faptului ca orice model suficient
de abstract o poate satisface, dar este in opozitie cu alte cerinte asupra modelului,
cum sunt de exemplu, cerintele asigurarii unei implementari eficiente si de evaluare
a costurilor.

Simplitate. Un model trebuie sa fie simplu de inteles i predat pentru a se pu-
tea asigura pregatirea de dezvoltatori de programe care sa 1l foloseasca. Aceasta
cerinta este necesara daca se doreste ca programarea paralela sa se impuna in lu-
mea informaticii aplicative. Daca modelele de calcul paralel vor putea sa ascunda
complexitatile impuse de calculul paralel atunci multi programatori vor putea sa
foloseasca calculul paralel. Aceasta ar putea duce la impunerea programarii paralele
pe scara larga.

. Implementare eficienta. Un MCP trebuie sa faca posibila implementarea, pe

intreaga gama de arhitecturi existente, cu o eficienta rezonabila pe fiecare. Nu este
nevoie ca aceasta cerinta sa fie respectata la un nivel la fel de ridicat ca si in cazul
calculului de inalta performanta (“high-performance computing”), deoarece pentru
majoritatea aplicatiilor paralele, costul dezvoltarii softului este mult mai mare decat
orice costuri asociate cu timpul de executie. Este suficient sa se ceara ca timpii de
executie pe diferite arhitecturi paralele sa fie de acelasi ordin si diferentele dintre
constante sa nu fie prea mari. Este acceptabil chiar sa existe diferente logaritmice
in performanta.

Pentru majoritatea problemelor (diferite de cele ce tin de calculul de inalta per-
formanta) asigurarea celei mai performante variante pentru o arhitectura data, nu
este o cerinta chiar atat de stringenta, mai ales daca aceasta s-ar obtine pe baza
unor costuri foarte ridicate de dezvoltare si de intretinere.
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Anumite constrangeri ale arhitecturilor, bazate pe proprietatile de comunicare sunt
bine fundamentate acum. O arhitectura este considerata a fi puternica daca poate
sa execute orice aplicatie eficient.

Cea mai puternica clasa de arhitecturi contine calculatoare MIMD cu memorie
partajata si calculatoare MIMD cu memorie distribuita, pentru care capacitatea
retelei de interconectare creste mai repede decat numarul de procesoare — p, cu
un factor de cel putin plogp. Pe un asemenea calculator, executia unei aplicatii
arbitrare cu paralelism p care necesita un timp t, poate fi executata astfel incat
costul p %t sa se conserve. Timpul estimat pentru un calcul abstract nu se poate
regasi pentru o implementare reala deoarece comunicatiile si accesurile la memo-
rie impun intarzieri (“latencies”), care sunt in general proportionale cu diametrul
retelei. Totusi aceste intarzieri pot fi compensate prin folosirea multiprogramarii.
Arhitecturile din aceasta clasa sunt foarte puternice, dar nu sunt scalabile dato-
rita proportiei mari a resurselor lor care sunt implicate in reteaua hardware de
interconectare.

O alta clasa de arhitecturi contine calculatoare MIMD cu memorie distribuita,
pentru care capacitatea retelei cregte doar liniar cu numarul de procesoare (factor
p). Aceste calculatoare sunt scalabile deoarece necesita doar un numar constant
de legaturi de comunicatie pentru fiecare procesor (vecinii unui procesor nu sunt
modificati prin scalare) si deoarece doar o proportie constanta din resurse sunt
afectate retelei hardware. Costul executiei unei aplicatii este in acest caz p * t * d,
unde d este diametrul retelei de interconectare. In executia aplicatiilor arbitrare
este posibil ca fiecare procesor sa fie angrenat in cate o operatie de comunicatie,
care ar necesita d pasi. Arhitecturile din aceasta clasa sunt deci scalabile, dar nu
atat de puternice ca si cele din prima clasa.

Calculatoarele SIMD formeaza o clasa de calculatoare scalabile, dar ineficiente pen-
tru aplicatii arbitrare. Aceasta se datoreaza incapacitatii de a executa mai mult
decat un mic numar de operatii diferite simultan.

In general, timpul necesar comunicatiilor pentru un program poate fi micgorat in
doua moduri: fie prin reducerea numarului de operatii de comunicatie simultane,
fie prin reducerea distantei pe care o traverseaza un mesaj.

Masuri de cost. In afara timpului de executie, care este critic pentru un program
paralel, trebuie avute in vedere si alte metrici care permit evaluarea performantei
unui program paralel.

In cazul programarii secventiale, interactiunea dintre metricile de cost si procesul
de proiectare este una relativ simpla. Procesul de proiectare trebuie sa ia in calcul
doar modificarea complexitatii asimptotice. Sau altfel spus, procesul de proiectare
pentru programarea secventiala poate fi divizat in doua parti: in prima, se iau decizii
cu privire la algoritmi si costurile asimptotice ale programului ce pot fi afectate,
iar in cea de-a doua, se are in vedere un sistem tinta si in functie de acesta se pot
lua anumite decizii de eficientizare (aranjarea textului sursa), dar care nu schimba
decat constantele din fata costurilor asimptotice.
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In cazul programarii paralele, chiar gi mici schimbari in codul sursa sau schimba-
rea arhitecturii tinta pot conduce la modificari ale costurilor asimptotice ale unui
program.

Prin urmare, un MCP trebuie sa contina un mecanism de determinare a costuri-
lor pentru un program (timp de executie, numar de procesoare, memorie folosita,
etc.) inca din timpul ciclului de dezvoltare, intr-un mod care sa nu depinda critic de
arhitectura tinta. Aceste masuri de cost sunt singura cale de a decide in timpul dez-
voltarii, alegerea unui algoritm sau al altuia. Pentru a putea fi practice, asemenea
masuri de cost, trebuie sa se bazeze pe selectarea catorva proprietati, deopotriva ale
arhitecturilor si a softului. Daca se foloseste o metodologie de dezvoltare a progra-
melor bazata pe derivare, se poate impune ca masurile de cost sa formeze un calcul
de cost. Un asemenea calcul permite evaluarea costului unui program, independent
de evaluarea altora gi permite ca transformarile sa fie clasificate dupa proprietatile
lor de modificare a costurilor.

Aceasta cerinta pare a viola proprietatea de abstractizare a unui MCP. Nu se pot
evalua cu acuratete costurile unui program fara a avea ceva informatii despre calcu-
latorul pe care programul se va executa, dar ceea ce se cere este ca aceste informatii
sa fie cat mai minimale posibil. Vom presupune ca un model are masuri de cost daca
este posibila determinarea costului unui program din dimensiunea datelor de intrare,
din textul sau si din proprietatile minimale ale arhitecturii. Aceasta inseamna ca
modelul trebuie sa furnizeze costuri predictive.

Alte cerinte de masurarea costurilor pentru un MCP sunt compozitionalitatea si
convezitatea. Adica costurile unui intreg sa poata fi calculate din costurile partilor
lui si costul total sa nu poata fi redus prin cregterea unuia dintre partile sale.

Reconcilierea intre cerinte

Toate aceste proprietati, care sunt de dorit pentru un MCP performant, sunt intr-o
oarecare masura mutual exclusive gi de aceea nu este usor de a se gasi un echilibru intre
ele.

Modelele abstracte permit o constructie simpla a programelor, dar acestea sunt dificil
de compilat in cod eficient, in timp ce modelele mai putin abstracte fac dificila constructia
softului dar asigura implementare eficienta.

Cerintele teoretice pentru un MCP pot fi considerate metrici pentru clasificarea si
compararea modelelor.

Nivelul de abstractizare va fi utilizat ca baza In gruparea acestora. Abstractizarea
implica si nivelul de simplitate a modelului, deoarece un model abstract nu necesita spe-
cificarea detaliilor cu privire la structura proceselor, a comunicatiilor si a sincronizarilor.
Abstractizarea este de asemenea in stransa legatura cu metodologia de dezvoltare a softu-
lui, deoarece operatiile abstracte pot fi in general direct implementate daca sunt corecte
semantic.

In cazul in care structura programului de implementare este retrictionata de structura
programului abstract, cerintele de implementare eficienta si asigurarii evaluarii costurilor
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se pot considera indeplinite. Un model care permite o comportare perfect dinamica a
proceselor nu va asigura o implementare eficienta sau masuri de cost, pentru ca acestea
depind de interactiunile dintre procese, care nu vor fi cunoscute exact decat la momentul
executiei. In cazul in care nu se permite crearea dinamica de procese, este posibil totusi
sa nu se poata controla comunicatiile si acestea sa nu poata fi limitate. Deci, doar in
cazul unei structuri statice a programelor si comunicatiei limitate, cele doua cerinte pot fi
asigurate. Prin urmare, a doua baza de clasificare va fi constituita din controlul structurii
si al comunicatiilor.

Este foarte probabil ca sa nu se poate construi un model care sa satisfaca toate
cerintele si sa fie satisfacator pentru toti utilizatorii de calcul paralel din toate domeniile.
Totusi modelele care satisfac in mare masura cerintele enuntate sunt potentiali candidati
pentru un paralelism de tip “scop general”, pentru aplicatii paralele dintr-o gama larga
de domenii.

De asemenea, analiza modelelor de calcul paralel cu privire la modul in care acestea
respecta cerintele ne conduce la posibilitatea alegerii celui mai potrivit model pentru
clasa de probleme pe care o avem in vedere.

9.2 Clasificarea modelelor
In functie de gradul lor de abstractizare modelele pot fi clasificate in sase mari categorii:

1. Modele care abstractizeaza paralelismul complet. Prin aceste modele se descrie doar
scopul unui program nu si modul in care acest scop este realizat. Dezvoltatorii
de programe care folosesc aceste modele nu vor tine cont de modul in care se
vor executa programele — in paralel sau secvential; ei doar specifica prin notatiile
furnizate de catre model ceea ce trebuie sa realizeze programele. Aceste modele
sunt foarte abstracte si relativ simple deoarece nu vor fi mai complexe decat un
model pentru calcul secvential.

2. Modele in care paralelismul este explicit, dar partifionarea programelor in procese
(componente) este implicita. Datorita faptului ca descompunerea in componente
este implicita rezulta ca si maparea, comunicarea si sincronizarea lor sunt tot impli-
cite. Folosind aceste modele, programatorii tin cont de faptul ca paralelismul va fi
folosit si trebuie sa evidentieze potentialul de calcul care poate fi paralelizat; ei vor
ignora totusi masura in care acest potential va fi folosit la executie. Aceste modele
pretind in general evidentierea paralelismului maxim prezent in algoritm si apoi
prin adaptarea algoritmului la o arhitectura tinta se reduce in mod corespunzator
gradul de paralelism. Implicatiile legate de mapare, comunicare si sincronizare sunt
analizate la momentul adaptarii unui program descris cu ajutorul unui astfel de
model pentru executia pe o anumita arhitectura.

3. Modele in care paralelismul si partifionarea sunt explicite, dar maparea, comuni-
catia si sincronizarea sunt implicite. In acest caz partitionarea se face explicit,
dar nu sunt analizate implicatiile legate de mapare, comunicare gi sincronizare a
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componentelor rezultate. Aceste implicatii sunt analizate ca si in cazul modelelor
anterioare la implementarea programelor.

Modele in care paralelismul, partitionarea st maparea sunt explicite, dar comumni-
catia st sincronizarea sunt tmplicite. In acest caz, programatorii nu trebuie doar
sa descompuna calculul in procese, dar trebuie sa analizeze si cum trebuie aceste
procese sa fie mapate pe diferitele procesoare ale unei arhitecturi paralele, pen-
tru a se obtine performanta. Aceste modele furnizeaza o anumita abstractizare
pentru actiunile de comunicare dintre procese. Cea mai dificila parte a descrierii
comunicatiei este necesitatea de a eticheta cele doua capete ale fiecarei actiuni de
comunicare. Aproape toate modelele din aceasta categorie incearca sa decupleze
aceste doua capete ale unei comunicatii furnizand abstractizari de nivel inalt, prin
sabloane de comunicare (“skeletons”) sau sa foloseasca alte cai pentru specifica-
rea comunicatiei. Deoarece localizarea are in general un efect important asupra
performantei, tipul retelei de interconectare trebuie sa fie luat in considerare. Da-
torita acestui lucru este dificil de a construi programe portabile folosind asemenea
modele.

Modele in care paralelismul, partitionarea, maparea si comunicatia sunt explicite,
dar sincronizarea este implicita. In acest caz aproape toate detaliile de implemen-
tare sunt analizate cu exceptia deciziilor de sincronizare. In general aceasta se face
prin considerarea unei semantici asincrone: mesajele sunt trimise, dar procesul care
trimite nu poate depinde de momentul in care aceasta transmisie se face, si de
asemenea trimiterea de mesaje multiple nu presupune receptionarea lor in ordinea
trimiterii.

Modele in care totul este explicit. Majoritatea dintre primele modele de calcul para-
lel fac parte din aceasta categorie. Ele sunt destinate unui singur tip de arhitectura,
gestionata in mod explicit. Este deci extrem de dificil de a construi programe fo-
losind aceste modele datorita faptului ca atat corectitudinea cat si performanta se
asigura doar prin analiza atenta a foarte multor detalii — ceea ce poate duce la o
complexitate foarte ridicata in constructia softului. Aceasta este clasa care include
modelele bazate pe “message passing” cum sunt foarte cunoscutele PVM si MPI.

Pentru fiecare dintre aceste categorii se poate aplica o subclasificare in functie de
gradul de control al structurii si comunicatiei:

Modele in care structura proceselor este dinamica. Structura proceselor fiind di-
namica noi procese pot fi create in timpul executiei, iar altele pot fi distruse. In
general, acestea nu sunt foarte eficiente datorita faptului ca nu pot limita volumul
de comunicatie si astfel vor depasi capacitatea de comunicatie a anumitor arhitec-
turi. De asemenea, nu pot defini masuri de cost deoarece costurile programului
depind de decizii care se vor lua la momentul executiei si deci nu pot fi evaluate la
momentul proiectarii.
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o Modele care sunt statice, dar nu limiteaza comunicatia. Nici acestea nu sunt in
general eficiente, tot datorita nelimitarii volumului de comunicatie, dar pot defini
masuri de cost.

e Modele care sunt statice si care limiteaza comunicatia. Aceste modele pot restric-
tiona comunicatia si astfel pot deveni eficiente. Se pot defini de asemenea masuri
de cost.

Tabelele 9.1 si 9.2 prezinta cele mai folosite modele de calcul paralel definite pana in
prezent, clasificate in functie de criteriile date mai inainte.

Vom analiza pe rand aceste tipuri de modele de calcul paralel pentru a evidentia mai
bine caracteristicile si diferentele dintre ele.

9.2.1 Paralelism implicit

Pentru programatori modelele de calcul paralel cele mai simplu de folosit sunt acelea
in care nu trebuie sa se evidentieze paralelismul in mod explicit. Ascunzandu-se toate
actiunile care sunt necesare pentru a se executa un calcul paralel, programatorii pot
folosi cunostintele dobandite in dezvoltarea de programe secventiale. Evident aceste mo-
dele sunt foarte abstracte si prin urmare sarcina implementatorilor nu este deloc ugoara
deoarece transformarea, compilarea si sistemul de executie trebuie sa fie in concordanta
cu structura programului. Aceasta inseamna divizarea calculului in componente pentru
executie, maparea acestor componente si planificarea tuturor comunicatiilor si sincroni-
zarea dintre acestea.

S-a crezut mult timp ca translatarea automata a unui program abstract in implemen-
tare poate fi realizata eficient pornind de la un limbaj imperativ secvential ordinar. Desi
s-a investit foarte multa munca in crearea de compilatoare de paralelizare, aceasta abor-
dare s-a dovedit nerealista datorita dificultatii de a determina daca un anumit aspect al
programului este esential sau nu. Este un fapt cunoscut acum ca procesul de translatare
automata de nivel 1nalt este practic doar daca incepe de la un model ales cu grija, care
este In aceeasi masura abstract dar gi expresiv.

Este posibil sa se trateze toate detaliile necesare pentru obtinerea unei implementari
eficiente, independente de arhitectura, dar este in schimb extrem de dificil. In prezent
doar foarte putine asemenea modele pot garanta implementari eficiente.

Modele cu structura dinamica

Programarea functionala a introdus un nivel inalt de abstractizare in programare. Cal-
culul este precizat folosind o multime de functii si ecuatii, iar rezultatul calculului este
specificat fara a se preciza cum este obtinut. Rezultatul calculului este o solutie, de obicei
un punct fix, a acestor ecuatii. Reprezinta un cadru de lucru in care programele sunt si
abstracte gi posibil a fi transformate formal folosind substitutii ecuationale. Problema
implementarii consta in a gasi solutia acestor ecuatii.

Programarea functionala de nivel inalt trateaza functiile ca si A-termeni si calculeaza
valorile lor folosind reducerea din A-calcul, permitand stocarea lor in structuri de date
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Tabela 9.1: Clasificarea modelelor de calcul paralel.
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Tabela 9.2: Clasificarea modelelor de calcul paralel(cont.).
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transmise ca parametrii gi returnate ca si rezultate. Un exemplu de asemenea limbaj, care
folosegte functionale de nivel inalt, este Haskel [163]. Acesta include cateva caracteristici
clasice ale programarii functionale cum sunt evaluarea intarziata, tipuri de date utilizator,
potrivirea modelelor (“pattern matching”). Limbajul Haskel are chiar un sistem paralel
de intrare-iesire si permite lucrul cu module.

Tehnica folosita de limbajele functionale de nivel inalt pentru calcularea valorilor
functiilor se numeste reducere de graf [145]. Functiile sunt exprimate ca si arbori cu
subarbori comuni pentru subfunctiile partajate, prin urmare prin grafuri. Regulile de
calcul selecteaza substructuri ale grafului, le reduc la forme mai simple pe care apoi le
inlocuiesc 1n graful initial. Atunci cand nu se mai poate face nici o reducere, graful ramas
reprezinta rezultatul calculului.

Reducerea de graf poate fi paralelizata; se pot alege subgrafuri independente care
se pot reduce in paralel. De exemplu, daca trebuie sa evaluam o expresie (expl * exp2),
unde expl si exp2 sunt expresii arbitrare, putem folosi doua fire de executie care evalueaza
independent expl si exp2.

Desi ideea este simpla, este destul de dificil de aplicat in practica. In primul rand,
doar calculele care contribuie la rezultatul final ar trebui calculate, altminteri s-ar face
risipa de resurse si s-ar putea ajunge, de asemenea, la alterarea semanticii programului,
daca un asemenea calcul egueaza (nu se termina). De exemplu, majoritatea limbajelor
functionale permit constructii conditionale de forma:

if b(z) then
f(z)

else
9(x)

Evident doar una dintre valorile f(x) si g(x) este necesara, dar acest lucru nu este
cunoscut decat dupa ce valoarea b(z) este cunoscuta. Deci evaluarea mai intai a valorii
b(x) va preveni calculul inutil, dar maregte lungimea drumului critic. Daca se alege
evaluarea valorilor f(z) si g(z) mai inainte, si de exemplu, calculul valorii f(z) esueaza
doar pentru valori ale lui = pentru care care b(x) este fals, atunci programul nu se va
termina.

Reducerea de graf in paralel a avut un succes limitat pentru calculatoarele cu memorie
partajata, iar pentru calculatoarele cu memorie distribuita eficienta folosirii ei este inca
neobtinuta.

Asemenea sisteme sunt simple si abstracte si permit dezvoltarea de programe prin
transformare, dar nu sunt eficient implementabile. Ceea ce se intampla la executie este
determinat dinamic de sistemul de executie si prin urmare nu se pot furniza masuri de
cost.

Rescrierea concurenta este o abordare asemanatoare in care se folosesc reguli de res-
criere a unor parti de program. Si in acest caz programele sunt formate din termeni care
descriu un anumit rezultat. Ele sunt rescrise prin aplicarea unor seturi de reguli aplicate
subtermenilor, in mod repetat, pana cand nu se mai poate aplica nici o regula. Termenul
rezultat este chiar rezultatul programului. Setul de reguli este ales astfel incat sa fie con-
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fluent (adica aplicarea regulilor pe subtermeni care se suprapun duce la acelagi rezultat
in final) §i s& asigure terminarea (nu existi secvente infinite de rescrieri). In acest fel,
ordinea in care se aplica aceste reguli nu modifica rezultatul final. Exemple de asemenea
modele sunt OBJ [66] - un limbaj functional cu o semantica bazata pe logica ecuationala
si Maude [117].

Prezentam un exemplu bazat pe unul din [109] care va da o idee despre cum se aplica
aceste rescrieri. Consideram un modul functional pentru derivarea polinomiala. Regulile
de rescriere sunt notate pe linii care incep cu eq, iar cele care incep cu ceq sunt reguli
de rescriere conditionate.

fmod PolyDer is
protected POLYNOMIAL .
op der : Var Poly —> Poly .
op der : Var Mon —> Poly .
var A : Int
var N : NzNat .
vars P Q : Poly .
vars U V : Mon .

eq der(P + Q) = der(P) + der(Q)

eq der(U . V) = (der(U) . V) + (U . der(V)
eq der(A * U) = A * der(U)

eq der(X " N) =N * (X ~ (N-1)) if N>1

eq der(X = 1) =1

eq der(A) =0 .
endfm

O expresie cum este der(X = 5+ 3 x X = 4 - X ~ 2 + 3) poate fi calculata in
paralel deoarece se pot aplica simultan mai multe reguli de rescriere.

Si aceste modele sunt simple si abstracte si permit dezvoltarea softului prin transfor-
mare, dar sunt dificil de implementat eficient si sunt prea dinamice pentru a putea defini
masuri de cost.

Intreteserea este o abordare care derivi din ideile multiprogramarii folosite in siste-
mele de operare prin modele de concurenta cum sunt sistemele de tranzifie. Daca un
calcul poate fi exprimat ca un set de subcalcule care comuta astfel incat acestea pot fi
efectuate 1n orice ordine si in mod repetat, atunci exista o mare libertate pentru sistemul
de implementare in a decide structura reala a executarii calculului. Nu este foarte ugor
de a exprima un calcul in aceasta forma, dar exprimarea poate fi usurata prin precedarea
subcalculelor de garzi, care sunt valori booleene. Informal, se poate considera ca seman-
tica programului in aceasta forma este de a evalua fiecare garda si apoi a executa unul sau
mai multe subcalcule care au garzile adevarate; iar aceasta operatie se repeta. Garzile
pot determina intreaga ordine de executie a subcalculelor, chiar si cea secventiala, daca
se folosesc garzi de tipul pas=i. Totusi intentia e de a folosi garzi cat mai slabe.

Un model care foloseste aceasta abordare este UNITY - model care a fost prezentat
pe larg in Capitolul 5.
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Modele bazate pe intretesere sunt simple si abstrate, dar nu par a fi eficient imple-
mentabile gi nu se pot defini masuri de cost.

Limbagele logice paralele implicite exploateaza faptul ca procesul logic de rezolutie
contine multe activitati care se pot executa in paralel. Principalele tipuri de paralelism
in programele logice sunt: paralelismul OR si paralelismul AND. Paralelismul OR este
exploatat prin unificarea in paralel a unui subscop prin potrivirea cu capurile mai multor
clauze. De exemplu, daca trebuie rezolvat subscopul ? — a(x) si clauzele de potrivire sunt

a(x) : =b(x). a(x): —c(x).

atunci prin paralelismul OR se unifica in paralel a(z) cu cele doua clauze.
Paralelismul AND divide calculul scopului in mai multe fire, fiecare dintre acestea
rezolvand un singur subscop in paralel. De exemplu daca trebuie rezolvat scopul:

?—a(x),b(z),c(x).

atunci subscopurile a(x), b(z), ¢(z) sunt rezolvate in paralel.

Limbajele logice paralele implicite determina descompunerea automata a arborelui
de executie a unui program logic intr-o retea de fire de executie paralele. Aceasta se
realizeaza de limbaj atat printr-o analiza statica la compilare cat gi la momentul executiei.
Nu sunt necesare adnotari explicite ale programului. Exemple de asemenea limbaje sunt:
PPP[57], modelul proces AND/OR [40], modelul REDUCE/OR [94], OPERA [27], PALM
[28]. Aceste modele difera prin modul in care este vazut paralelismul, dar sunt proiectate
in principal pentru a fi implementate pe sisteme MIMD cu memorie distribuita. Pentru
a implementa paralelismul, aceste modele folosesc fie fire de executie, fie strategii bazate
pe subarbori. Aceste abordari corespund unor granularitati diferite: in modelele bazate
pe fire de executie granularitatea este fina, iar in cele bazate pe subarbori granularitatea
este medie sau bruta.

Ca gi celelalte modele prezentate anterior in aceasta sectiune, aceste modele sunt
simple si abstracte dar nu pot fi implementate eficient. Totusi exista si exceptii, unele
dintre ele conducand la o performanta foarte buna. Masuri de cost nu pot fi definite
datorita faptului ca limbajele logice implicite sunt foarte dinamice.

Programarea logica prin constrangeri este o importanta generalizare a programarii
logice, prin care se inlocuiegte mecanismul de unificare prin potrivirea modelului (“pattern
matching”) cu o operatie mai generala numita satisfacerea constrangerilor (“constraint
satisfaction”). In acest cadru, o constrangere este o submultime a spatiului tuturor
valorilor posibile pe care o variabila o poate lua. Programatorul nu foloseste explicit
constructii paralele in program, dar defineste un set de constrangeri pe variabile. In
programarea concurenta logica prin constrangeri, un calcul evolueaza prin executarea
firelor de executie care comunica concurent, prin plasarea constrangerilor intr-un spatiu
global, iar sincronizarea se face prin verificarea daca o constrangere este determinata de
acest spatiu. Firele de executie corespund unor scopuri atomice si deci sunt activate in
mod dinamic in timpul executiei programului. Modelele de programare concurenta logica
prin constrangeri includ limbajul cc [150] si limbajele CHIP CLP [86], CLP [92]. Ca si
pentru alte modele paralele logice si acestea sunt prea dinamice pentru a se putea defini
masuri de cost.
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Modele cu structura statica

Daca impunem ca un program abstract sa fie construit pe baza unor unitati sau com-
ponente fundamentale a caror implementare este predefinita, atunci structura necesara
pentru a executa acel program abstract se poate deduce fara probleme. Deci o abordare
posibila in constructia programelor paralele este de a conecta blocuri de constructie gata
facute, aceasta avand urmatoarele avantaje:

e Blocurile de constructie maresc nivelul de abstractizare pentru ca reprezinta unitati
fundamentale cu care programatorul lucreaza. Ele ascund o parte insemnata a
complexitatii interne.

e Blocurile de constructie pot reprezenta calcul paralel, dar pot fi compuse secvential,
astfel Incat programatorul nu trebuie sa evidentieze paralelismul explicit.

e Implementarea blocurilor de constructie trebuie sa fie facuta doar odata pentru
fiecare arhitectura. Aceasta implementare poate fi facuta de catre specialisti, astfel
incat sa se ajunga a solutii eficiente.

In contextul programarii paralele asemenea blocuri au fost numite “skeletons” ( sa-
bloane) [35]. In Sectiunea 4.13 a Capitolului 4 am prezentat pe scurt avantajele lucrului
cu aceste sabloane. De asemenea, in Capitolul 7 am analizat formalismul BMF, unde s-a
evidentiat rolul de sablon al functiilor map si reduce.

In aceastd sectiune, ne vom focaliza atentia asupra sabloanelor algoritmice (“algori-
thmic skeletons”), acele sabloane care incapsuleaza structuri de control. Fiecare sablon
de acest fel corespunde unui algoritm standard sau unui fragment de algoritm, iar aceste
sabloane pot fi compuse secvential. Pentru fiecare arhitectura, compilatorul va alege mo-
dul in care fiecare algoritm incapsulat este implementat si cum se exploateaza paralelismul
intra- si inter- sabloane pentru fiecare arhitectura tinta.

Un exemplu al acestei abordari este limbajul de programare paraleld Pisa (P3L) [43],
care foloseste un set de sabloane algoritmice care cuprind paradigme comune ale pro-
gramarii paralele cum sunt: pipeline, worker farms si reductions. De exemplu, pentru
paradigma worker farm se foloseste constructorul farm:

farm P in (int data) out (int result)
W in (data) out (result)
result = f(data)
end

end farm

Cand sablonul este executat, un numar de componente (workers, tasks) W se executa in
paralel cu doua procese P (emitatorul si colectorul). Fiecare componenta executa functia
f() pe partea sa de date.

Cole [35, 36] a dezvoltat sabloane similare, pentru care a furnizat de asemenea si
masuri de cost. S-au dezvoltat sabloane si pentru reduce si map over pairs, pipeline si
farms [44].
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Sabloanele algoritmice sunt simple si abstracte. Sunt posibile implementari eficiente
pentru sabloane gi de asemenea si masuri de cost. Totusi datorita faptului ca programele
sunt dezvoltate printr-o compunere de sabloane, expresivitatea limbajului de programare
abstract este discutabila.

Modele cu structura statica si comunicatie limitata

Exista si abordari care folosesc sabloane ce limiteaza comunicatia, in general datorita
faptului ca incorporeaza si informatie geometrica a datelor.

Sabloanele omeomorfe bazate pe tipuri de date, derivate din formalismul BMF repre-
zinta un asemenea model. Sabloanele acestui model se bazeaza pe anumite tipuri de date
cum sunt listele, tablourile, arborii si altele. Toate omeomorfismele pe un tip de date
pot fi exprimate ca o instanta a unui singur sablon de calcul recursiv, astfel incat pasii
de implementare trebuie facuti doar o data pentru fiecare tip de data. Mai multe despre
aceasta abordare au fost prezentate in Capitolul 7.

Aceasta abordare este simpla si abstracta si genereaza un mediu de transformari
ecuationale. Sablonul de comunicatie necesar pentru fiecare tip de data este cunoscut ca
o topologie standard pentru acel tip. Se pot construi implementari eficiente daca aceasta
topologie standard poate fi scufundata eficient pe reteaua de interconectare a arhitecturii
tinta. Datorita faptului ca atat calculul cat si comunicatiile sunt determinate in avans,
pot fi furnizate masuri de cost.

Un alt model care se incadreaza in aceasta clasa 1l formeaza limbajele de procesare
celulara bazate pe modelul de executie a automatelor celulare. Un automat celular consta
dintr-o latice de celule de dimensiune n, posibil infinita. Fiecare celula este conectata
la un numar limitat de celule adiacente. O celula are o stare care este aleasa dintr-un
alfabet finit. Starea globala a automatului celular este determinata complet de valorile
starilor celulelor. Starea fiecarei celule este data de o variabila simpla sau structurata
care ia valori intr-o multime finita. Starile tuturor celulelor sunt actualizate simultan,
periodic, la intervale de timp discrete. Celulele isi actualizeaza valorile folosind o functie
de tranzitie, care preia ca intrare starea curenta a celulei locale i a catorva celule vecine
aflate la o distanta marginita.

Exemple de asemenea limbaje sunt Cellang [54], CARPET [159], CDL gi CEPROL
[154]. Ele permit decrierea algoritmilor celulari prin definirea starii celulelor ca variabile
tipizate sau ca o inregistrare de variabile tipizate si printr-o functie de tranzitie care
contine regulile de evolutie ale automatului. Aceste limbaje folosesc modelul SIMD sau
SPMD in functie de clasa arhitecturii tinta. In varianta SPMD, algoritmii celulari sunt
implementati ca o colectie de procese cu granularitate medie, mapate pe diferite elemente
de procesare. Fiecare proces executa acelagi program (functia de tranzitie) pe date diferite
(starea celulelor). Astfel, toate procesoarele executa in paralel aceeagi transformare din
care rezulta o transformare globala a automatului. Comunicatiile apar doar intre celulele
vecine, iar sablonul de comunicatie este cunoscut static. Aceasta duce la implementari
scalabile si eficiente atat pentru arhitecturile MIMD cat si pentru SPMD. Pot fi furnizate
si masuri de cost.

Crystal este un alt model care se bazeaza exploatarea aranjamentului geometric al



9.2. CLASIFICAREA MODELELOR 271

datelor [33]. Acesta este un limbaj functional cu tipuri de date adaugate, numite domenii
inder, necesare pentru a reprezenta geometria datelor. Caracteristica distinctiva consta
in faptul ca domeniile index pot fi transformate si transformarile se reflecta in partea
de calcul a programelor. Este simplu si abstract si poseda un sistem transformational
bazat atat pe semantica functionala cat si pe transformarile domeniilor index. Domeniile
index reprezinta o modalitate flexibila de a incorpora topologia retelei de interconectare
a arhitecturii tinta in derivari si, de asemenea, Crystal poseda un set de masuri de cost
care pot ghida aceste derivari.

9.2.2 Descompunere implicita

A doua clasa contine modele pentru care paralelismul este explicit dar descompunerea
in componente de calcul (fire de executie, procese, ...) este implicita. In aceste modele,
programatorii sunt constienti ca paralelismul va fi folosit si trebuie sa exprime cat mai bine
potentialul de paralelizare al programelor, dar nu stiu exact cat paralelism va fi folosit de
fapt la executie. Ele necesita deseori ca programul sa exprime paralelismul maximal al
algoritmului si apoi se reduce gradul paralelismul pentru a se adapta arhitecturii tinta.

Modele cu structura dinamica

Dataflow [87] reprezinta un model care exprima calculele ca si operatii cu intrari si iesiri
explicite; operatiile pot fi in principiu de orice marime, dar sunt in general mici. Executia
acestor operatii depinde doar de dependentele lor de date, adica o operatie se executa
doar dupa ce toate intrarile ei sunt calculate. Operatiile care nu au dependente mutuale
de date pot fi executate concurent.

Operatiile unui program de tip dataflow se considera a fi conectate de cai care exprima
dependentele de date si pe aceste cai are loc curgerea fluxului de date. Aceste programe
pot fi considerate colectii de functii de ordin unu. Descompunerea este implicita deoarece
compilatorul poate divide graful de executie in orice mod. Procesoarele executa operatii
intr-o ordine care este determinata doar de datele valabile la un anumit moment. Deoarece
operatiile care au dependente directe intre ele se executa la mari diferente de timp, foarte
posibil pe procesoare diferite, localizarea spatiala nu aduce nici un avantaj. Prin urmare,
descompunerea are un efect foarte mic asupra performantei.

Descompunerea se poate face automat prin descompunerea programului in operatii cat
mai mici gi apoi clusterizarea (gruparea) lor pentru a obtine componente de dimensiuni
corespunzatoare pentru a fi executate de procesoarele arhitecturii tinta. Chiar si alocarea
aleatoare a operatiilor pe procesoare conduce la performante bune pentru multe din
sistemele dataflow.

Comunicatia nu se face explicit in programe. Aparitia unui nume ca rezultat al unei
operatii este asociata cu toate locurile unde acel nume reprezinta o intrare a unei operatii.
Deoarece operatiile se executa doar cand toate intrarile lor sunt disponibile, comunicatia
va fi intotdeauna asincrona.

Limbajele dataflow abordeaza diferite variante prentru a exprima operatii repetitive.
Limbaje precum Id [53] si Sisal [116] sunt limbaje functionale de ordin intai (cu atri-
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buire singulara). Ele au structuri sintactice asemanatoare ciclurilor, care creeaza un nou
context pentru fiecare executie a “corpului ciclului” (de aceea ele seamana cu limbajele
imperative cu exceptia faptului ca fiecare nume de variabila poate fi setat doar o data
Intr-un context).

In limbajul Sisal, de exemplu, paralelismul nu este explicit la nivelul codului sursa.
Totusi, sistemul de executie al limbajului poate exploata paralelismul; corpurile ciclurilor
pot fi programate a fi executate simultan si apoi se colecteaza rezultatele lor.

Limbajele dataflow sunt simple si abstracte dar nu au o metodologie naturala de
dezvoltare a programelor. Ele pot fi implementate eficient; de exemplu Sisal obtine
o performanta comparabila cu cele mai bune compilatoare Fortran, pe arhitecturi cu
memorie partajata. Dar pe sistemele cu memorie distribuita nu se obtine eficienta. Masuri
de cost nu pot fi definite datorita faptului ca planificarea operatiilor se face mai ales in
timpul executiei.

Limbagele logice explicite, numite gi limbaje logice concurente, specifica paralelismul
explicit. Exemple de asemenea limbaje sunt PARLOG [74], Delta-Prolog [143], Concur-
rent Prolog[152], GHC si Strand [60].

Aceste limbaje pot fi considerate ca o noua interpretare a clauzelor Horn, o interpre-
tare proces. Conform acestei interpretari, un scop atomic <- C poate fi vazut ca si un
proces, un scop conjunctiv. <- C1, C2, ..., Cn ca gi un proces retea, iar o variabila lo-
gica partajata de doua subscopuri poate fi vazuta ca si un canal de comunicatie intre cele
doua procese. Paralelismul se obtine prin imbogatirea unui limbaj precum Prolog cu un
set de mecanisme de adnotare a programelor. De exemplu, unul dintre aceste mecanisme
este adnotarea variabilelor logice partajate pentru a se asigura ca ele sunt instantiate
doar de un singur subscop.

Un program intr-un limbaj logic concurent este format dintr-o multime de clauze
gardate:

H<-Gl, G2, ..., Gn | B1, B2, ..., Bm. n, m> 0

unde H este capul clauzei, multimea Gi este garda si Bi este corpul clauzei. Operational,
garda este un test care trebuie evaluat cu succes cu unificarea capului pentru clauza care
va fi aleasa. Simbolul | este numit operator “commit” si este folosit ca o conjunctie intre
garda gi corp. Daca garda este vida, atunci operatorul | este omis.

Citirea declarativa a unei clauze gardate este: H este adevarata daca atat conjunctiile
Gi cat gi Bi sunt adevarate. Conform interpretarii proces, pentru a rezolva H este
necesar a se rezolva garda Gi si daca rezolutia sa este cu succes atunci B1, B2, ..., Bm
se rezolva in paralel.

In aceste limbaje este necesara specificarea explicita, folosind adnotari, ce precizeza
ce clauze pot fi rezolvate in paralel. De exemplu, in PARLOG, separatorii de clauze . si ;
controleaza cautarea clauzelor candidate. Pentru fiecare grup de clauze separate prin . se
incearca executia in paralel. Clauzele care urmeaza dupa un ; sunt incercate doar daca
toate clauzele care preced ; au fost gasite ca fiind clauze care nu pot fi candidat.

Desi limbajele logice concurente extind ariile de aplicatii ale programarii logice de la
inteligenta artificiala la aplicatii la nivel sistem, totusi adnotarea programelor impune un
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stil de programare diferit. Acestea diminueaza natura declarativa a programarii logice
prin faptul ca impune ca exploatarea paralelismului sa fie responsabilitatea programato-
rului.

Multilisp [82] este un alt limbaj de programare simbolic in care paralelismul se reali-
zeaza explicit. Acesta este o extensie a limbajului Lisp in care oportunitatile de paralelism
sunt create prin futures. In implementarea limbajului exista o corespondenta unu-la-unu
intre fire de executie si futures. O future aplicata unei expresii creeaza un fir de executie
pentru a evalua aceea expresie in paralel. Expresia (future X) returneaza o suspensie
pentru valoarea X gi creeaza un fir de executie pentru a evalua concurent X, permitand
astfel paralelismul intre doua procese dintre care unul calculeaza valoarea si unul o fo-
losegte. Dupa ce valoarea X este calculata aceasta inlocuieste expresia future. Aceste
futures reprezinta un model de reprezentare a valorilor partial calculate. Constructia
future genereaza un stil de programare asemanator cu cel din modelul dataflow.

Modele cu structura statica

Analiza algoritmilor din punct de vedere a situatiilor, in care aceeasi operatie este aplicata
unor date diferite gi aceste aplicatii nu interactioneaza, a dus la aparitia paralelismului
de date. Aceste situatii implica folosirea de tablouri si pot fi vazute mai abstract ca
instantieri ale functionalei map. Astfel s-a ajuns a se considera paralelismul de date ca
o abordare generala in care programele sunt compuneri de operatii monolitice aplicate
obiectelor unui tip de date si care produc operatii de acelasi tip.

Se disting doua abordari pentru descrierea paralelismului: prima bazata pe cicluri
paralele si cea de-a doua bazata pe operatii monolitice pe tipuri de date.

Consideram limbajul Fortran imbogatit cu instructinuea ForAll, in care iteratiile
corpului ciclului sunt conceptual independente si pot fi executate concurent. De exem-
plu, instructiunea

ForAll (I=1:N, J=1:M)
A(T,J) =1 * B(J)

poate fi executata in paralel pe un calculator paralel. Trebuie insa ca ciclurile sa nu refere
aceleasi locatii de memorie. Aceasta cerinta nu se poate verifica automat, in general, si
de aceea majoritatea dialectelor de Fortran de acest fel lasa in responsabilitatea progra-
matorului realizarea aceastei verificari. Aceste cicluri sunt instante map, desi nu sunt
aplicate intotdeauna asupra unui singur obiect de date

Multe dialecte de Fortran, cum este si High Performance Fortran (HPF) [88] folosesc
acest tip de paralelism la care se mai adauga si un paralelism mai direct prin include-
rea unor constructii pentru specificarea modului in care structurile de date se aloca pe
procesoare, cat gi a unor operatii pentru alte calcule paralele pe date, cum sunt reducerile.

Au fost dezvoltate si limbaje cu paralelism de date bazate pe alte tipuri de date,
diferite de tablouri. Asemenea exemple sunt: parallel SETL, parallel sets, Gamma si
PEIL Limbajul paralel SETL este un limbaj asemanator limbajelor imperative cu operatii
paralele pe colectii. De exemplu, produsul interior pentru inmultirea matricelor se face
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astfel:
c(i,j):=+/{a(i,k)*b(k,j): k over {1..n}}

Gamma este un limbaj cu operatii paralele pe multimi finite.

Limbajele cu paralelism de date simplifica programarea prin faptul ca operatii care
necesita ciclare in limbajele paralele de nivel jos pot fi scrise ca operatii singulare. Mapa-
rea naturala pe arhitecturi, a operatiilor paralele pe date, cel putin pentru tipurile simple,
determina implementari eficiente si posibilitatea definirii unor masuri de cost.

Modele cu structura statica si cu comunicatie limitata

Limbajele cu paralelism de date descrise anterior au fost dezvoltate avandu-se in prim
plan constructia programelor. Exista si limbaje care au fost dezvoltate plecand de la
caracteristici arhitecturale. Din aceasta cauza, ele pun mai mult accent pe comunicatiile
care au loc la calcularea fiecarei operatii.

Arhitectura Connection Machine 2 a inspirat o varietate de limbaje, operatiile de
baza fiind operatii paralele pe liste. Aceste operatii includ in general operatia map,
operatii reduce si posibil si operatii scan si de permutare. Exemple de asemenea limbaje
sunt: scan, multiprefix, paralations, limbajul paralel C*, modelul scan-vector, NESL si
CamlFlight. Acestea sunt in general simple si destul de abstracte. De exemplu, C*
este o extensie a limbajului C care incorporeaza trasaturi ale modelului paralel SIMD.
Paralelismul este implementat prin definirea unor tipuri de date paralele. Programele
C* mapeaza variabilele unui tip de date particular definit ca fiind paralel prin cuvantul
cheie poly, pentru a separa elementele care se proceseaza. In acest fel, fiecare element
de procesare executa in paralel aceeasi instructiune pentru fiecare instanta a tipului de
date specificat.

Limbajele cu paralelism de date furnizeaza in general implementari eficiente pe cel
putin cateva arhitecturi. Se pot defini pentru ele si masuri de cost destul de precise.
Punctul lor slab consta in faptul ca operatiile paralele sunt alese in functie de ceea ce
poate fi implementat eficient si prin urmare, nu exista o baza pentru o metodologie
formala de dezvoltare a softului.

9.2.3 Descompunere explicita

Modelele de acest tip impun ca programele abstracte sa specifice componentele in care
sunt divizate, dar fara a preciza plasarea acestor componente pe procesoare si modul in
care se face comunicarea.

Modele cu structura statica

Singurele exemple din aceasta clasa sunt cele pentru care se renunta la obtinerea localitatii
datelor asigurandu-se faptul ca maparea nu va influenta performanta.
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Calcule locale

m Comunicatii globale

I Doriera de sincronizare

Figura 9.1: Un superpas BSP.

Bulk Synchronous Parallelism (BSP) [166] este un model in care caracteristicile retelei
de interconectare sunt evidentiate prin cativa parametrii arhitecturali. O magina BSP
abstracta consta intr-o colectie de p procesoare abstracte, fiecare cu memorie locala, co-
nectate printr-o retea de interconectare pentru care singurele proprietati care intereseaza
sunt timpul necesar executarii unei bariere de sincronizare (1) gi timpul in care o data
aflata la o adresa aleatoare poate fi transmisa (g). Acesti parametrii pot fi determinati
experimental pentru fiecare sistem paralel.

Un program abstract BSP consta din p componente si este impartit in superpasi.
Fiecare superpas consta din: un calcul pe fiecare procesor, care foloseste doar valori
locale; o comunicatie globala de la fiecare procesor la orice submultime de procesoare
si o bariera de sincronizare. La sfargitul superpasului, rezultatele comunicatiilor globale
devin vizibile In memoria fiecarui procesor. Structura unui superpas este prezentata in
Figura 9.1. Daca maximul calculului global pentru un superpas necesita w unitati de
timp si numarul maxim de valori trimise sau receptionate de orice procesor este h, atunci
timpul total pentru acel superpas este

t=w-+hg+1

(unde ¢ i [ sunt parametrii retelei definiti anterior). Astfel este ugor de determinat costul
global al unui program.

Programele BSP trebuie sa fie descompuse in componente de calcul, dar plasarea lor pe
procesoare se va face automat. Comunicatia va fi determinata de maparea componentelor,
iar sincronizarea are loc pentru toate componentele.

Modelul este simplu gi destul de abstract, iar masurile de cost ale unui program pe
orice arhitectura sunt reale. Implementarile sunt eficiente pe cat de eficient poate fi
un program BSP (este posibil sa existe pentru aceeasi problema, programe dezvoltate
folosind alte modele care sa fie mai eficiente).

Implementarile curente ale modelului BSP folosesc biblioteci SPMD bazate pe C sau
Fortran. In modelul Oxford BSP, se furnizeza operatii put care pun o data in memoria
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locala a unui alt procesor, operatii get care preiau o data din memoria locala a unui alt
procesor si operatii pentru sincronizare. In continuare, este prezentat un exemplu pentru
calculul sumelor prefix:

int prefixsums(int x) {
int i, left, right;
bsp_pushregister (&left, sizeof(int));
bsp_sync();
right = x;
for(i=1;i < bspnprocs();ix =2) {
if (bsp_pid()+i < bsp-nprocs())
bsp_put (bsp_pid()+i,&right, &left, 0, sizeof(int));
bsp_sync() ;
if (bsp_pid() >= i) right = left +right;
}
bsp_popregister (&left) ;
return right;

Operatiile bsp_pushregister si bsp_popregister sunt folosite pentru a da posibili-
tatea fiecarui proces sa refere variabile dintr-un alt proces prin nume, chiar daca acestea
au fost alocate in memoria heap sau pe stiva.

O abordare asemanatoare este LogP [41] care foloseste procese similare, cu contexte
locale, actualizate de comunicatii globale. Nu sunt folosite bariere de sincronizare globale
in LogP. Modelul LogP a fost construit ca un model abstract care sa capteze realitatea
tehnologica a calculului paralel. Se folosesc patru parametrii: intarzierea (L), timpul de
overhead (o), largimea de banda (g) si numarul de procesoare (P). Cu toate acestea,
LogP nu este un model mai puternic decat BSP, care este mult mai simplu.

9.2.4 Mapare explicita

Modelele din aceasta clasa specifica descompunerea programelor in componente gi de
asemenea §i cum sunt asignate aceste componente de calcul pe procesoare, dar furni-
zeaza cateva abstractizari referitor la operatiile de comunicatie. Partea dificila a descrie-
rii unei comunicatii consta in necesitatea specificarii celor doua etichete ale capetelor
fiecarei comunicatii si asigurarii potrivirii intre aceste specificatii. Modelele din aceasta
clasa incearca sa simplifice aceasta descriere fie prin decuplarea dintre cele doua ca-
pete ale fiecarei comunicatii, fie prin furnizarea unui nivel inalt de abstractizare dat de
sabloane de comunicatii, fie prin furnizarea unor modalitati mai bune pentru specificarea
comunicatiei.
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Modele cu structura dinamica

Limbagele de coordonare simplifica comunicatia prin separarea aspectelor ce tin de calcul
de cele ce tin de comunicatie i prin furnizarea unui limbaj separat pentru specificarea
comunicatiei. Aceasta separare face ca partea de calcul si cea de comunicatie sa fie
ortogonale una fata de cealalta si astfel un anumit stil de coordoonare poate fi aplicat la
orice limbaj secvential.

Cel mai cunoscut exemplu este Linda [29] care inlocuiegte comunicatia punct-la-punct
cu un spatiu partajat in care valorile datelor sunt plasate de catre procesoare si de unde
sunt extrase in mod asociativ. Acest spatiu este numit spafiu de tuple (“tuple space”).
Modelul de comunicare Linda contine trei operatii:

1. @n — prin care se sterge un tuplu din spatiul de tuple, in functie de aritatea sa si de
valorile anumitor campuri;

2. read (rd) — care este similard cu in, doar ca se copiaza tuplul corespunzator din
spatiul de tuple;

3. out — prin care se scrie un tuplu in spatiul de tuple.

De exemplu, operatia read: rd("Romania", 7X, "Europa") cauta in spatiul de tuple
tuplele cu trei elemente dintre care primul este egal cu ”Romania”, ultimul cu ” Europa”
si cel din mijloc de acelasi tip cu variabila X. In afara acestor operatii, Linda defineste si
o operatie eval(t) prin care se creeaza implicit un nou proces care evalueaza tuplul t si
il insereaza in spatiul de tuple.

Operatiile limbajului Linda separa partile de transmisie si receptie a unei comunicatii
— procesul care “transmite” nu are cunostinta de procesul care “receptioneaza” si nici
nu stie daca acesta exista. Modelul Linda impune gestiunea descompunerii, dar reduce
complexitatea comunicatiei. Din pacate, un spatiu de tuple nu este in mod obligatoriu
eficient implementabil si nu se pot furniza masuri de cost. Chiar mai mult, este posibila
situatia de “deadlock” in Linda.

Pentru Linda s-a incercat si dezvoltarea unei metodologii de dezvoltare a softului.
Linda Program Builder (LPB) este un mediu de programare de nivel inalt care ajuta la
proiectarea si dezvoltarea programelor Linda [4]. Acest mediu ghideaza programatorul
in proiectarea, codificarea, monitorizarea si executia programelor Linda.

Limbajele cu comunicatie nebazata pe mesaje reduc overhead-ul de gestiune al comuni-
catiilor prin tratarea comunicatiilor in mod mai natural firelor de executie. De exemplu,
ALMS trateaza trasmiterea de mesaje ca gi cand canalele de comunicatie ar fi mapate
in memorie. Referinta la anumite variabile mesaj care apar in diferite fire de executie se
comporta ca gi un transfer de mesaj de la un fir la celelalte. PCN gi Compositional C++
ascund de asemenea comunicatiile prin folosirea variabilelor de unica folosinta. Incercarea
de a citi dintr-una din aceste variabile blocheaza firul daca nu s-a plasat anterior o valoare
in variabila de catre alt fir.

Limbajul PCN este bazat pe doua concepte foarte simple: compozitie concurenta si
variabile cu o singura atribuire. Aceste variabile se numesc variabile definitie. Compozitia
concurenta permite executia paralela a blocurilor de instructiuni specificate, fara a pre-
ciza cum vor fi mapate pe procesoare aceste blocuri. Procesele care partajeaza o variabila
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definitie pot comunica prin intermediul ei. De exemplu, in urmatoarea compozitie para-
lela

{I'l producator(X), consumator (X)}

cele doua procese producator si consumator pot folosi variabila X pentru a comunica
indiferent de locatia lor pe calculatorul paralel.

Virtual shared memory este extensia logica a maparii comunicatiei iIn memorie. In
acest caz se foloseste o abstractizare care defineste un singur spatiu de adrese partajat.

Limbagele functionale adnotate permit programatorilor sa furnizeze informatie in plus
despre cele mai potrivite moduri de a descompune calculul in componente si de plasare
a lor. In acest caz, sarcina compilatorului este mult ugurata. Se folosesc tot regulile
clasice de reducere si astfel comunicatia si sincronizarea determinata de mapare decurge
in acelagi mod ca si in cazul reducerii de graf pure.

Un exemplu de asemenea limbaj este limbajul functional Paralf, care se bazeaza pe
evaluare intarziata, la cerere. Totusi limbajul permite utilizatorului sa controleze ordinea
de evaluare prin adnotari explicite. In Paralf comunicatia §i sincronizarea sunt implicite,
dar furnizeaza o notatie de mapare prin care se specifica ce expresii sa fie evaluate si pe
ce procesor. De exemplu, expresia

(f(x) $on ($self + 1)) * (h(x) $on ($self))

specifica faptul ca expresia f(x) se va calcula pe procesorul vecin, in paralel cu calculul
expresiei h(x).

Remote Procedure Call (RPC) este mecanism care reprezinta o extensie a clasicului
apel de procedura. Un RPC este un apel de procedura intre doua procese distincte:
apelant si receptor. Cand un proces apeleaza o procedura la distanta de pe alt proces,
receptorul executa codul corespunzator procedurii si trimite procesului apelant parame-
trii de iegire. Ca si conceptul de “rendezvous”, RPC este o forma de cooperare sincrona.
In timpul executiei procedurii procesul apelant este blocat si este reactivat doar dupa
primirea rezultatelor. Sincronizarea completa RPC poate duce la limitarea exploatarii
la un nivel inalt a paralelismului dintre procesele care sunt parte a unui program concu-
rent. Pentru a micgora acest efect, majoritatea sistemelor bazate pe RPC folosesc fire de
executie. Exemple de limbaje care folosesc RPC sunt: DP, Cedar si Concurrent CLU.

Modele cu structura statica

Limbagele grafice simplifica descrierea comunicatiilor prin faptul ca permit ca acestea sa
fie inserate grafic la un nivel inalt si structurat. De exemplu, limbajul Enterprise clasifica
unitatile de program pe baza tipului si insereaza o structura de comunicatie automat
bazat pe tip. Limbajul Parsec permite unitatilor de program sa fie conectate pe baza
unei multimi de sabloane de conectare predefinite. Descompunerea in aceste modele este
explicita, dar comunicatia este mai simplu de descris. Sabloanele de comunicatie se aleg
in functie de necesitati, mai degraba decat bazat pe eficienta si astfel nu pot fi garantate
implementari eficiente si nici masuri de cost.
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Limbagele de coordonare cu contexte extind ideea folosita de limbajul Linda. Una din
slabiciunile existente in Linda este ca se furnizeaza doar un singur spatiu de tuple global
si astfel se exclude dezvoltarea modulara. Limbajul Ease extinde modelul Linda preluand
idei de la limbajul Occam. Ease lucreaza cu mai multe spatii de tuple numite contezte
si care sunt vizibile doar anumitor fire de executie. Deoarece firele de executie care pot
folosi un context particular sunt cunoscute, contextele pot prelua anumite proprietati
ale canalelor definite in Occam. Firele de executie citesc si scriu date in contexte ca
si cum ar fi spatii de tuple, folosindu-se potrivirea asociativa. Dar se poate folosi si
un alt set de primitive prin care se muta date intr-un context si se poate renunta la
statutul de proprietate asupra datelor, sau se pot extrage date dintr-un context odata
cu stergerea lor. Asemenea operatii pot folosi transmiterea prin referinta, pentru a se
garanta faptul ca datele sunt referite doar de un fir de excutie la un moment dat. Limbajul
Ease pastreaza multe din proprietatile din Linda, dar permite implementari mai eficiente.
Descompunerea este de asemenea simplificata prin structurarea proceselor in stil Occam.

Un alt limbaj asemanator este ISETL-Linda care este o extensie a limbajului SETL.
Se aseamana cu un limbaj cu paralelism de date, in care colectiile sunt un tip de date si
potrivirea asociativa este o operatie de selectie pe colectii. Astfel ISETL-Linda poate fi
considerat ca un limbaj de tip SETL cu un nou tip de date, sau ca o extindere a unui
limbaj de tip Linda cu sabloane (“skeletons”).

Opus este un limbaj derivat din Fortran care se bazeaza atat pe paralelism de date
cat si pe paralelism functional, dar comunicatiile sunt realizate prin abstractizari de date
partajate. Acestea sunt obiecte autonome, vizibile oricarei submultimi de componente
de calcul; doar o componenta din fiecare obiect este activa la un anumit moment. Aceste
abstractizari reprezinta un tip de generalizari ale monitoarelor.

Modele cu structura statica si comunicatie limitata

Sabloanele de comunicare extind ideea blocurilor prestructurate la comunicatie. Un
sablon de comunicare reprezinta o intretesere a unor pasi de calcul (care constau in calcule
locale independente) cu pasi de comunicatie (care se bazeaza pe modele de comunicatie
intr-o topologie abstracta). Acest model compune idei preluate din BSP gi din mode-
lele bazate pe sabloane algoritmice, precum si concepte cum sunt rutarea adaptiva si
broadcast. Pot fi implementate eficient gi pot defini masuri de cost.

9.2.5 Comunicatie explicita

Modelele din aceasta clasa expliciteaza comunicatia, dar reduc complicatiile legate de
sincronizare. In general aceasta se obtine prin folosirea unei semantici asincrone.

Modele cu structura dinamica

Retelele de procese (“process nets”) se aseamana cu modelele bazate pe flux de date
(dataflow) prin faptul ca operatiile sunt, in cele doua cazuri, entitati care raspund la
venirea datelor prin calcul si eventual prin transmiterea altor date. In cazul retelelor de
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procese insa operatiile pot decide individual care va fi raspunsul lor la venirea datelor si
pot de asemenea sa decida individual schimbarea comportamentului lor. Nu exista deci
starea globala, care pentru modelele bazate pe flux de date, exista cel putin implicit.

Modelele bazate pe actori sunt principalele modele din aceasta clasa. Sistemele actor
constau n colectii de obiecte numite actori, fiecare avand o coada de mesaje de intrare. Un
actor repeta urmatoarea secventa de operatii: citeste urmatorul mesaj de intrare, trimite
mesaje catre alti actori ale caror identitati le cunoaste si defineste o noua comportare
care guverneaza raspunsul pentru urmatorul mesaj. Mesajele se transmit asincron si fara
o anumita ordine. Pentru a se putea obtine, insa, implementari eficiente ar trebui sa se
restrictioneze comunicatia globala, dar acest lucru este dificil datorita naturii distribuite
a modelului. Tot datorita acestui lucru cat gi a sistemului de transmitere de mesaje,
introducerea de masuri de cost este imposibila. Modelul actor este de nivel jos, dar este
modular si simplu.

Limbajul Darwin, bazat pe pi-calcul, foloseste alt tip de retea de procese. Limbajul
furnizeaza o submultime de configurare, bine fundamentata semantic, pentru specificarea
modului de conectare a proceselor ordinare si a modului lor de comunicare. Legatura
dintre semantica comunicatiei si conexiuni este dinamica, spre deosebire de alte limbaje
de configurare.

Una dintre slabiciunile modelelor actor este faptul ca actorii 1si proceseaza coada de
mesaje secvential si aceasta poate duce la blocari. S-au propus modele de extindere, cum
sunt Concurrent Aggregate si ActorSpace, care trateaza acesta problema. Concurrent
Aggregate (CA) este un limbaj orientat-obiect foarte potrivit pentru a trata paralelismul
cu granularitate fina pe masive de procesoare. Cu acest limbaj s-a incercat inlaturarea
surselor de secventialitate nenecesare. Un agregat in CA este o colectie omogena de
obiecte (numite reprezentanti) care pot fi referite printr-un singur nume. Fiecare agregat
poate primi mai multe mesaje simultan. Sunt incorporate gi alte caracteristici inovative
cum sunt: delegare, adresare intra-agregat, mesaje de prima clasa. Delegarea permite
ca gi comportamentul unui agregat sa poate fi construit incremetal din comportamentele
altor agregate, iar adresarea intra-agregat permite cooperarea intre parti ale aceluiasi
agregat.

Modelul ActorSpace extinde modelul actor prin eliminarea sincronizarilor care nu
sunt necesare. In modelul ActorSpace comunicatiile sunt asincrone gi astfel un actor
care trimite un mesaj nu trebuie sa isi blocheze executia pana cand receptorul este gata
sa preia sau sa prelucreze mesajul. Prin necrearea dependentelor de date nenecesare,
abordarea dirijata de mesaje a acestui model permite exploatarea concurentei maxime.
Un spatiu actor este o colectie de actori, pasiva din punct de vedere computational,
care actioneza ca un context pentru “pattern matching”. Mesajele pot fi transmise unui
membru arbitrar al grupului sau tuturor membrilor unui grup care corespund unui model
(“pattern”).

O posibila abordare este de a extinde limbajele orientate-obiect astfel incat mai multe
fire de executie sa fie active la un moment dat. Acest lucru se poate realiza in doua mo-
duri. Primul, care a fost numit orientare-obiect externa, permite fire de control multiple
la cel mai inalt nivel al limbajului. Starea unui obiect poate functiona in acest caz ca
si un mecanism de comunicare, deoarece poate fi modificata de o metoda executata de
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un fir de executie si observata de o metoda executata de un altul. A doua modalitate,
numita orientare-obiect interna, incapsuleaza paralelismul in interiorul metodelor unui
obiect si astfel la nivel inalt, limbajul apare ca fiind secvential. Este astfel foarte strans
legat de paralelismul de date.

In cazul modelelor orientate-obiect extern, actorii sunt considerati indiferent daca se
comunica cu ei sau nu. Cateva exemple de asemenea limbaje sunt: ABCL/1, ABCL/R,
POOL-T, EPL, Emerald si Concurrent Smalltalk. In aceste limbaje, paralelismul se
bazeaza pe atribuirea unui fir de executie fiecarui obiect gi concurenta poate fi marita
prin transmiterea de mesaje asincrone.

In limbajele orientate-obiect extern, paralelismul poate fi exploatat in doua moduri
principale: folosind obiectele ca unitati ale paralelismului prin atribuirea fiecarui obiect
unul sau mai multe procesoare, sau prin definirea proceselor ca si componente ale limba-
jului. Limbajele corespunzatoare primei abordari sunt bazate pe obiecte active. Fiecare
proces este legat de un anumit obiect pentru care a fost creat. Folosind cea de-a doua
abordare sunt definite doua tipuri de entitati: obiecte si procese. Un proces nu este legat
de un singur obiect, ci este folosit pentru a executa toate operatiile necesare pentru a
satisface o actiune. Prin urmare, un proces se poate executa pentru mai multe obiecte,
prin schimbarea spatiului sau de adrese atunci cand se face o invocare de la alt obiect.
Limbajele Argus si Presto folosesc aceasta a doua abordare. Aceste limbaje furnizeaza
mecanisme de creare si controlare a proceselor multiple, externe structurii de obiecte.

Mesaje active reprezinta o abordare care decupleaza comunicatia cat si sincronizarea
prin tratarea mesajelor ca obiecte active in loc de a le trata ca date pasive. In mod
esential un mesaj activ consta din doua parti: o parte de date si o parte de cod care se
executa pe procesorul receptor cand mesajul ajunge. Astfel mesajul se transforma intr-un
proces cand ajunge la destinatie. Nu exista nici o sincronizare intre procese si astfel un
mesaj send nu are un corespondent receive. Aceasta abordare este folosita de sistemul
Movie si de mediile de limbaj pentru magina J.

Modele cu structura statica

Limbajele orientate-obiect intern se incadreaza in aceasta categorie. Limbajul de progra-
mare Mentat (MPL) este un sistem paralel orientat-obiect proiectat pentru dezvoltarea
de aplicatii paralele independent de arhitectura. Acest sistem integreaza un model de
calcul dirijat de date in paradigma orientata-obiect. Modelul de calcul dirijat de date su-
porta un grad inalt de paralelism, iar orientarea obiect ascunde utilizatorului foarte mult
din caracteristicile de paralelism. MPL este o extensie a limbajului C++, care suporta
atat paralelism inter cat si intra obiecte. Constructiile limbajului sunt mapate modelului
macro de flux de date care este modelul de calcul care sta la baza sistemului Mentat. Este
un model cu granularitate medie, dirijat de date, in care programele sunt reprezentate ca
si grafuri orientate. Varfurile grafurilor sunt elemente de calcul care realizeaza anumite
functii. Muchiile evidentiaza dependentele de date. Compilatorul genereaza cod pentru
a construi si executa aceste grafuri. Paralelismul intre obiecte este in general transpa-
rent programatorului. In aceastd abordare, programatorul ia deciziile de granularitate
si partitionare folosind constructiile limbajului, iar compilatorul si sistemul de executie
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gestioneaza comunicatiile i sincronizarile.

Modele cu structura statica si comunicatie limitata

Reprezentanti ai acestei clase sunt tablourile sistolice. Structura gi comunicatia in aseme-
nea sisteme au fost tratate in Capitolul 1, Sectiunea 1.1.1 gi Capitolul 4, Sectiunea 4.8.
Un program paralel pentru un tablou sistolic trebuie sa specifice cum sunt mapate datele
pe elementele de procesare si fluxul de date intre elemente.

Sunt necesare modele de programare de nivel inalt pentru a promova folosirea pe scara
larga a tablourilor sistolice programabile. Un astfel de exemplu este limbajul Alpha, unde
programele sunt exprimate prin ecuatii recurente. Acestea sunt trasformate in forma
sistolica prin considerarea dependentelor de date ca definind un spatiu afin, care poate fi
transformat geometric.

9.2.6 Totul explicit

In aceste modele programatorii trebuie sa specifice toate detaliile legate de implementare.
Este foarte dificil de construit aplicatii folosind aceste modele datorita faptului ca atat
corectitudinea cat si performanta pot fi obtinute doar prin tratarea atenta a numeroase
detalii.

Majoritatea din modelele de calcul de prima generatie sunt de acest tip, fiind proiec-
tate pentru un singur tip de arhitectura gestionata explicit.

Modele cu structura dinamica

Cele mai multe dintre aceste modele se bazeaza pe o anumita paradigma pentru tratarea
partitionarii, maparii si comunicatiilor. Exista doar cateva modele care au incercat sa
furnizeze cadrul pentru abordarea mai multor paradigme. Un asemenea exemplu este
limbajul P1i, care furnizeaza un set de primitive pentru fiecare stil de comunicatie. Aceste
modele pot fi implementate eficient si dispun de asemenea de masuri de cost, dar sar-
cina de constructie a softului este dificila datorita multitudinii de detalii care trebuiesc
precizate pentru fiecare calcul. Un alt set de modele este reprezentat de limbajele de
programare Orca gi SR. Orca este un limbaj bazat pe obiecte care foloseste date de tip
obiect partajate pentru comunicatia interproces. Sistemul Orca este o multime de ab-
stractizari structurata ierarhic. La cel mai de jos nivel operatia broadcast este primitiva
de baza, astfel incat scrierea intr-o structura replicata se poate realiza rapid in sistem.
La urmatorul nivel de abstractizare, datele partajate sunt incapsulate in obiecte pasive
care sunt replicate in sistem. Paralelismul se exprima in Orca prin crearea explicita a
proceselor. Un proces nou poate fi creat prin intermediul instructiunii fork

fork proc name(params) [on (cpu number)]

Partea optionala on specifica procesorul pe care sa se execute procesul fiu. Parametrii
specifica obiectele de date partajate care se vor folosi pentru comunicatia intre parinte si
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fiu.

Modelul SR (“Synchronizing Resources”) se bazeaza pe conceptul de resursd. O resursa
este un modul care poate contine cateva procese. O resursa poate fi creata dinamic prin
comanda create, iar procesele sale pot comunica prin folosirea semafoarelor. Procesele
care apartin de resurse diferite comunica folosind o multime restransa de operatii definite
explicit de program ca si proceduri.

Exista insa mult mai multe modele care se bazeaza doar pe o singura paradigma de
comunicatie. Consideram urmatoarele trei paradigme: transmitere de mesaje, memorie
partajata si rendezvous.

Transmiterea de mesaje reprezinta tehnologia de comunicatie de baza pentru arhitec-
turile de tip MIMD si deci modelele bazate pe transmitere de mesaje sunt disponibile
pentru asemenea tipuri de magini. Interfetele sunt de nivel scazut si folosesc operatii
send si receive pentru a specifica mesajul ce trebuie transmis, indentificatorii de procese
si adresele.

Sistemele bazate pe transmitere de mesaje se aseamana foarte bine cu sistemele folosite
pentru arhitecturile cu memorie distribuita. De aceea s-au construit interfete standard
care sa iImbunatateasca portabilitatea programelor cu transmitere de mesaje. Un exem-
plu destul de recent si foarte folosit este MPI (“Message Passing Interface”) [179] care
furnizeaza un set bogat de primitive, in care sunt incluse comunicatii punct-la-punct,
broadcasting, abilitatea de a aduna procese in grupuri si de a comunica doar in interiorul
fiecarui grup. MPI a fost definit pentru a deveni un standard pentru interfata de trans-
mitere de mesaje pentru aplicatiile paralele si biblioteci. Comunicatiile punct-la-punct se
bazeaza pe primitivele send si receive

MPI Send(buf, bufsize, datatype, dest, ...)
MPI Receive(buf, bufsize, datatype, dest, ...)

MPI furnizeaza si primitive pentru comunicatii colective si sincronizari, cum sunt
MPI Bcast, MPI _Gather, MPI Scatter si MPI Barrier. In prima versiune MPI1 nu exis-
tau primitive care sa permita crearea dinamica a proceselor, dar in versiunea MPI2 s-au
adaugat primitive pentru mesaje active, crearea dinamica a proceselor, pornirea procese-
lor.

Multe din sistemele independente de arhitectura bazate pe transmiterea de mesaje au
fost dezvoltate astfel incat sa permita folosirea transparenta a retelelor de statii de lucru.
In principiu, aceste retele au multa putere de calcul nefolosita, care poate fi exploatata.
In practica, intarzirea mare generata de comunicatiile intre statiile de lucru face ca aceste
arhitecturi sa nu asigure o performanta inalta. Modelele pentru transmitere de mesaje
intre statii de lucru includ sisteme cum sunt PVM, Parmacs si p4. Aceste modele sunt la
fel ca si sistemele cu transmitere de mesaje inter-multiprocesor, doar ca in general pro-
cesele au granularitate mai mare pentru a se incerca ascunderea intarzierilor (“latency”)
si de asemenea ele trebuie sa rezolve heterogenitatea procesoarelor. De exemplu, PVM
(“Parallel Virtual Machine”) [180] este foarte mult folosit si este acceptat in general ca
fiind instrumentul de programare pentru calcul distribuit heterogen. FEl furnizeaza un
set de primitive pentru creare de procese si comunicatii care pot fi incorporate intr-un
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limbaj procedural existent, pentru implementarea programelor paralele. In PVM crearea
de procese se face prin apelul procedurii pvm_spawn(). Instructiunea

proc_num=pvm_spawn("progl", NULL, PVMTaskDefault, O, n_proc)

creeaza n_proc copii ale programului progl. Numarul real de procese pornite este dat de
proc_num. Comunicatia intre doua procese poate fi implementata prin primitivele:

pvm_send (proc_id, msg)
pvm_receive(proc_id, msg)

Pentru comunicatiile de grup si sincronizari se pot folosi operatiile pvm bcast(),
pvm mcast (), pvm_barrier().

Folosind PVM si alte modele similare, programatorii trebuie sa precizeze descompune-
rea, maparea si comunicatia explicit. Acest lucru poate fi chiar foarte complicat deoarece
se poate lucra cu diferite sisteme de operare. Aceste modele pot deveni mai eficiente prin
folosirea In mai mare masura a interconectarii optice pentru legarea statiilor de lucru.

Comunicatia bazata pe memorie partajata este o extensie naturala a tehnicilor fo-
losite de sistemele de operare, inlocuindu-se insa multiprogramarea cu multiprocesarea.
Prin urmare, modelele care folosesc aceasta paradigma sunt usor de inteles. Sunt totusi
anumite aspecte care se schimba cand este vorba de paralelism. Calculatoarele paralele
cu memorie partajata folosesc, in general pentru comunicare paradigmele standard cum
sunt variabilele partajate si semafoarele. Acest model de calcul este deosebit de atrac-
tiv deoarece etapele de descompunere si mapare nu sunt atat de dificile. Totusi, aceste
modele sunt legate strans de un singur tip de arhitecturi si deci programale bazate pe
memorie partajata nu sunt portabile.

Un exemplu important de acest tip il reprezinta Java, care a devenit foarte popular
datorita aplicatiilor Web care pot fi construite cu ajutorul lui. Java permite crearea
firelor de executie, care pot comunica si se pot sincroniza. Aceste variabile partajate
se pot accesa in interiorul metodelor sau sectiunilor sincronizate. Aceste sectiuni sunt
incluse In sectiuni critice care sunt create automat. Sectiunile de acest tip sunt numite
monitoare, desi operatiile notify si wait trebuie sa fie invocate explicit in aceste sectiuni
si nu asociate automat la intrare si iegire.

Exista insa numeroase alte sisteme bazate pe fire de executie care se bazeaza pe
comunicatie cu memorie partajata.

Modelele de programare bazate pe conceptul de rendezvous se bazeaza pe paradigma
memoriei distribuite si folosesc un mecanism de cooperare particular. In modelul de
comunicatie rendezvous, o interactiune intre doua procese A si B are loc atunci cand A
apeleaza o intrare (“entry”) a lui B, iar B executa o operatie de acceptare ( “accept”)
pentru aceea intrare. Un apel de intrare este similar cu un apel de procedura, iar o
instructiune de acceptare a celei intrari contine o lista de instructiuni ce trebuie executate
atunci cand este apelata intrarea. Cele mai cunoscute limbaje de programare bazate pe
conceptul de rendezvous sunt Ada si Conccurent C. Ada [124] a fost proiectat pentru
Departamentul apararii SUA pentru a permite programarea aplicatiilor in timp real atat
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pe calculatoare secventiale cat si pe cele paralele. Paralelismul in Ada se bazeaza pe
procese numite taskuri. Un task poate fi creat dinamic sau poate fi declarat static. In cel
de-al doilea caz, taskul este activat atunci cand se intra in blocul care contine declaratia
sa. Taskurile sunt compuse dintr-o parte de specificare gi un corp. Declaratiile de intrare
entry pot fi facute doar in partea de specificare a unui task, iar instructiunile de acceptare
pot apare in corpul taskului. De exemplu, urmatoarea instructiune de acceptare executa
operatia de inmultire specificata atunci cand intrarea square este apelata:

accept SQUARE(X: INTEGER, Y: out INTEGER) do
Y := X x X;
end;

Ada nu permite specificarea maparii taskurilor pe procesoare si nu furnizeaza conditii
care sa poata fi asociate cu declaratiile entry.

Modele cu structura statica

Un exemplu de asemenea model este Occam [93], in care structura proceselor este fixa
si comunicatia are loc folosindu-se canale sincrone. Programele Occam se construiesc
dintr-un numar mic de primitive: atribuire, input (?) si output (!). Pentru a se proiecta
procese paralele complexe, trebuie sa se foloseasca constructia paralela PAR impreuna cu
primitivele. Doua procese pot fi executate in paralel daca se specifica

PAR
Proc1
Proc2

constructie care se termina doar dupa ce toate componentele sale se termina. Constructia
ALT permite implementarea nedeterminismului. Se asteapta o intrare de la un numar de
canale de comunicatie si apoi se executa componenta proces corespunzatoare. De exem-
plu, prin codul

ALT
request 7 data
DataProc
exec 7 oper
ExecProc

se agteapta primirea unei date sau a unei operatii, iar apoi se va executa procesul cores-
punzator garzii selectate.

Limbajul Occam are un fundament semantic foarte puternic, bazat pe CSP (“Co-
mmunicating Sequential Programs”) [89] si astfel dezvoltarea softului prin transformari
este posibila. Totusi, este de nivel jos si este practic doar pentru un numar mic de tipuri
de aplicatii.
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Sumar

Analiza realizata de D. Skillicorn si D. Talia se bazeaza pe structurarea modelelor in
functie de cele sase criterii enuntate la inceput. Patru dintre aceste criterii se refera la
posibilitatea folosirii modelelor pentru dezvoltarea softului paralel, acestea fiind: usurinta
programarii, existenta unei metodologii de constructie corecta a softului, independenta
de arhitectura si abstractizarea. Celelalte doua criterii au vedere executia modelelor pe
magini paralele reale si se refera la implementare eficienta si existenta unor masuri de
cost.

Aceasta analiza scoate in evidenta faptul ca dezvoltarea modelelor de calcul paralel
pleaca de la abordari de nivel jos dar tinde spre abordari mult mai abstracte.

Sunt posibile, de asemenea, si alte clasificari ale modelelor paralele existente, de exem-
plu, in functie de paradigma de programare de la care se pleaca: imperativa, functionala
sau logica.



Anexa

Notiuni de teoria grafurilor

Graf: 1) un graf neorientat G este o pereche ordonata de multimi (X, U), unde X este
o multime finita, numita multimea varfurilor sau a nodurilor, iar U este formata din
perechi neordonate de elemente distincte din X, numite muchii. O muchie fiind notata
cu [z,y], nodurile x gi y se numesc extremitatile acestei muchii. Daca [z,y] € U, se
spune ca nodurile z si y sunt adiacente in graful GG, iar nodurile z si y sunt incidente
cu muchia [z, y].

2) Un graf orientat G este o pereche ordonata de multimi (X, U), unde X se numegte
multimea varfurilor sau a nodurilor, iar U este formata din perechi ordonate de ele-
mente distincte din X, numite arce. Un arc fiind notat cu v = (x,y), nodul = este
extremitatea initiala, iar nodul y extremitatea finala a arcului u, care se spune ca
este orientat de la = la y. Daca (z,y) € U, nodurile x i y sunt adiacente in G, si
amandoua sunt incidente cu arcul (z,y).

Graf partial al unui graf G = (X, U) este un graf G; = (X, V), unde V' C U, deci

este graful insusi sau se obtine din G prin suprimarea unor muchii (arce).

Subgraf al unui graf G = (X, U) este un graf H = (Y, V), unde Y C X iar muchiile
(arcele) din V' sunt toate muchii (arce) din U care au ambele extremitati in multimea de
noduri Y.

Grad al unui nod z: 1) pentru un graf neorientat G gradul nodului z , notat cu d(x),
este numarul muchiilor incidente cu z;
2) Pentru un graf orientat G, gradul de intrare al nodului z, notat cu d~(x), este numarul
arcelor care intra in nodul z, de forma (y,z); gradul de iegire al nodului z, notat cu
d*(x), este numarul arcelor de forma (x,y), care ies din nodul z; iar gradul nodului este

d(z) =d (z) + d*(z).
Nod izolat este un nod de grad zero al unui graf.
Nod terminal este un nod de grad unu al unui graf.

287
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Drum pentru un graf orientat G = (X, U), este un sir de noduri D = (zg, z1,...,2,)
cu proprietatea ca (xg,z1), (z1,x2),. .., (x,—1,z,) sunt arce ale grafului. Nodurile z si
x, se numesc extremitatile drumului D. Lungimea unui drum este data de numarul
de arce pe care le contine. Daca nodurile zg, x1, ..., 2, sunt distincte doua cate doua,
atunci drumul D este elementar.

Circuit pentru un graf orientat G este un drum D = (zy,...z,) cu proprietatea ca
xog = z, §i toate arcele (xg,x1), (x1,22), ..., (2,1, 2z,) sunt distincte doua cate doua.

Lant: 1) pentru un graf neorientat G = (X, U) este un sir de noduri L = [zg, x1, . .., z;]
cu proprietatea ca oricare doua noduri vecine sunt adiacente, adica [zg, x1], [x1, 23], .. .,
[z,_1,2,] € U. Nodurile xg si z, se numesc extremitatile lantului, iar r este lungimea

acestui lant. Daca nodurile xg, x1, ..., 2, sunt distincte doua cate doua, atunci lantul L
este elementar.
2) pentru un graf orientat G = (X,U), un lant L = [uq, ..., u,] este un sir de arce, cu

proprietatea ca oricare doua arce vecine u; i u;11 au o extremitate comuna pentru orice
1 <7 < p. Extremitatea lui vy care nu este extremitate si pentru us si extremitatea lui
u, care nu este extremitate si pentru u,_; se numesc extremitatile lantului L.

Ciclu pentru un graf neorientat G este un lant L = [z¢, x1, ..., x,| cu proprietatea ca
xog = z, si toate muchiile [xq, x1], [x1, 22|, ..., [z,_1, 2] sunt distincte doua cate doua.

Lant (drum) hamiltonian este un lant (drum) elementar al unui graf, care contine
toate nodurile grafului.

Ciclu (circuit) eulerian al unui graf G este un ciclu (circuit) elementar care folosegte
toate muchiile (arcele) grafului G.

Ciclu (circuit) hamitonian al unui graf G este un ciclu (circuit) elementar care
contine toate nodurile grafului.

Graf conex este un graf G' cu proprietatea ca oricare doua noduri sunt extremitatile
unui lant al lui G.

Distanta intre nodurile z si y ale unui graf neorientat gi conex G se noteaza cu d(z, y)
si reprezinta lungimea minima a lanturilor cu extremitatile x si y din G.

Diametrul unui graf conex G este distanta maxima intre perechile de noduri ale lui
G si se noteaza cu d(G).

Arbore se numeste orice graf neorientat conex si fara cicluri.

Arbore cu radacina este un arbore in care unul dintre noduri este evidentiat si se
numeste radacina arborelui, iar intre orice nod x si radacina exista un lant unic. Intr-un
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arbore 1" cu radacina r, orice nod y de pe unicul lant de la r la un nod z, este numit
stramog al lui . Daca y este un stramos al lui x, atunci x este un descendent al
lui y. Subarborele cu radacina x este arborele indus de catre descendentii lui x si
avand radacina x. Daca ultima muchie de pe lantul de la radacina r a unui arbore T
pana la un nod z este (y,x), atunci y este parintele lui z, iar = este un copil al lui y.
Radacina este singurul nod fara parinte. Daca doua noduri au acelasi parinte, atunci ele
se numesc frati. Un nod fara nici un copil se numeste extern (terminal sau frunza).
Un nod care nu este frunza se numeste nod intern. Numarul copiilor unui nod z dintr-un
arbore cu radacina 7' se numeste gradul lui . Lungimea lantului de la radacina r la un
nod x constituie adancimea lui x in 7. Cea mai mare adancime a unui nod constituie
inaltimea arborelui 7. Nodurile cu aceeagi adancime formeaza un nivel al arborelui.

Arbore ordonat este un arbore cu radacina in care copii fiecarui nod sunt ordonati.

Arbore binar este o structura arborescenta definita pe o multime finita de noduri
care

e nu contine nici un nod, sau

e este constituita din trei mutimi de noduri distincte: un nod radacina, un arbore
binar numit subarborele stang si un arbore binar numit subarborele drept.

Arbore pozitional este un arbore cu radacina in care toti copii unui nod sunt
etichetati cu numere intregi pozitive. Al i-lea copil al unui nod este absent daca nici
un copil al acelui nod nu este etichetat cu numarul <.

Arbore de acoperire (partial) al unui graf G este un graf partial al sau care este
si arbore.

Arbore k-ar este un arbore pozitional in care, pentru fiecare nod, toti copii cu
etichete mai mari decat k lipsesc. Astfel, un arbore binar este un arbore k ar cu k = 2.

Arbore k-ar complet: este un arbore k-ar in care toate frunzele au aceeasi adancime
si toate nodurile interne au gradul k.

Arbore binar echilibrat este un arbore binar cu proprietatea ca inaltimea subar-
borelui sau stang nu difera cu mai mult de +1 de inaltimea subarborelui sau drept.

Arbore binar total echilibrat este un arbore binar care are toate nodurile ter-
minale pe ultimele doua niveluri, astfel incat, pentru orice nod, numarul nodurilor din
subarborele sau stang difera cu cel mult 1 de numarul nodurilor din subarborele sau
drept.
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