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cONSTRUCTION DE LA PROBABILITE SUR UN SYSTEÈME DE 
PROPOSITIONS 

CONSTANTIN LUPSOIU AND DOREL SAVULEA 

Résumé. Dans cet article nous donnons un mode de construction d'une probabilité sur un système de propositions compatible avec la relation de 
déduction. Les propriétés qui doivent être satisfaites par la relation d'implication pour qu'il y ait une probabilité attachée à une proposition de l'algèbre boole 
sont données. 

1. Introduction 

Une proposition est, par définition, l'énoncé d'un fait qui peut être vrai ou 
faux. Nous allons considérer que les propositions ne sont qu'un support de cette 
propriété et forment l'ensemble noté par L. 

Définition 1.1. Soit a et b deur propositions appartenant à L. On dit quea 
implique b et on note a < b si l'affirmation de a implique l'afirmation de b. 

Supposons (, <) un treillis complet et orthonormé. Les éléments a Ab 
et a Vb représentent le plus grand minorant et le petit majorant de a et b , et 
O= A a constitue la proposition toujours fausse et I = V a est la proposition 

aEL 
aEL toujours vraie. 

Détinition 1.2. Une orthocomplémentation est une correspondance biunivoque 
:L+L qui a les propriétés suivantes: 

(a+)= a 
aAat =0 

abb<at 
Definition 1.3. Une famille de propositions L = {a;, i ¬ K} s'appelle 
atible si l'ensemble engendré par {a;, at, i E K} forme une d-algèbre 

booléenne, notée L. 
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cONSTRUCTION DE LA PROBABILITÉ SUR UN SYSTÈME DE PROPOSITIONS 
Nous pouvons démontrer plus simplement la véridicité de cette hypothèse, si nous utilisons la fonction caractéristique pour les propositions. 

Définition 2.4. Soit f : L> {0,1}. f est nomée fonction caructéristique pour les propositions, si: 
f(a) = 0si a est faur, 

f(a) = 1 si a est vrai. 

Lemme 2.5. a <b f(«) < f(6). 
La démonstration de la lemme résulte du tableau: 

a a bla +b)| 
1 1 
1 0 0 
0 1 1 

Donc, si fla) > f{b) alors a<b est fausse et réciproque. 
Définition 2.6. Soit a, b E L deur propositions. 
Nous dirons que a et b sont indépendantes si a Ab = 0. 

Lemme 2.7. Sot a, b, d eL deur propositions telles que a et d, b et d soient 
indépendantes. Alors a < b si et seulement si a Vd <bv d. 

Démonstration. Puisque a < b on peut appliquer l'hypothèse 2.3 et on 
obtient a vd<bvd. 

Pour la réciproque nous pouvons supposer que a> b et par l'application de l'hypothèse 2.3 on obtientaVd>bVd ce qui contredit la relation aVd<bVd 
de l'hypothèse. Donc a < b. 0 

Nous allons aussi donner par la suite des déémonstrations qu'on pourra 
obtenir tout de suite en utilisant la fonction caractéristique antérieurement définie. 

Des premières deux hypothèses 2.2 et 2.3 il résulte des conséquences im- 
portantes parmi lesquelles on mentionne, la transitivité de la relation < 
Théorème 2.8. Soit a, b, d ¬ C des propositions telles que a < b et b< d. Alors 
ad. 

Démonstration. Nous allons utiliser la fonction caractéristique pour les 

propositions. De: 

ab>S(a) < {6) 
b< d f(6) < f{d) 

on a: f(a) < fld) > a<d. D 
Le résultat suivant est une extension de l'hypothèse 2.3 ayant en vue la 

Considération d'un nombre fini d'événements.
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Théorème 2.9. Soit a1, a2,n ¬C des propositions indépendantes ( c'est à 
dire aj A a; = 0 Vi #j avec i, j = 1,.., n ) et b1, b,, bn EL des propositions 

indépendantes (b;Ab, =0 Vi #j avec i, j = 1, .., n) telle que aj < b, Vi =1,. 

Alors: 

V a;< V b 
i=l i=l 

Le théorème est démontré par induction selon n. 

Théorème 2.10. Quels que soient a, b ¬ L avec a <b on a b <a. 

Démonstration. En utilisant la fonction caractéristique pour les proposi- 
tions nous obtenons: 

abf(a) < f(6) 1-f(a) 1 - S(6) b <a+.D 

Hypothèèse 2.11. Quel que soit b E L d résulte: 

Aa<b< Va 
a¬L a¬L 

Définition 2.12. Soit a, b E C. On dit que a Cb s'ily aeEL tel que b = a Vc. 

Lemme 2.13. Soit a,b E L. Pour a Cb on a, a <b. 

Démonstration. En utilisant la fonction caractéristique pour les proposi- 
nous obtenons: b = a Vc f{) = f{a Vc). 

Donc, pour: 
f6) = 1 f(aVe) =l 

1) f(a) =1 et f(c) =1 
2) fla)=1 et fle) = 0 
3) f(a) = 0 et f(c) = 1 

fla) = 1 et f(b) = 1 f{«) <f{6) a < b 

So) =0 et f(b)=1> fa) f{b) = a<b 
Pour fb)=0 f(aV c) = 0 > fla) = 0 et f(b) =0 ~ f(a) f(6) >a<. 

Hypothèse 2.14. Si a1 a2 ...est une suite décroissante de propositiONS

bEl est une proposition firée telle que aj > b, i = 1,... alors A a;> b. 
i=1 

Le théorème suivant est considéré le double de l'hypothèse 2.14. 

Théorème 2.15. Si a C ay C... est une suite eroissante de propositions et b 

est une proposilion firée telle que a; < b, i=1,.. alors V a; < b. 
oo 

i1 

La démonstration du théorème est réalisée à l'aide de l'hypoth�se * 
du théorème de complémentarité. 
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cONSTRUCTION DE LA PROBABILTE SUR UN SYSTEME DE PROPOSITIONS 

Théorème 2.16. Sot aj, a2, .., 61, b2,. E C des propositions indépendantes 

; Aa; = bi Abj =0 Vi fj i,j¬ }1,2,..}) avec aj<bi ,i= 1,2,.. 

Alors 

V a; V b; 
i=l i=1 

Démonstration. Par le théorème 2.9 nous avons:V a; < V b. 
i=1 i=1 

De la propriété de monotonie de la relation <on a 
0o 

Va V b, < V . 
i=l i=1 

Certainement, la relation < doit satisfaire aux hypothèses 2.2, 2.3, 2.11, 
2.14 pour qu'il y ait répartition compatible avec elle. Pourtant, ces hypothèses ne 
sont pas sufisantes pour assurer l'existence d'une probabilité. 

Nous allons introduire ensuite 1'hypothèse 2.18, après quoi, nous allons 
donner le théorème de construction d'une répartition unique compatible avec la 

relation< sur l'ensemble des propositions 
Le problème de l'existance d'une répartition compatible avec la relation 

de vraiesemblance sur l'ensemble des événements dans le cas où celle-ci satisfait 
aux hypothèses concernant la vraisemblance, a été établi par Finetti, [2. 

Nous allons considérer ensuite g variable aléatoire uniformément répartie. 

Définition 2.17. La variable aléatoire g qui satisfait à la condition: 

fwlgw) e l} fulg(u) E h}e\h) A2) 

s appelle uniformément répartie. 
Hypothèse 2.18. Il y a une variable aléatoire uniformément répartie avec des 

valeurs en [0,1]: 

r:(L,C)> ([0, 1), 8) 
vECB une o-algèbre de sousintervalles de l'intervalle cornsidéré \0, 1| 

Ensuite nous allons donner le théorème qui concerne la construction et 

unicité de la probabilité sur lensemble de propositions 

eorème 2.19. ( Construction de la probabilité sur un système de propostEOnS 
) Soit 
21 , <)l'espace des propositions qui satisfait au zhypothèses 2.2, 2.3, 

2.11, 2.14, 2.18, alors: 

yaP unique, p' E (0, 1) avec la propriété aG[0, p| ou a E C et 

GO, p°] = {bE Clr{b)E [0,P"|} 

Cp,= {¬ L|«(6) E lp, al} 
fue sot a El une proposition, il y a P(a) tel que P(a) = p°. 
i) P :C-> [0,1] est unique. 
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Démonstration. i) Soit a E L. Notons avec u(a) = {plp E [0, ,11,G[0,p]> 

a)u(a) # 0, 
lE u(a) et G[0, 1] = I>a. 
Soit p= inf u(a). Soit la suite décro18sante pi > P2 >... avec p; E u(a), 

Pip et G[0,pi] G[0, Pa] D, .., G0,P]> a. 

De l'hypothèse 2.14, il résulte: 

A GO,Pi) >>a G[0,p'] >a (1) 
i=1 

Nous allons considérer une suite croissante q1 < 42 . avec qi £ u(a) 

gip et G[0, g:} < a Vi = 1,.. G[0, g C G[0, 92 
Du théorème 2.15, il résulte: 

VG0, 9= G[0,p°] <a (2) 
i=1 

De (1) et (2) il résulte a ~G[o, P"]. 
Nous avons encore à démontrer l'unicité. Soit p* #p". On va supposer que p" >p 
G{0, p"] < G[0, p"), on a un contradiction, donc p'unique. 

i Il y a aura à démontrer: 

i) P(a)0 
2) P(1)l 
3) P(aV b) = P(a)+ P(b) pour a et b indépendantes. 

4) P(V a) = 2 Pla,) avec a, A a = 0 Vi #j. 
i=1 

1) et 2) sont évidentes. 
3) P(aVb) = Pla) + P(6) avec a~ G[0, P(a)] et b ~G[0, P(6)] 

P(aVb)~G[0, P(aV b)] 
G[P(a), P(aV b)] ~ G[0, P(6)J. 

Pour démontrer cette relation, supposons que G[P(a), P(a V b)] 4 G[0, P(6) 
Alors on suppose que G[P(a), P(aV 6)]> G[0, P(6)] il resulte: 

Go, P(a)] V G[P(«), P(a V 6)] > G[0, P(a v b)]. Contradiction. 
D'une manière analogue on démontre aussi l'inégalité inverse. 

Donc, on a: 
GP(a), P(av b)] ~ G[O, P(6)]. 

G0, P(a)] V G[P(«), P(a V b)] = G[0, P(av b)] >b~ G[P(a), P(a V D)" 

II va résulter: 

Pla) + P(b) = P(av b) 
4) Pour le démontrer on va introduire deux lemmes. 

Lemme 2.20. Soit la suite de propositions a D ag D.. tel que A aj = U. a 

lim P(a;) = 0 
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Remarque 2.21. Nous allons considérer comme satisfaisantes les hupothèses 2.2, 

2.3, 2.11, 2.14, 2.18. 

Démonstration. a ~G0, P(a1)], a2 ~G[0, P(a2)], .. 
Soit P(a,) = bi, i = 1,2,.. bb2 > 

lemme on a: bi 6*. Il y a deux possibilités: 
a) 6 = 0 lim P(a;) = 0 

0 b 1. Conformément au 

b) 6£ 0 
G[0, P(aj)] > G[0,6] 

G[o, P(a)]> G[o,6] 
**°*°°°*°*°°*° 

De l'hypothèse 2.11 il résulte G[o, P(a,)] = A as > GO,6] =»0 > G[O,6"] > 0 

G0,] = G[o,6]G[0,0] mais b'est unique b* = 0, contradiction. 
P(V a) = P(V a1)+ P( V a) 

i=1 

i=l i=l i=ntl 

Lemme 2.22. P(V a;) = P(a;) quel que soit a; A a; = 0 Vi # j. 
i=l 

La démonstration est banale. 

Démonstration. de 4) Nous allons noter bn = V a;. Il résulte b 
b2.et du lemme 2.20 on a: lim P(b,) = 0 

n 

P(V a)= lim Pla)+lim P(bn) = P(a;) +0 
i=1 

ainsi ii) est démontré. 

i) Supposons qu'il y a Pl : L- [0, 1] avec P # P'. 
démontre que, quel que soit a EL, P(a) = P(a) avec a ~ G[0,p"]. 
P'la) = P'(G[0, P°]) =p' = P(G[0, P"]) = P(a). 
Le théorème est ainsi démontré. D 
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