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CONSTRUCTION DE LA PROBABILITE SUR UN SYSTEEME DE
PROPOSITIONS

CONSTANTIN LUPSOIU AND DOREL SAVULEA

Résumé. Dans cet article nous donnons un mode de construction d’'une
probabilité sur un systéme de Propositions compatible avec la relation de
déduction. Les propriétés qui doivent étre satisfaites par la relation d’implication
pour qu'il y ait une probabilité attachée 3 une proposition de I'algeébre boole j
£ sont données. "

1. Introduction

Une proposition est, par définition, ’énoncé d’un fait qui peut étre vrai ou
faux. Nous allons considérer que les propositions ne sont qu’un support de cette
propriété et forment I’ensemble noté par L.

Définition 1.1. Soit a et b deux propositions appartenant a L. On dit que a
implique b et on note a < b si Paffirmation de a implique Uaffirmation de b.

Supposons (L, <) un treillis complet et orthonormé. Les éléments a A b
€l a V b représentent le plus grand minorant et le petit majorant de a et b , et

O= A a constitue la proposition toujours fausse et | = \ a est la proposition
_a€lL a€l
toujours vraje.

Définition 1.2. Une orthocomplémentation est une correspondance biunivoque
LD 5L qui g les propriétés suivantes:

(al)l =a

ahat = 0]

a<b=pht < gt

v e . o . - 9l e
Définition L.3. Une famille de propositions L = {a;,i € K} 8 ‘i’f};lrle
- Lompatible si ’ensemble engendré par {a;,a;",i € K} forme une o-alg |
'('"léefme, notée [. |
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CONSTANTIN LUPSOIU AND DOREL SAVULEA

Proposition 1.4. ( Loomis ) St L est une o-algébre booléenne de Proposits
y a un ensemble non vide Q el K une o-algébre de parties de ) homorsoszt}z
2§ de i h orp

L.

Ons; ll

€ avee

™ ‘e
.( ette proposition montre que, si £ est une famille de proposit
& 'S ot r J A A ’ : on:s
compatible , alors elle peut étre représentée sur une g-algébre K des py :l'q 1.
- - ) ‘r,l"ﬂ (’p

Q.

2. Hypotheses de construction de la probabilité

I\ogs allons considérer que 1’ensemble non vide €2 est I’espace de t
les o’bs’ervatlons élémentaires correspondantes au contenu des propositionls 3: t;S
Les e}ementi‘ de la famille £ C P(2) sont nommés des événements, formz;mt nne
atalg‘ebre. K forme un treillis par rapport a la relation <. Par exemple, on /poufl
définir, la relation < sur ’algebre K de la fagon suivante: A < B si |A] )< |B|'on'
par |A| on a noté le cardinal de A.

Soit h un ¢-morphisme donné par la proposition de Loomis, alors : h
L — K.
Si h(a) = A et h(b) = B alors:

h(a Ab) = h(a) Nh(b)=ANB

h(aVb) =h(a) Uh(b) = AUB

h(O) =10
y Supposant qu’on ait choisi dans K une relation de vraisemblance : A est
plus vraisemblant que B, noté A > B. Alors la relation de déduction doit étre
équivalente avec la relation de vraisemblance: a < b & A > B.

9 1. La construction indirecte. Supposant qﬁe la relation de vraisemblance
o satisfasse les axiomes S1 — S6 [1] alors il y a une probabilité p:K -0 l\]
compatible avec celle-ci. Alors nous attachons & a la probabilité correspondante @
J’événement h(a) qui satisfait la construction:
a < bsi P(h(a)) > P(h(}))

Remarque 2.1. La construction de la probabilité sur lespace des propositie™
dépend de la construction de h, K, S et de la relation de vraisemblance dz‘jﬁcilc‘mt‘"f
a résoudre du point de vue praclique.

. " R e ¢ )l(“v et
9.9. La construction directe. Clonsidérons que (£, <) est un treillis comi

(L, <) satisfait les hypothéses suivantes:

Hypothése 2.2. Quelles que soient les proposttior
ment une des relations suivantes : a < b, b < aouva~ b.

) , ) £ ¢ ‘lt’—
s a,b € L a lieu une et set

reillis complet:

N al/\ai’:

Cette hypotheése résulte de la supposition que (£, <)estunt

Hypotheése 2.3. Si ay, by, ag, by € L sont des propositions
by Abp =0 etar < b etaz< by alors ay V az < b1 V bs.

telles que
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CONSTRUCTION DE LA PROBABILITE SUR UN SYSTEME DE PROPOSITIONS

Nous pouvons démontrer plus simplement la véridicité de cette hypotheése,
si nous utilisons la fonction caractéristique pour les propositions.

Définition 2.4. Soit f : £ — {0,1}. f est nomée fonction caractéristique pour
les propositions, si:

f(a) =0 sia est fauz,

f(a) =1 sia est vrai.

Lemme 2.5. a <b & f(a) < f

—~

b).

—

La démonstration de la emme résulte du tableau:

[a[b]a<ba—b)
1)1 1
1/0 0
01 1
00 1

Done, si f(a) > f(b) alors a < b est fausse et réciproque.

Définition 2.6. Soit a,b € £ deuz propositions.
Nous dirons que a et b sont indépendantes si a A b = 0.

Lemme 2.7. Soit a,b,d € £ deuz propositions telles que a et d, b et d soient
indépendantes. Alors a < b si et seulement si a V d <bvd.

Démonstration. Puisque a < b on peut appliquer I’hypothése 2.3 et on
obtient a Vd < bV d.

Pour la réciproque nous pouvons supposer que a > b et par I’application
de ’hypothése 2.3 on obtient aVd > bV d ce qui contredit la relation aVd < bV d
de I’hypothése. Donc a < b. [0

Nous allons aussi donner par la suite des démonstrations qu’on pourra
obtenir tout de suite en utilisant la fonction caractéristique antérieurement définie.

Des premiéres deux hypothéses 2.2 et 2.3 il résulte des conséquences im-
Portantes parmi lesquelles on mentionne, la transitivité de la relation <.

Théoréme 2.8. Soit a,b,d € £ des propositions telles que a < b et b < d. Alors

a<d.

Démonstration. Nous allons utiliser la fonction caractéristique pour les
Propositions.
De:

a<b= f(a) < f(b)
b<d= f(b) < f(d)
Na: fla) < f(d) = a<d. O ,
Le résultat suivant est une extension de I’hypothese 2.3 ayant en vue la
onsidération d’un nombre finj d’événements.
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CONSTANTIN LUPSOIU AND DOREL SAVULEA

Théoréme 2.9. Soit ay,as,...,an, € L des propositions indépendantes ( Cest 4
dire aj Aaj = 0 Vi # j avec i,j = 1,...,n ) el by, by, ..., by €L des pmposlt:ons
indépendantes (biAb; = 0 Vi £ j aveci,j=1,...,n ) telle que a; < b; Vi = 1
Alors:

n n
Voai <V b
i=1 i=1
Le théoréme est démontré par induction selon n.
Théoréme 2.10. Quels que soient a,b € L avec a < b on a b+ < at.

Démonstration. En utilisant la fonction caractéristique pour les propos;.
tions nous obtenons:

a<b& fla) < f(b) ©1-fla) <1-f(b) &bt <a®.O
Hypotheése 2.11. Quel que soit b € L il résulte:

ANa<b< \a

a€L acL
Définition 2.12. Soita,be L. Ondit queaCbsilyac€ L tel queb=aVe

Lemme 2.13. Soit a,b€ L. Poura Cbh on a, a <b.

Démonstration. En utilisant la fonction caractéristique pour les proposi-
tions nous obtenons: b =a V¢ f(b) = f(a V).
Donc, pour:

fb)=1= f(ave)=1=
1) f(a)
2) f(a) =
3) f(a) =

fl@y=1et f(b) =1= f(a) <
fla)=0et f(b) =1= f(a) < ()=>a<b
Pour £(b) =0 = f(aVe)=0= f(a) = 0et f(b) =0 = f(a) < f(8) >a<tD

Hypothese 2.14. Si a) D ay D ...est une suite décroissante de propositions ¢

o

b € L est une proposition fizée telle que a; > b, i =1, ... alors A a;i >b.
=1

Le théoreme suivant est considéré le double de ’hypothese 2.14.

Théoréme 2.15. Sia; C az C ... est une suite croissante de propositions eth €
o0

est une proposition fizée telle que a; < b | § = 1,... alors \/ a; <b.

i=1

La démonstration du théoreme est réalisée a 1’aide de I’hypothése 2.14¢
du théoreme de complémentarité.
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CONSTRUCTION DE LA PROBABILITE SUR UN SYSTEME DE PROPOSITIONS

Théoréme 2.16. Soil ay,ay,....by by, ... € L des propositions indépendantes
(a; Aaj = biANb; =0 Yigj dje{l,2,..)) avee a; < bi yi=1,2, ...
Alors :

o0 00O
V a; < V [),'
1= i=1
’ . ) P . n n
Démonstration. Par le théoréme 2.9 nous avons: \ a; < \/ b;.
=1 i=1

De la propriété de monotonie de la relation < on a:

o0 n (e.0]
Voai < Vbi< Vb
i=1 =1 izl

Certainement, la relation < doit satisfaire aux hypothéses 2.2, 2.3, 2.11,
2.14 pour qu'il y ait répartition compatible avec elle. Pourtant, ces hypothéses ne
sont pas suffisantes pour assurer I’existence d’une probabilité.

Nous allons introduire ensuite ’hypothése 2.18, aprés quoi, nous allons
donner le théoreme de construction d’une répartition unique compatible avec la
relation < sur ’ensemble des propositions

Le probleme de I’existance d’une répartition compatible avec la relation
< de vralesemblance sur ’ensemble des événements dans le cas ol celle-ci satisfait
aux hypotheéses concernant la vraisemblance, a été établi par Finetti, [2].

Nous allons considérer ensuite g variable aléatoire uniformément répartie.

Définition 2.17. La variable aléatoire g qui satisfait a la condition:
{wlg(w) € I} <{wlg(w) € I} & A(l1) < A(I2)

s appelle uniformément répartie.

Hypothése 2.18. Il y a une variable aléatoire uniformément répartie avec des
valeurs en [0,1]:
z (L, L) = ([0, 1], B)

wee B une g-algébre de sousintervalles de intervalle considéré [0, 1].

~ Ensuite nous allons donner le théoréme qui concerne la construction et
Snieité de Ja probabilité sur Pensemble de propositions £ .
I‘llllf':prémc 2.19. ( Construction de la probabilité sur un systéme de\}),‘ofj?f;ztlJ?i;’s
{/’f"’tl (L, , < ) Uespace des propositions qui satisfait au ahypotheses == =%
11, 2, 14, 2.18, alors:
)il yap unique, p* € (0, 1) avec la propriété a ~ G0, p
GO, p) = {b e L]z(b) € [0, p*])
Glp,q] = {b e L]e(b) € [p, 9]}
. ) - ’ y 2 o
1) Quel que soit a € £ une proposition, il y a P(a) tel que ! (@)
w) P L [0,1] est unique.

]odaECt’t

*

D -

I
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CONSTANTIN LUPSOIU AND DOREL SAVULEA

Démonstration. i) Soit a € L. Notons avec u(a) = {plp € [0, 1]10[0,;;] .
a} = u(a) #0,
1€u( et G[0,1]=1>a.
Soit p* = inf u(a). Soit la suite décroissante py > p2 > ... avec p; € u(a),
p; = p° et G0, pi] D G0, p2 ) D,y D G[O.Pi] > a.
De I’hypothese 2.14, il résulte:

/\ G[0,pi) > a = G[0,p] >a (1)
1=1
0
Nous allons considérer une suite croissante g1 < g2 < ... avec gi ¢ u(a)

g = p et G0l <a Vi=1l,.. G[0,q]C G[0,q2] ...
Du théoréme 2.15, il résulte:

0\7 Gl0,q:) = G[0,p"}<a (2)

De (1) et (2) il résulte a ~ G[0, p"].
Nous avons encore i démontrer [unicité. Soit p* # p*. On va supposer que p*>p

= G0, p"] < G[0,p*], on a un contradiction, donc p*unique.
i ) Il y a aura a démontrer:

1) P(a) >
2) P(I) =
3) P(aV ) ( ) + P(b) pour a et b indépendantes.
(\07 ZPa,)aveca,/\aJ_O‘v’z#]
1) et z=) sont ev;—dentes
3) P(aV b) = P(a) + P(b) avec a ~ G[0, P(a)] et b ~ G[0, P(b)]

P(aVb)~ G0, P(aV b)]

G[P(a), P(aV b)] ~ G[0, P(b)].
Pour démontrer cette relation, supposons que G[P(a), P(aV b)] # G[0, P (b))
Alors on suppose que G[P(a), P(aV b)] > G[0, P(b)] il resulte:

G[0, P(a)]V G[P(a), P(aV b)] > G[0, P(aV b)]. Contradiction.

D’une maniére analogue on démontre aussi ’inégalité inverse.
Donc, on a:

G[P(a), P(aV b)] ~ G[0, P(b)].
G0, P(a)}V G[P(a), P(aV b)] = G[0, P(aV b)] = b~ G[P(a), P(avb)]-

[l va résulter:
P(a) + P(b) = P(aVb)
4) Pour le démontrer on va introduire deux lemmes

, . o0 5
Lemme 2.20. Sout la suite de propositions ay D as O ... tel que N\ @i = 0. Aler
i=1

lim P(a;) =0

1—00
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CONSTRUCTION DE LA PROBABILITE SUR UN SYSTEME DE PROPOSITIONS

Remarque 2.21. Nous allons considérer comme satisfaisantes les hypothéses 2.2,
2.8 2.11, 2.14, 2.18.

Démonstration. a; ~ G[0, P(ay)] , az ~ G[0, P(ay)], ....
Soit P(a;) =&, 1=12,... by >by> .. 0<b <1 Conformément au
lemme on a: b; —= b*. Il 'y a deux possibilités:

a) b*=0= lim P(a;) =0

n—00
b) & #0

......................................

o0 o0

De I'hypothese 2.11 il résulte A G[0, P(a;)] = A a; > G[0,6*] = 6 > G[0,6*] > ¢

i=1 i=1

= G[0,6"] = 0= GI0,b*] ~ G[0, 0] mais b*est unique = b* = 0, contradiction. O
P(Va)=P(V a)+P( V a)

=1 i=1 t=n+1

n

> P(a;) quel que soit a; Aa; =0 Vi # j.

1=1

n
Lemme 2.22. P(\/ a;) =
i=1

La démonstration est banale.

o0
Démonstration. de 4) Nous allons noter : b, = \V a;. Il résulte b; D
i=n+1
by, ... et du lemme 2.20 on a: lim P(b,) =0
n— 00

o0 n n
P(\ a;) = lim (Z P(a,-)) + lim P(b,) = > P(a;) +0

i=1 n— oo i=1 n— 00 i=1

alnsi i) est démontré.

12) Supposons qu’il y a P’ : £ — [0,1] avec P # P'.
On démontre que, quel que soit a € £ , P(a) = P’(a) avec a ~ G[0, p*].
P'la) = P/(G[0, ") = p* = P(G[0,p"]) = P(a).

¢ théoreme est ainsi démontré. O
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