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Probleme de optimizare combinatoriala (POC)

O Definire

m O problema P de optimizare (minimizare sau
maximizare) care presupune
un set de instante D,

un set finit de solutii candidat S,(I) pentru fiecare instanta
I eDp

o functie m, care asigneaza unei instante | si unei solutii candidat X € Sp(1)
un numar rational pozitiv my(1,X), numit valoarea solutiei
= Solutia optima pentru o instanta I € D, este o solutie
candidat x* € S,(I) a.l. my(I,x*) este mai buna decat
my(I,x) pentru orice x € Sp(1)




Probleme de optimizare combinatoriald (POC)

o Exemple

m Problema comisului voiajor (Travelling Salesman
Problem - TSP)

Problema rucsacului

Partitionari in grafe

Probleme de atribuiri quadratice
Vehicle routing

Scheduling




Probleme de optimizare combinatoriald (POC)

0O Metode de rezolvare

m Exacte
Branch and bound
Branch and cut

m Euristice

o Clasificare

Probleme de atribuiri
Probleme de aranjare
Probleme de partitionare

[
[
[
m Probleme de alegere a unor submultimi




Problema comisulut voiajor

0 Formularea problemei si exemple
o Tipologie
o Algoritmi de rezolvare

o Complexitati




Problema comisulut voiajor
Formularea problemet si exemple

o Se da

= un graf (neorientat) (complet), in care cele n varfuri (V) sunt considerate orase,
iar muchiile (E) drumuri intre orase (fiecare muchie are asociat un cost).

O Sa se gaseasca

m cel mai scurt drum care viziteaza o singura data toate orasele si se intoarce in
orasul de start

=>» ciclu Hamiltonian

o Dificultate
= NP-dificila

o Interes:
m Problema de referinta pentru testarea ideilor

o Denumiri

Travelling Salesman Problem (TSP)
Canadian Traveller Problem
Vehicle routing problem

Route inspection problem




Problema comisului voiajor — De ce?

0 Problema conceptual simpla
o0 Problema dificil de rezolvat
o0 Problema intens cercetata

o0 Problema care apare in diverse aplicatii




Problema comisului volajor
Instante de referingé’.

o Consideratii generale
m Metrica frecvent folosita — distanta Euclideana
m Distantele - numere intregi

o Instante
= TSPLIB -

Peste 100 instante cu pana la 85900 de orase
Anumite instante sunt preluate din aplicatii practice
m Instante din proiectarea circuitelor VLSI (Very Large Scale
Integration)
Impachetarea a cat mai multe dispozitive logice pe
suprafete cat mai mici
m Instante generate aleator (grupate si uniforme)
8th DIMACS challenge >


http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/
http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/
http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/
http://www2.research.att.com/~dsj/chtsp/

Problema comisulut voiajor — Tipologie

o Tipul grafului
m problema simetrica
graf neorientat = nr solutiilor se injumatateste
m problema asimetrica

graf orientat
coliziuni in trafic
strazi cu sens unic

o Tipul distantelor intre 2 noduri
= metrica - inegalitatea triunghiului ¢; < ¢ + ¢
distanta Euclidiana
distanta Manhattan
= non-metrica
Ex. Traficul aerian




Problema comisulut voiajor — Algoritmi

O Exacti
= Forta bruta
m Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Problema comisulut voiajor — Algoritmi

O Exacti
= Forta bruta
m Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Forta bruta

o Alte denumiri
m Cautare exhaustiva
m  Genereaza si testeaza

o Mod de lucru
1. Se genereaza o potentiala solutie
2. Se evalueaza aceasta potentiala solutie

3. Se verifica daca costul curent este mai bun decat costul
precedent

Daca da, se retine aceasta solutie
4. Se revine la pasul 1




Forta brutd — TSP

- alegerea permutarii optime

Algoritm
1. Se genereaza o permutare
2. Se dermina costul asociat ei

3. Se verifica daca costul curent este mai bun decat costul
precedent

Daca da, se retine aceasta solutie
4. Se revine la pasul 1




Problema comisulut voiajor — Algoritmi

O Exacti
m Forta bruta = alegerea permutarii optime
= Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Programare dinamica

O Principii
= Principiul optimalitatii
Optimul general implica optimele partiale
Optimul partial nu implica optimul general

0o Mod de lucru

s Descompunerea problemei in subprobleme

Se rezolva mai intai subproblemele care pot fi
solutionate imediat

Se combina aceste solutii partiale, obtinand astfel
solutii la problemele de pe niveluri superioare (din
arborele de descompunere)




Programare dinamica = TSP

o Dandu-se o submultime S de noduri din Vcu 1 ¢Ssijes, j#
1, se considera C(S, j) lungimea celui mai scurt drum de la
nodul 1 la nodul j care trece prin toate nodurile din S

o Observatii
= Daca |S| = 2, atunci C(S, k) =d; pentruk =2,3,...,n
m Daca |S| > 2, atunci exista m ¢S — {k} a.i. C(S, k) =
lungimea turului optimdela1lam+d,,

o Definitia recusrsiva a solutiei optime
s C(S, k) =d,,dacd S = {1, k}
min ., mes [C(S — {k},m) + d,, ], altfel




Programare dinamica = TSP

function algorithmTSP(G, n)
fork=2tondo
C({1, k}, k) := dy
end for
fors=3tondo
forall Sfrom {1, 2,...,n}with |S| =sdo
forall ke Sdo
C(S, k) =min_ ... J[C(S={k}m)+d, ]
opt :=min,,[C({1,2,3,...,n}, k)+d;,
end for
end for
end for;
return (opt)
end




Programare dinamica = TSP

o Complexitate:
4 S n_2 27N
m Temporala (n—l)Z[ y j+2(n—1)~0(n 2") << O(nh)
k=1

-1
= Spatialé Zk(nk J= (1-2" ~ O(n2")

k=1




Problema comisulut voiajor — Algoritmi

O Exacti
m Forta bruta = alegerea permutarii optime
m Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Branch-and-bound

o Principii
s Cautare ramificata > expandarea “inteligenta” a unui nod din
arborele de cautare
m Cautare marginita = cautarea se realizeaza intre anumite
limite
m Parcuregerea nodurilor > mod special
Nodurile se adauga intr-o coada de prioritati

Criteriul de ordine pt un nod curent n
f(n) = g(n) + h(n), unde
g(n) - “distanta” de la radacina arborelui de cautare la nodul
curent n = cat a avansat cautarea

h(n) - o aproximare a distantei de la nodul curent n pana la
solutia finala = cat mai trebuie cautat

Margine inferioara (lower bound)
Margine superioara (upper bound)




Branch-and-bound =2 TSP

o Configuratia initiala
= toate muchiile grafului

0 Expandarea
m considerarea (includerea sau nu) unei muchii

o0 Configuratia finala
m ciclul cel mai scurt




Branch-and-bound =2 TSP

o Lower bound (LB)

m 2 din lungimea turului format din cei mai apropiati 2
vecini ai fiecarui nod

o Conditii la ramificare

m Daca excluderea unei muchii determina aparitia unor
noduri cu mai putin de 2 vecini se renunta la excludere

m Daca adaugarea unei muchii determina aparitia unor
noduri cu mai mult de 2 vecini se renunta la adaugare

m Daca LB-ul unui nod-fiu e = LB-ul nodului-parinte,
nodul-fiu nu mai merita explorat (“pruned”)

m Daca avem doi fii de explorat, primul va fi explorat cel
cu LB-ul mai mic (coada de prioritati)




| Branch-and-bound =2 TSP




Branch-and-bound =2 TSP

O

O

Se construieste turul progresiv

LB = lungimea turului partial + muchia cea mai scurta care
iasa din ultimul nod al turului partial + cele mai scurte
muchii care iasa din restul nodurilor (care nu fac parte din
turul partial)

Turul minim initial = oo

Daca LB < turul minim curent = nod promitator (se depune
in coada)

Daca LB > turul minim si s-a gasit deja un tur potential =
se renunta la explorarea caii respective (in arborel de
cautare = prune)
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Tur partial 1,5

m LB =38
> LB minim = 22 = urmatorul nod explorat: C
> Coada: A(22)C(22) D(26) B(32) E(38)
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m Tur partial 1,3,4 SRR LN
m LB =24

o H
m Tur partial 1,3,5
m LB =33

> LB minim = 22 = urmatorul nod explorat: F

> Coada: ~(22) C(22)F(22) G(24) D(26) B(32)
H(33) E(38)
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> LB minim = 23 = urmatorul nod explorat: G

> Coada: A(22) C(22) #(22)G(23) D(27) B(32) M(31)
H(33) L(37) E(38)
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> LB minim = 27 = urmatorul nod explorat: D
> Coada: ~(72) C(27) F(22) G(27) D(27) B(32)M(31) H(33)
L(37) E(38) N(43)
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m LB =28

> LB minim = 28 = urmatorul nod explorat: K
> Coada: A(22) C(22) F(22) c(23) D(27) K(28) B(32) I(33)
M(31) H(33) J(35) L(37) E(38) N(43)
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LB minim = 30

S-a gasit un tur de lungime 30
B nu mai merita explorat (se elimina din coada)

Restul nodurilor nu mai merita cercetate (LB > turul minim)

Coada: B(32) I(33) M(31)
H(33) J(35) L(37) E(38) N(43)
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Problema comisulut voiajor — Algoritmi

O Exacti
m Forta bruta = alegerea permutarii optime
m Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Programare lintara - TSP

O

o http://www.youtube.com/watch?v=-
cLsEHPOqtO&feature=channel



http://www.tsp.gatech.edu/methods/dfj/index.html
http://www.tsp.gatech.edu/methods/dfj/index.html

Algoritmi

O Exacti
m Forta bruta = alegerea permutarii optime
m Programare dinamica
= Branch-and-bound
= Programare liniara

O Euristici
m Constructive
= De imbunatatire




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree

o Euristici de imbunatatire (improved heuristics)
Simulated annealing

Tabu search

EAs

ACO




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy > caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree

o Euristici de imbunatatire (improved heuristics)
Simulated annealing

Tabu search

EAs

ACO




Cel ma1 apropiat vecin

o Ordonarea crescatoare a muchiilor

0 Alegerea celei mai scurte muchii, cu conditiile
m orice varf sa aiba maxim 2 vecini
m sa nu se formeze cicluri cu mai putin de n muchii

o Complexitatea
= O(n2log n)
m Folosirea arborilor k dimensionali ?kd trees) si a unei cozi de prioritati
pentru retinerea muchiilor = O(n log n)

o Problema
m nu gaseste solutia optima intotdeauna




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree

o Euristici de imbunatatire (improved heuristics)
Simulated annealing

Tabu search

EAs

ACO




Cautare locala

O Se porneste cu un ciclu oarecare

o Se modifica ciclul prin operatii de
m schimbare de noduri
ABCDEF > AECDBF

m insertie de nod
ABCDEF - ADBCEF

m schimbare de k muchii (k = 2)

O 1n vederea obtinerii unui ciclu mai bun (scurt)




Cautare locala

0 Euristici bazate pe

m schimbul a k elemente
noduri
muchii

= Vecinatati complexe
algoritmul Lin-Kernighan & versiuni




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
= Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
Simulated annealing
Tabu search
EAs
ACO




Algoritmul lut Christofides

o TSP in graf complet G si care respecta
ingealitatea triunghiului

o Algoritm
m Se creeaza arborele de acoperire minima (A) al lui G

= Notand cu I multimea nodurilor din A de grad impar, se
gaseste o potrivire perfecta P cu muchii de lungimi
minime in graful G peste nodurile din I

m Se combina muchiile din P si A formand un multigraf H

m Se formeaza un circuit Eulerian in H (H este Eulerian pt
ca este conect si format doar din noduri de grad par)

m Se transforma circuitul Eulerian intr-unul Hamiltonian
prin “sarirea” nodurilor deja vizitate (shortcutting).




Algoritmul lut Christofides

O Presupunem urmatorul
graf cu distante
Euclidiene intre

noduri

o N
LALs.
©

O

)




Algoritmul lut Christofides

O Se creeaza arborele de acoperire minima (A) al lui G

m Algoritmul lui Prim

Se pleaca dintr-un nod si se aleg pe rand cei mai apropiati vecini ai
nodurilor deja vizitate a.i. sa nu se formeze cicluri pana se ajunge
la 0 componenta conexa

m Algoritmul lui Kruskal

Se aleg pe rand muchiile de cost minim a.i. sa nu se formeze
cicluri pana se ajunge la o componenta conexa
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Algoritmul lut Christofides

o Notand cu I multimea nodurilor din A de
grad impar, se gaseste o potrivire perfecta
P cu muchii de lungimi minime in graful G

peste nodurile din I
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Algoritmul lut Christofides

o Se combina muchiile din P si A formand un multigraf H

_ d
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Algoritmul lut Christofides

O Se formeaza un circuit Eulerian in H (H
este Eulerian pt ca este conect si format
doar din noduri de grad par)

tota H

oK ff\ (9)
N7
Y




Algoritmul lut Christofides

0 Se transforma circuitul Eulerian intr-unul
Hamiltonian prin “sarirea” nodurilor deja
vizitate (shortcutting).




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
Simulated annealing
Tabu search
EAs
ACO




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
Simulated annealing
Tabu search
EAs
ACO




Simulated annealing

0 Ideea de baza:
m Acceptarea noii pontetiale solutii se face cu o anumita
probabilitate
O Sursa de inspiratie:

= Procesul de reorganizare a structurii unui solid supus
unui tratament termic

Cand solidul se incalzeste (prin topire) particulele se
distribuie aleator

Cand solidul se raceste particulele se reorganizeaza
ajungand in configuratii cu energii tot mai mici

o Alte denumiri:
m Tratament termic simulat, calire simulata

o Metoda propusa de
m Kirkpatrick, Gelatt, Vecchi (1983), Cerny (1985)



Simulated annealing - algoritm

o Initializare x(0)
o K:=0
Repeta
generare vecin x" al lui x(k)
Daca f(x") < f(x(k))
atunci x(k+1) := x’
altfel x(k+1) := x" cu probabilitatea exp(-(f(x")-f(x(k))/T)
recalculeaza T
k:=k+1
Pana cand este satisfacuta o conditie de oprire
solutie x* := x(k -1)

Unde T (temperatura) este un parametru de control al procesului
de optimizare




Simulated annealing - algoritm

o Initializare x(0)
o K:=0
Repeta
generare vecin x" al lui x(k)
Daca f(x") < f(x(k))
atunci x(k+1) := x’
altfel
u := random(0, 1)
daca u < P(x(k+1)=x")=1/(1+exp(-(f(x")-f(x(k))/T))
atunci x(k+1) := x
altfel x(k+1) := x(k)
recalculeaza T
k:=k+1
Pana cand este satisfacuta o conditie de oprire
Solutie x* := x(k -1)




Simulated annealing

T — mare = probabilitate mare de acceptare a unei
configuratii noi (cautare aleatoare)

T - mica = probabilitate mare de acceptare doar a
configuratiilor care imbunatatesc functia obiectiv

Scheme de racire:

T(k) =T(0) / (k + 1)
T(k) = T(0) / In(k + ©)
T(k) =aT(k-1),cua<1

T(0) — de obicei se alege mare




Simulated annealing — TSP

o Solutia initiala

= un ciclu Hamiltonian (o permutare a celor n
orase)

o Vecinatate

= Transformare 2-opt a unei permutari
m X(k) = ABCFEDG > ABCFEDG -> ABCDEFG = X’

0 Functia obiectiv
m Costul asociat unui ciclu

0 Schema de racire a temperaturii
m T(k) =T(0) /(1 + log(k))




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
Simulated annealing
Tabu search
EAs
ACO




Tabu search

o O cautare locala ghidata printr-o memorie
flexibila

m Solutia urmatoare este cea mai buna vecina a
solutiei curente

m Chiar daca s-a gasit un optim local se permite

cautarea unei noi solutii

=> ciclarea solutiilor - rezolvata prin folosirea unei
liste tabu

Previne re-explorarea unei solutii anterioare
Previne executia unei mutari de 2 ori

0 Nu exista elemente stochastice (ca la
Simulated Annealing)




Tabu search

o Initializare x(0)
O Xx*=xbest=x(0)
o K=0
o T=0
Repeta
daca exista vecini ai lui x(k) care nu sunt tabu
atunci x’ = cel mai bun vecin al lui x(k) care nu e tabu
X(k+1) :=x’
Daca f(x') < f(x*)
atunci x* ;= x
k:=k+1
update tabu list
altfel stop
Pana cand este satisfacuta o conditie de oprire
Solutie x*
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Tabu search — TSP

o Solutia initiala
m un ciclu Hamiltonian (o permutare a celor n orase)
o Vecinatate
s Transformare 2-opt a unei permutari
m X(k) = ABCFEDG > ABCFEDG - ABCDEFG = X’
o Functia obiectiv
m Costul asociat unui ciclu
o Lista tabu

= Muchiile noi (2) care au intrat in solutie intr-o iteratie

m Muchiile care au intrat in lista tabu nu pot fi eliminate
din solutie




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
m Simulated annealing
m Tabu search
m EAs
= ACO




Algoritmi evolutivi

o Algoritmi
m Inspirati din natura (biologie)
m Iterativi
m Bazati pe
populatii de potentiale solutii
cautare aleatoare ghidata de

Operatii de selectie naturala
Operatii de incrucisare si mutatie

m Care proceseaza in paralel mai multe solutii
o Metafora evolutiva

Evolutie naturala Rezolvarea problemelor

Individ Solutie potentiala (candidat)
Populatie Multime de solutii

Cromozom Codarea (reprezentarea) unei solutii
Gena Parte a reprezentarii

Fitness (mdsura de adaptare) Calitate

incrucisare si mutatie Operatori de cdutare

Mediu Spatiul de cautare al problemei




Algoritmi evolutivi

Initializare populatie P(0)
Evaluare P(0)
g := 0; //generatia
CatTimp (not conditie_stop) executa
Repeta
Selecteaza 2 parinti p1 si p2 din P(g)
Incrucisare(pl,p2) =>01 si 02
Mutatie(ol) => ol*
Mutatie(o2) => 02*
Evaluare(ol1%*)
Evaluare(o2*)
adaugare ol1* si o* in P(g+1)
Pana cand P(g+1) este completa
g:=qg+1
Sf CatTimp
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Algoritmi evolutivi = TSP

O Reprezentare
m Cromozomul = o permutare de n elemente
O Fitness
m Lumgimea ciclului codat de permutare
o Initializare
m Permutarea identica + interschimbari de elemente
o Incrucisare

s Cu punct de taietura + corectii
m Operatorul PMX = Goldberg (Alleles, loci, and the TSP)

o Mutatie
m Interschimbare de elemente



Algoritmi evolutivi = TSP

O Reprezentare

= Cromozomul = un arbore care codeaza o euristica pentru
alegerea urmatorului nod vizitat

O Fithess

= Lumgimea ciclului contruit prin folosirea euristicii codata in
cromozom

o Initializare
m Arbore corect
o Incrucisare
= Cu punct de tadietura
o Mutatie
m Modificarea unui terminal sau a unei sub-expresii




Euristict — TSP

O Euristici constructive
m Cel mai apropiat vecin + greedy 2> caseStudyJohnson.pdf
m Local search
m Algoritmul lui Christofides - spanning tree
o Improved heuristics (euristici de imbunatatire)
Simulated annealing
Tabu search
EAs
ACO




ACO

o Preferinta pentru drumuri cu nivel ridicat de
feromon

o Pe drumurile scurte feromonul se inmulteste
o Furnicile comunica pe baza urmelor de feromon
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ACO - TSP

o Algoritm
= m furnicute sunt plasate in r orase alese aleator

= la fiecare pas, furnicile se deplaseaza intr-un oras nou

modificand feromonul de pe drumul (muchia) respectiv(a) -
modificare locala a urmei

memorand orasele prin care au trecut

m alegerea noului oras se bazeaza pe
cantitatea de feromon de pe drumul care urmeaza a fi parcurs - DP
importanta feromonui de pe drumul care urmeaza a fi parcurs - DP
lungimea drumului care urmeaza a fi parcurs = IP

m cand toate furnicutele au trecut prin toate orasele, furnicuta care
a parcurs cel mai scurt drum mai modifica o data feromonum de
pe drumul ei - modificarea globala a urmei - recompensarea
ciclurilor scurte




Cursul urmator

0 Instruire automata (Machine Learning - ML)
m introducere in domeniul ML
m tipuri de probleme

m metodologia rezolvarii unei probleme cu ajutorul unui
algoritm de ML

m aprecierea performantelor unui algoritm de ML

O De citit:

m S.J. Russell, P. Norvig — Artificial Intelligence - A Modern
Approach - capitolul 18, 19, 20

m Documenfptele din directoarele: ML, classification,
clustering




