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Motto helyett

Konigsberget vissza kellene szerezni, német ismerdseim kozil senki nem
lelkesedett az dtletért. Féltek. A német nagyhatalmi ambiciok ldtszatdtol
féltek. A legmerészebbek is csak oddig mentek el, hogy ennek a generdcio-
nak az életében ez nem lehetséges. Akkor hdt ne a németek kapjdk vissza
a vdrost. Kapja vissza a németek europai énje, vagy még eqyszeribb, ha
FEurépa lenne a kedvezményezett, s itt nyilvan vita nyithato arrol, hogy
intézmeényesen meg gyakorlatilag ez mit jelenthet. Mit jelent ,,Europa”?
Az Furdpai Uniot netalan? Ez tavolrol sem ilyen egyszertd, dmde még
ha igy vélekednénk is, tudnunk kell, hogy az Unio semmzi jelét nem adta
mostanig, hogy rendelkezne barmiféle koncepcioval Konigsberg jovdjérdl,
vagy hogy komoly szandéka lenne kiterjesztent rd a felségteriiletét, vagy
ezt akdr csak felvetni is. Pedig ez lenne a legegqyszeribb. Eqy unids-orosz
k6zos protektordtus, orokios semlegesséqi terilet formdjdban eurcpai kul-
turdlis fovdrossd tenni Konigsberget, amely nemcsak a mivészetek, a
muvészek és a filozofusok vdrosdllama lehetne, hanem a kereskedelem,
bankrendszer és technologiai transzfer szabad kikotdje, egqy torténelms tar-
gyaloterem, az ismerkedés, egyiittgondolkodds és eqyiittmikiodés szabadtéri
szinpada, eqy baltikumi Hong-Kong, Oroszorszdg és az Unio kézeledésének
politikai laboratoriuma.

Magam is szivesen lennék egy (nemcsak virtudlis, hanem) valdsdgos
Konigsberg polgdra. Mondhatnam: alig vdarom, hogy odakoltézhessek €és
FEuler nyomadn végigjarjam a hidakat, a helyszinen tdjékozodva arrol, hogy
grdfelméletileg mi is veliik a pontos helyzet.

Szdcs Géza: Kalinyin elvtars Konigsbergben, Helikon, XVII. éuvf.
2006, 15. (461.) szam — augusztus 10.
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1. fejezet

Néhany, grafokkal megoldhato
feladat

Sziirke minden elmélet, bardtom,
de zold az élet aranyfdja.

Goethe: Faust

1.1. A konigsbergi hidak problémaja

Az els6 olyan feladat, amelyet grafok segitségével oldottak meg, a konigs-
bergi hidak probléméaja. A régi Poroszorszag Konigsberg varosaban (ma
Oroszorszag része, a szovjetid6kben Kalinyingrad volt) a Pregel folyon
Osszesen hét hid van (1.1. abra), amelyek a folyo két partjat, egy szigetet
és egy félszigetet kotnek Ossze. A varos lakoi olyan sétat szerettek volna
tenni, ha lehet, hogy mind a hét hidon atsétaljanak, de csak egyszer min-
degyiken, és visszajussanak a kiindulépontba. Nem sikeriilt, ezért a kor
hires matematikusahoz, Eulerhez fordultak. Euler bebizonyitotta, hogy
a kivant séta nem leghetséges.

Sematikusan a hét hid a 1.2.a. abran lathaté moédon abrazolhato, ahol
az a, b, ¢ és d betlik a partokat jelentik. Rajzoljuk le a négy partnak
megfelels betiiket egy-egy korbe, és kossiik Ossze ezeket annyi vonallal,
ahény hiddal vannak 6sszekotve. A 1.2.b. abra rajzat kapjuk.

Az eredeti feladat most gy fogalmazhato at, hogy valamelyik, betiivel
jelolt pontbol kiindulva jarjuk be ezen az abran az Gsszes vonalat gy,
hogy mindegyiken csak egyszer menjiink at, és jussunk vissza a kiindulo
pontba. Kénnyd belatni, hogy ez nem lehetséges. Miutan dtmentiink egy
vonalon, toroljiik azt. Igy, példaul ha a d-n dthaladunk, két vonalat tor-
liink, és a harmadikon mér nem juthatunk at. Ez akkor is igaz, ha d-vel
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1.1 A kénigsbergi hidak problémaja 7

oS WY BHE BLEA,

.....

1.1. abra. Konigsberg a hidakkal (Forrds: Wikipédia)

a b

1.2. abra. Konigsberg a hidakkal — sematikusan

kezdiink, mert vagy tjraérintve, két vonalat torliink, és akkor mar nem
fejezhetjiik be sétankat ennél a pontnal, vagy itt fejezve be, nem tudtunk
minden vonalat érinteni.

A 1.2.a. abran egy grafnak nevezett rajz lathato. Ennek segitségével
konnyebben belattuk, hogy a feladat megoldhatatlan.

A grafnak csicsai és élei vannak. Az élek a cstucsokat kotik Ossze. Ezek
lehetnek egyenes szakaszok vagy tetszéleges vonalak.
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8 1. Néhany, grafokkal megoldhaté feladat

1.2. Egy szérakoztat6 feladat

Helyezziik el az 1, 2, 3, ..., 9 szamokat egy koron tugy, hogy barmely két
szomszédos szam Osszege ne legyen oszthato se 3-mal, se 5-tel, se 7-tel!
El6szor helyezziik el a szamokat sorrendben egy koron, majd kossiik Gssze
egy-egy vonallal azokat, amelyeknek Osszege kielégiti a feladat feltételeit
(azaz nem oszthato se 3-mal, se 5-tel, se 7-tel) (1.3.a dbra). Ha egy szam-
bol elindulva és mindig vonalon haladva, minden szdmot érintve, vissza-
jutunk az eredeti szamhoz, akkor a feladat megoldhato. Probaljuk meg
ennek megfelelGen atrajzolni az abrankat! Az eredmény a 1.3.b ébra.

N

1.3. 4bra. Szamok a koron

1.3. Meég egy szorakoztat6d feladat

Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb hattagu tarsasidgban mindig vannak
harman, akik koélcsonosen ismerik egymést vagy kolecsondsen nem ismerik
egymast.

Elég, ha a feladatot pontosan 6 emberre bizonyitjuk, és legyenek ezek
X1, T2, T3, Ta, Ts €s xg. Huzzunk egy piros vonalat z; és x; kozott, ha
ismerik egymast és kéket, ha nem ismerik egymast. Egy olyan gréafot ka-
punk, amelynek legalabb hat csticsa van, és ezeket piros vagy kék élekkel
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1.4 A révész, farkas, kecske és kaposzta probléméja 9

kotiink oOssze. Igy a feladatunkat atfogalmazhatjuk: egy legalabb hatc-
stcsu grafban, amelyben barmely két csticsot piros vagy kék éllel kotiink
ossze, mindig van piros vagy kék haromszog (azaz, harom olyan csucs,
amelyeket azonos szind élek kotnek Gssze).

A bizonyitashoz vélasszuk példaul az z; cstacsot (1.4. abra). A belgle
kiindulo élek koziil legalabb harom azonos szint, példaul piros (az dbran
vastagitott vonalak). Legyenek ezek az z; cstucsot az xq, w3, x4 cstucsokkal
Osszekots élek. Ha az xo és x3, vagy az xo és x4, vagy az x3 és x4 csuc-
sokat Osszekots élek valamelyike piros, akkor talaltunk piros haromszoget
(x1, T2, T3 VagY T1,Ta, Ty Vagy 1, T3, T4). Ha ezek kozott egy piros sincs,
akkor mind kék, és igy egy kék haromszog keletkezik (xq, x3, x4).

1.4. dbra. Kolcsonos ismeretség

1.4. A révész, farkas, kecske és kaposzta
problémaja

Hogyan viheti at a révész a farkast, a kecskét és a kaposztat egy folyo
egyik partjarol a méasikra, ha csupan egyetlen csonak all rendelkezésre, és
egyszer csak egy éllatot vagy a kaposztat viheti magaval. Egyik parton
sem maradhat a kecske és a farkas révész nélkiil, és hasonloképpen a
kaposzta sem a kecskével.

Probaljuk meg lerajzolni a lehetséges allapotokat (bal és jobb part
startalma”)! A kovetkezd jeloléseket hasznéljuk: R — révész, F' — farkas,
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10 1. Néhany, grafokkal megoldhaté feladat

K — kecske, k — kdposzta. Az allapot jelolésére megadjuk a bal és joob
part tartalmat, pl. RK — F'k azt jelenti, hogy a bal parton van a révész és
a kecske, a jobb parton pedig a farkas és a kaposzta. Nyillal jeloljiik, ha
egy adott allapotbol at lehet menni egy mésikba. Az Osszes lehet&ségeket
figyelembe véve, az 1.5. abrat kapjuk. Innen rogton latszik, hogy két
megoldéas van, azaz az RK F'k —() (mindannyian a bal parton) allapotbol
két at” (nyilak egyméasutanisiga) vezet az ) — RKFk (mindannyian a
jobb parton) allapotba.

Az eddigiektdl eltérGen itt az éleknek irdnyitasuk van, ezért iranyitott
élekrdl beszéliink, a megfelels graf pedig iranyitott graf.

k - RFK ) { F-RKk )

RKk - F RKF -k

K - RFk

0 — RKFk RK - Fk

1.5. abra. A révész, farkas, kecske és kidposzta problémaja
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2. fejezet

Alapfogalmak

Hdroméven aluliaknak nem ajanlott. Az apro alko-
torészek konnyen beszippanhatok vagy lenyelhetdk.

(A kindertojds haszndlati utasitdsabol)

2.1. A graf fogalma

A graf fogalménak értelmezéséhez sziikségiink van a kovetkezd két
jelolésre.

Ax B ={(a,b) | a € A,b € B} — rendezett parok halmaza (az tn.
Descartes-szorzat)

A®B ={{a,b} |a€ A,b e B vagy a € B,b € A} - rendezetlen parok
halmaza

Megjegyzés: Ttt {a, b} nem halmaz, mivel a és b nem feltétleniil kiilon-

bozsek.
A graf

Grdfnak nevezzik a

G = (V, E, G) rendezett harmast, ahol
V' esucsok (vagy szdgpontok esetleg pontok) nem iires halmaza,

E élek halmaza,
G F—-VeV

Ha pontosabbak akarunk lenni, akkor a fenti jelolés helyett a kdvetkezét
hasznaljuk:

G = (V(G), E(G),6(G)).

A G graf rendje n = |V, nagysdga pedig m = |E|. G egy (n,m) graf.
Ha G(e1) = G(eq), akkor ey és ey parhuzamos vagy tobbszords élek. Ha
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12 2. Alapfogalmak

G(e) = {a,a}, akkor az e él hurokél.

Ha G(e) = {a, b}, akkor azt mondjuk, hogy az a és b cstucsokat az e él
koti Ossze, a és b szomszédosak, az e €l illeszkedik az a és b csucsokra, az
a és b csticsok az e él végpontjai.

Az a és b cstucsokra illeszkedd (parhuzamos) élek halmaza:

G Ya,b)={ec E|G(e) ={a,b}}.

Legyen z a G graf egy csucsa. Jeloljiikk Ng(x)-szel vagy csak N(z)-szel
az x-szel szomszédos csticsok halmazat:

Ne(z) ={y € V(G) | e € E(G),G(e) = {z,y}}
vagy
No(z) ={y € V(G) | G (z,y) # 0.}
A G grafban az z-hez illeszkedd élek (amelyek nem hurokélek) halmaza:
Ig(z) = {e € E(G)|Fy € V(G),y # z,G(e) = {z,y}}
Az z-hez illeszkeds hurokélek halmaza:
Lg(z) = {e € E(G)|G(e) = {z,z}}

Az z csucs fokszama vagy foka, amelyet ¢(x)-szel jelolink, az z-hez
illeszkedd élek szama (a hurokéleket kétszer szamolva):

p(x) = [la(2)| + 2|La(2)|-

Ha ¢(z) = 0, akkor = izoldlt cstcs. Ha ¢(x) = 1, akkor x levél.

Egy tobbszoros éleket és hurokéleket nem tartalmazd grafot egyszerd
grdfnak nevezziik. Ha G egyszerti graf, akkor |G~ (a,b)| < 1 tetszéleges
a,b € V cstcsokra, és G (a,a) = 0 tetsz6leges a € V cstcsra, tehat
G(e) = {a,b} helyett egyszertien irhatunk {a,b}-t, amely a megfelels
élt jelenti. Ekkor a graf is jelolhets egyszertibben: G = (V) E).

Egyszerd grafban az x fokszima vagy foka, amelynek jele szintén ¢(x)
vagy ¢c(z), az Ng(z) halamz elemszama: p(x) = |Ng(z)].
Példak.
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2.1 A graf fogalma 13

G1 gl"é,f

G(e1) = G(ea) = G(ez) = {1,4}, G(es) = {2,4}, G(es) = {2, 1},
g(€6> = {273}7 g(€7) = {374}
(1) =4, ¢(2) =3, »(3) =2, p(4) =5, ¢(5) =0.

G, egyszeri graf

V(Gs) ={a,b,c,d, e},
B(Gy) = {{a.c}, {a.d}. {b,c}. {b. ¢}, {b. d}e, d}}

Ha egy graf minden fokszama azonos, példaul r, akkor a graf reguldris
vagy r-requldris. A kovetkez$ graf egy (7,14) 4-regularis graf.

ZAN
0

AN
0

Ha egy egyszeri grafban barmely két cstcsot él kot 6ssze, akkor a graf
teljes graf. Az n-csucsu teljes graf jele: K.
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14 2. Alapfogalmak
N
O
0 oo So &I @?
K, K, K Ky K

A G = (V,E) egyszerti grif a G = (V, E) egyszert graf komplemen-
tuma vagy komplementere, ha V =V and E = {{a,b} | {a,b} ¢ E}.

QL @ O—®@

6!—55—13 ® V3

G G

Ha a G egyszerii graf n-csicsi, akkor E(G) U E(G) = E(K,).

A G és Gy grafok izomorfak, ha létezik egy bijektiv fiigvény
¥ V(G) = V(Ga),
agy, hogy
ha {a,b} € E(Gy), akkor {¢(a),?(b)} € E(Gs).

Az izomorfizmust tetsz6leges grafokra is értelmezhetjik. Két G és Go
graf izomorf, ha létezik egy

Yo V(G = V(Gy)
bijektiv foggvény tgy, hogy

1G; (a,b)| = |Gy (¥(a),(b))| minden a,b € V(Gy)-re.

Példa izomorf grafokra.
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2.2 Iranyitott grafok 15

A 9 fiiggvény:
z |1 2 3 a b ¢
Y(x) ‘ Ty X5 T3 T2 Tg T4

Izomorf grafokban ¢(z)=¢(¢(x)) minden z € V(Gy)-re.

2.2. Iranyitott grafok

Iranyitott grafnak nevezzik a

—

G= (V, E,G) rendezett harmast, ahol
V' a csucsok (vagy szdgpontok vagy pontok) halmaza,

E az irdnyitott élek halmaza és

G F—-VxV
Ha e € F és (a,b) € g(e), akkor a az e ¢él kezdSpontja, b pedig az e él
végpontja. Ha egy élnek a kezdd- és végpontja egybeesik, akkor az az él

hurokél.

@\6‘*
eg "

Ebben az iranyitott grafban az e és ey élek parhuzamosak, de eg és eg
nem. Ha egy irdnyitott grafban nincsenek parhuzamos élek és hurokélek,

akkor az egyszerd iranyitott graf.
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2. Alapfogalmak

Legyen G iranyitott graf. Ekkor
Ng(y) = {z € V(G) | G H(a.y) #0)
az y-ba befuté élek kezdGpontjainak halmaza
NE() = {z € V(G) |G (v, 2) # 0}

az y-bol kifutod élek véppontjainak halmaza.

Egy iranyitott grafban az x cstcs be-foka az x-be befutd élek szama
(jelolése pPe(x)), az x cstics ki-foka az x-bél kifuto élek szdma (jeldlése

©¥(z)). Ha egyszeri iranyitott grafrél van szo, akkor:
P () = IN"(z)]

pt(x) = |N¥(2)].

2.3. Grafok Abrazolasa

1) — geometriai dbrdzolds

2) — szomszédsdgi (adjacencia) mdtrizszal
G = (E,V,Q), V= {.%'1,.1'2, .. .,l‘n}

A = (aij); j—1m @ szomszédsagi matrix, ahol

o |G (xi,x;)] hai#j
“ 2|g_1($¢,l'j)| hat=j

Példa:

_ == O
O N =

O N O

n

o(z;) = Zaij’ minden i =1,2,...,n

j=1

O N O

Az egyszerd graf szomszédsagi matrixa csak 0 és 1 szamokat tartalmaz.

Iranyitott graf esetében a definicié hasonlo.



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 17 — #17

2.3 Gréafok abréazolasa 17

3) — illeszkedési (incidencia) mdtrixszal

G=(E,V,G),V =A{x1,29,...,2,}, E ={e1,ea,...,en}
B = (bij)i—tm =T
1 ha z; illeszjedik ej-hez és e; nem hurokél
bij =4 2 ha ; illeszjedik e;-hez és e; hurokeél
0 ha z; nem e;-hez.

€1 €2 €3 €4 €5 € €7

F o 0s xn|1l 1.1 0 0 0 0
B= 2,1 0 0 1 0 1 0

o)_es (T3 es g@g 20 1 0 1 1 1 1
= \£r |0 0 1 0 1 0 1

4) — listdval

a) Minden csicsnak felsoroljuk a szomszédjait.

Ty | g T3 T4
To | L1 T3 X3
T3 | L1 T2 T Ty Ty
Ty | T1 T3 X3

Haszn4alhatunk lancolt listdkat is.

b) A listikat egymds utdn irjuk egy-eqy *-gal elvdlasztva, a végére két
csillagot téve.

(2o [y [ g [« [y [y [ [« [ [wo o g [a [ [ar [g]s]
K1

c) A x-okat elhagyjuk, és még eqy listdt haszndlunk, amelyikben az
egyes listak kezddindexeit adjuk meg.

L2z [@s [@a [ [ [ a5 [@1 [@o [@p | @ [@a [ [ 5[ 5]
(L[4 ]7 [12]

A maésodik lista elemei az egyes listdk kezdGelemeire mutatnak a
kovetkezGképpen:

Lza [y [wa [ [wg [y [0 [wo [wa [@g [ g [0 [ g ] s ]

T T T T
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2.4. Grafok egyszeri tulajdonsagai

1) G=(V,E,G),|E(G)| = m, akkor Z o(x) = 2m.
zeV(G)

2) A paratlan fokszamu csicsok szama péros.
3) Barmely egyszert grafban mindig van legalabb két azonos foku cstucs.

A bizonyitast a skatulyaelv segitségével végezziik. Ha |V (G)| = n, akkor a
fokszamok 0,1,...,n—2vagy 1,2,...,n—1 lehetnek. Mert ha van izolalt csucs,
nem lehet olyan, amely minden massal 6ssze van kotve. Tehat Osszesen n — 1
kiilénb6z6 fokszam van és n cstucs, ahonnan azonnal kovetkezik az allités.

A graf minimalis és maximalis fokszaméat a kovetkezSképpen értelmezziik:

I(G) = H‘I/I(Ié : o(x) minimélis fokszdm G-ben
Te
A(G) = max ¢(z) maximaélis fokszam G-ben.
zeV(G)
Részgrafok

A H = (V(H),E(H),H) graf részgrifja G = (V(G), E(G),G) grafnak, ha
V(H) € V(G), B(H) € B(G), H = Glpm)

Egyszert grafokra az értelmezés hasonlo. Ha V(H) = V(G), akkor H feszits
részgraf.

2.5. Séta, vonal, ut

A G=(V,E,G) gratban a
W i vg,e1,01,62,V9,...0i_1,€i,Vi,...0n_1,En,Un, n >0

valtakozoan csicsokbol és élekbdl &llo sorozat, ahol G(e;) = {vi—1,v:},1 =
1,2,...,n, séta. Az élek és csicsok nem feltétleniil kiilonbozek. Egy ilyen
sétat altalaban wvy—v, sétdnak neveziink. Egyszert grafban elég csak a cstc-
sokat felsorolni: vg, v1, ..., vy, mivel |G~ (v;_1,v;)] = 1 minden i = 1,2,...,n
értékre. Itt n (a séta éleinek a szama) a séta hossza.

Sajatos sétak:

vonal: ha élei nem ismétlgdnek,

dt: ha csticsai nem ismétlddnek.

Tétel. Bdrmely vo—v,, séta tartalmaz vo—v, utat.

Bizonyitas. Indukciéval a séta hossza szerint. Ha n = 1, akor a séta tt.
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Tegyiik fel, hogy a tétel igaz minden n-nél kisebb értékre, és legyen
W V0, €1,V15- -, Vi—1,€4, V3, ..., Vj—1,€5,Vj,...€En,Un

egy olyan séta, amelyik nem ut. Tehat léteznek a v; és v; csticsok 1gy, hogy
v =vj. AW 1w, e1,v1,. .., 021, €, Vi, €410V 41, - - . €n, Uy, sCta (amelyet a v;—
vj séta torlésével kaptunk) révidebb W-nél. tehat, az indukcios feltétel alapjan
W're igaz a tétel, azaz létezik vo—v, tt, amely W-ben is ut.

A u—v séta zdrt séta, ha u = v. Ha egy séta nem zart, akkor nyitott. Hason-
l6an értelmezhetd a zdrt vonal is. Ha egy zart vonal minden csiicsa kiilonbo6z6,
akkor kdor a neve.

Osszefiiggsség

Egy grafot dsszefiiggdnek neveziink, ha barmely két cstcsa kozott létezik tut.
Ha egy graf nem 0Osszefliggs, akkor Osszefiiggs komponensekbdl &ll. Jeloljiik
k(G)-vel a G graf komponenseinek a szamat.

Algoritmus dsszefliggd komponens keresésére

Legyen x € V(G). Rekurzivan értelmezziik a kovetkezd halmazokat:

Uy = {x}

U, =U,_1U U N(y)
yeU;—1

Jk:Up =Up_1 =U.
Az U halmaz indukalta graf egy komponens.

KOMPONENS(G, x)

1. U:={x}

2. V:=UUN(U)

3. while U #V do

4. U=V

5. V:=UUN(U)
6. return U

Iranyitott graf esetében értelmezziik a kovetkezdket:
— ardnyitott séta:

Vo, €1,01,€2,V2,...0;—1,€4,Vj,...Un—1,€En,Un, nz 0)

ahol G(e;) = (vi—1,v;),i =1,2,...,n.



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 20 — #20

20 2. Alapfogalmak

Hasonléan értelmezhet6k az iranyitott vonal, irdnyitott at, zart iranyitott
vonal, irdnyitott kor fogalmak.

— ldnc
V0, €1, U1, €2,V2, « .. Vi—1,€i,Viy---VUn_1,€n,Un, n >0,

ahol G(e;) = (vi—1,v;) vagy G(e;) = (vi,vi—1), minden i = 1,2,...,n értékre.
Ha elhagyjuk az élek iranyitasat, akkot a lanc séta lesz.

Az 6sszefiiggGségre a kovetkezdket értelmezziik: — gyengén dsszefiiggd irdnyi-
tott grdf, ha barmely u,v cstcsparra létezik iranyitott u—v Gt vagy iranyitott
v—u at.

— erdsen 0sszefiiggd irdnyitott grdf, ha barmely u, v csticsparra létezik iranyi-
tott u—v ut.

— dsszefliggd irdnyitott grdf, ha barmely csucspar kozott van lanc (azaz az
iranyitas elhagyasaval osszefliggs grafot kapunk).

2.6. Sulyozott grafok

Grafok esetében értelmezziik a silyozott graf fogalméat. Sulyozott grif G =
(V,E,G,W), ahol

wW:E— R.

Egy sulyozott P 1t hossza [(P) = Z W(e;).
e;EP
Ha egy graf nem sulyozott, mindig tekinthetd annak, hiszen minden élhez
hozzéarendelhetjiik az 1 értéket, azaz WW(e) = 1 barmely e élre.
Ezek hasonloképpen értelmezhetSk az iranyitott grafokban is.

Két csucs kozti d(u,v) tavolsag értelmezése: a legrovidebb u—v ut hossza.

d(u,v) = min [(P)

P u—v at
Graf tdvolsdigi mdtriz: G = (V,E), V = {v1,v9,...,vp}:

D = (dij)ij:ﬁ ahol dij = d(vi,vj)

Warshall-algoritmus tdvolsdgi mdtrixz meghatdrozdsdra

Kezdetben értelmezziik a szomszédsigi métrix kovetkezd valtozatat:

Do := (d?)

ij Jij=In
" W(v;,vj) ha {v;,v;} € E
ahol dz‘j =< 0 1=73

00 ha {vi,v;} € E,i # j
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Majd sorra kiszamitjuk a Dy, Ds,... Dy ... matrixokat minden k > 0 értékre,
ahol Dy := (dz(f))

ij=I,n"
dg-g) := min dgffl),dgllzfl) + dg;fl)) minden 4,5 = 1,2,...,n értékre.

Létezik egy olyan kg érték amelyre Dy,—1 = Dy,, ez lesz a D tavolsagi
matrix.

Az algoritmus a kovetkezs:

WARSHALL(Dy)

1 D= DO

2. for k:=1tondo

3. for i :=1ton do

4. for j:=1tondo

5 dz‘j = min(dij, dir + dkj)
6. return D

Példa.

s

W
)

® @

0 2 o oo 1 0 2 4 3 1
2 0 4 o 3 2 0 4 5 3
Dy=] o 4 0 1 o0 D=14 401 3
oo oo 1 0 2 3 51 0 2
1 3 oo 2 0 1 3 3 20

Grafok csucsainak bejarasa

A kormentes Gsszefliged grafot fanak nevezziik. A tetszdleges kormentes graf
neve liget.

Ha egy faban kitlintetiink egy cstcsot, akkor gydkeres fardl beszééliink.
Ebben az esetben ugy tekintjiik, hogy a fa iranyitott, azaz az élek minden
uton a gyokértsl a levél felé iranyitottak.

Ha egy grafnak minden cstcsat meg szeretnénk vizsgalni, akkor a graf be-
jarasarol beszéliink. Két ismert grafbejarasi algoritmus létezik:
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— szélességi bejdaras (BFS — breadth-first search)
— mélységi bejards (DFS — depth-first search)

-;

A. Szélességi bejaras — a csiicsokat gy jarjuk be, mint ahogy a hullam
terjed.

ﬁ@@
——w O——W

3,2,4, 1,5 (3-bol 2-be és 4-be, majd 2-bsl 1-be és 5-be) vagy
3,2, 4

, 2,4, 1,5 (3-bol 2-be és 4-be, majd 2-be és 1-be, 4-bdl 5-be)

B. Mélységi bejaras — a csticsokat tgy jarjuk be, mint ahogy sétalunk.

©) & O—=0B

® OBNO @

3,2,1,5,4
vagy



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 23 — #23

2.6 Sulyozott grafok

3,2,5,1,(5,) 4
A bejarasokat fakkal éblﬁzolhatjuk.

@ & O @
2 W & O

O-E-0-@-6

OROR0

A — széles” fak
B — ,mély” fak
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3. fejezet

Legrovidebb utak

— Mennyire van ide Udvarhely?
— Légvonalban 10 km, de tudok egy
rovidebb utat.

(székely vicc)

3.1. Legrovidebb utak nem iranyitott gra-
fokban

3.1.1. Moore algoritmusa

Ez az algoritmus nem sulyozott grafokban meghatarozza a legrévidebb utakat
egy adott csiicsbodl az Gsszes tObbi csiicsba. Az algoritmus A mélségi bejarason
alapul.

Legyen G = (V, E) Egy adott graf. A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

— u a kezd§csiics,

—l(v) a v-nek az u-tol vald tavolsaga,

— p(v) a legrévidebb uton a v-t megelézé cstcs,

— @ egy sor (elemet hozzéadni egyik végén lehet, elemet kivenni a masikon).

Az algoritmusban hasznaljuk még a kévetkezd miiveleteket:
v — @ jelentése: beirja a v elemet a ) sorba,
@ — v jelentése: kiveszi a sor egy elemét (és ki is torli onnan), amelyet
v-vel jelol.

a) Algoritmus legrévidebb tavolsagok keresésére az u csiicsbdl ki-
indulva

MOORETAVOLSAG(G, u)
1. l(u):=0
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2. for minden v € V(G), v # u cstcsra do
3 l(v) == 00

4. legyen (Q egy iires sor

5. u—Q

6. while Q # 0 do

7

8

Q—ow
. for minden y € N(z) do
9. if I(y) = oo then
10. py) =2
11. l(y) =1l(z)+1
12. y— Q

13. return l,p

b) Algoritmus a legrévidebb u—v utak keresésére

MooreUT(L,p,v)

1. k :=l(v)

2. wup =

3. while k£ # 0 do

4. Uk—1 = p(uk.)

) k:=k—-1

6. return u

Az eredményt az ug, u1,...,u; vektor tartalmazza.

Iranyitott grafok esetében: N (z) helyett N¥(x)

@?:
e

(=)
&)

©
N
%
S
©
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| 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12]

IJo 1 2 1 2 2 3 3 3 o0 o0 oo

p 1 2 1 42 6 6 5

Példa.

Ha u =1 és v =8, akkor k := 3, és az algoritmus 1épései:
us =8, ug := 6, uy := 2, ug := 1.
Tehat a legrévidebb ut 1 és 8 kozott: 1, 2, 6, 8.

3.2. Legrovidebb utak silyozott grafokban

3.2.1. Legrovidebb utak egy csticsb6l minden
csucsba

3.2.1.1. Dijkstra algoritmusa

DUKSTRA(G, u)
S:={u}, T:=V\S, l(u):=0
for minden v € V, v # u do
l(v) := 00
Ti=u
while T # () do
for minden v € N(z)NT do
if [(v) > l(z) + W(z,v) then
l(v) == 1l(z) + W(z,v)
p(v) ==

10. Legyen x € T: I(z) = minl(y)
yeT

11. S:=SU{z}, T:=T)\{x}
12. returnl,p

O NSO W

©

Iranyitott grafok esetében a 6. sorban N(z) helyett N*i(z)-et frunk.

A legrévidebb utat ugyanaz az algoritmus adja meg, mint a Moore-
algoritmus esetében.

A u kezd&esucs kiilonbozd értékeire, a kovetkezdket kapjuk.
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‘ "UZ“’Ul (%) V3 U4 U5|

u = v lz 0 1 2 3 5)
Pi| — V1 V2 VU3 U4
u=uvy | l; |0 0 1 2 4
Pi| — — V2 U3 4
u=wv3 |l; oo oo 0O 1 3
Pi| — — — U3 U4
u=uv4 |l; |loco oo 6 0 2
Pi| — — Us — U4
u=uvs |l; oo o0 4 5 0
bi | — — Vs Uz —

A Dijsktra-algoritmus nem miikédik negativ stulyok esetén. Erre példa lehet
a kovetkezs graf:

-3

——®)

3.2.1.2. Ford algoritmusa

Legyenek V = {v1,v9,...,v,} a stlyozott graf csucsai.
FORrRD(G)
1. 2:=1
2. l(v1):=0
3. l(v;) := 00, minden i = 2,3,...,n.
4. whilei <ndo
5. minden v € N(v;) : {(v) := min (I(v;), {(v;) + W(vi, v))
6. if I(v) modosult és (v = vj, ahol j < 1)
7. theni:=j7—-1
8. 1:=1+1
9. return!
Részletesebben:

A p vektor egy eleme itt is mindig az el6z6 cstcsra mutat. Ha x és y kozott
nincs él, akkor W(z,y) = oo értéket vesziink.

FORrRD(G)
1. l(’l)l) =0
2. I(v;) := 00, minden i = 2,3,...,n.

3. 1:=1
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4. whilei<n do

D. ji=1

6. while j <n do

7. if I(v;) — l(v;) > W(v;,v;) then
8. l(vj) == l(v;) + W(vi, vj)

9. p(vj) =v;

10. if j <i then

11 i=j—1

12 ji=n

13 ji=j+1

14. ti=1+1

15. return l,p

Iranyitott grafokra N (v;) helyett N¥(v;) szerepel.
Példa. Adott a kovetkezd sulyozott graf:

amelynek szomszédsagi matrixa:

0 10 4 0 0 0 0 O
00 010700
03 02 20 5 15
00 003500
03 000O030
00 O0O0OO0OO0O T 8
00 0O0OO0O0OO0®G6
00 0O0O0OO0OO0OO

u = 1-re a Ford-algoritmus a kévetkez6t adja:
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1|1 2 3 4 5 6 7 8
liz{0 7 4 6 6 11 9 15
pi: |0 3 1 3 3 4 3 7

Ez az algoritmus akkor is mukodik, ha bizonyos élek negativ silytiak, amen-
nyiben a grafban nincs negativ hosszasagu kor.

3.2.2. Legrovidebb utak minden cstcsbol egy
csucsba

3.2.2.1. A Bellman—Kalaba-algoritmus

A modszer a szomszédsagi matrixot hasznalja. Kivalasztjuk azt a cstcsot,
amelybe a legrévidebb utakat keressiik. Ennek a csticsnak megfelel a métrix
(1)) A

egy oszlopa. Jeloljiik ezt a oszlopot a kiévetkezSképpen: v = (VZ
(0)

ahol a;; = dz‘j , azaz:

i=In’

szomszédsagi matrix: A = (aij)z'jzﬁ’

W(v;,v;) }ﬁa {vi,v;} € E(G) (vagy (v, v;) € E(é))
Qjj = 0 ai=yj
00 ha {v;,v;} € E(G) (vagy (vi,v;) ¢ E(G))

Kiszamitjuk a kovetkezs vektorokat (k=1,2,...):

‘/’L(k) = m& (az] + ‘/j(kil)> for i = 15 2) sy
j=1n

ameddig V) = V=1 egy bizonyos [ értékre.
Példa.

Keressiik meg a kovetkezs grafban a 7-es cstcsba befuto legrovidebb utakat
minden csocsbol. Tehat a V) vektor a matrix 7-es oszlopa.
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1t 2 3 4 5 6 7[vO|vAJVE[y®]

110 2 3 o oo oo 301 30 30 21 21

2{lcoc 0 o0 b o 4 oo| o 19 19 19

3llocc 4 0 8 6 o0 o0 o 00 23 23

4llooc o0 oo 0 10 10 ool o 25 25 25

5l o0 oo o0 0 5 oo o™ 20 20 20

6|0 o0 o0 oo oo 0 15 15 15 15 15

Tl o0 00 00 o0 oo 0 0 0 0 0

Egy u—v utat, az el6z6 algoritmusokhoz hasonléan, egy p vektor segitségével
hatarozhatunk meg. Kezdetben p(i) := ¢ minden ¢ = 1,2,...,n értékre. Ha a
min (aij + Vj(k_1)> minimumot a j = £ értékre kapjuk meg, akkor, ha i <> /¢
j=1ln
a p; := L lesz.

BELLMANKALABA(A, V(D)

1. fori=1,2,...,ndo

2 pi =1

3. 1:=1

4. repeat

5. ti=1+1

6 for k:=1,2,...n do

7 min = ag1 + Vl(i*l)

8 pii=1

9 for j:=2,3,...ndo

10. if min > ag; + V" " then
11. min := a; + V}(Z_l)
12. if i # j then p; := j
13. Vk(l) = min

14. until VO = v -1
15. return V@ p

Egy vi—v; utat (a fenti algoritmusban az elsé vektor a j oszlop) a kovetkezs
algoritmussal hatarozzuk meg:

k=1
Up = 1
while p; # j do
Uk+1 = Puy
k=k+1
Elgbbi példankban p = (2,6,2,6,6,7,7). Az 1 és 7 cstucsok kozott a
legrévidebb 1t a kovetkezs csiicsokbol All:
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uyp =1, ug :=p1 = 2, ug := pa = 6, ug := pg = 7. Vagyis a megfelel§ ut:
1,2,6,7.

3.2.3. Legrovidebb utak minden csticsb6l minden
csucsba

A tavolsdgi matrix meghatarozésara egy Warshall-tipusi algoritmust
hasznalunk. Hogy meghatarozhassuk nemcsak a tavolsdgokat, hanem az utakat
is, egy P matrixot hasznalunk az el6z8 csticsok megérzésére.

3.2.3.1. A Floyd—Warshall-algoritmus

Kezdetben p;; := i ha d;; # oo és i # j; méas esetekben p;; := 0.

FLOYDWARSHALL(Dy)

1 D= DO

2. for k:=1tondo

3 for i :=1tondo

4. for j:=1ton do

D. if dij > di + dk;j then
6 dij = dzk + dkj

7 Dij ‘= Dkj

8. return D,p

Egy u,—u, utat a kévetkezd algoritmussal hatarozzuk meg:

k:=n:

U ‘=Y

while v # x do
Uk—1 = Pzuy,
k=kFk—1

CU o

A keresett Ut: ug, Upt1,-- ., Up.
Példa.
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Az el6bbi graf szomszédsagi méatrixa és a megfelels P matrix kezdeti értéke:

0 1 3 oo 8 011 01
o 0 1 oo 5 00 2 0 2
Dyg=| o0 c0o 0 1 o Phb=]0 00 3 0
oo oo oo 0 2 0 0 0 0 4
oo oo 4 oo 0 005 00
Az algoritmus eredménye a D és P métrixok:
0 1 2 3 5 01 2 3 4
co 0 1 2 4 00 2 3 4
D=] oo co 0 1 3 P=]1000 3 4
co oo 6 0 2 005 0 4
oo oo 4 5 0 005 30

3.2.4. Az algoritmusok bonyolultsaga

Felmeriilhet a kérdés, hogy melyik jobb a bemutatott algoritmusok koziil?
Hogyan hatarozhatjuk meg a bonyolultsagukat?

Logikus lenne, hogy az algoritmus bonyolultsagén a feladat megoldasahoz
sziikséges id6t értsiik. Mivel azonban az algoritmus kiilonféle nyelveken és
gépeken valdsithato meg, a megfelel§ program percekben, 6rakban mért futési
ideje nem lehet alapja az Osszehasonlitasnak. Ehelyett az algoritmus jol
megvalasztott miiveleteinek vagy lépéseinek a szamat vizsgaljuk. Gyakorlati-
lag azonban kevés olyan eset van, amikor pontosan meg lehet hatarozni egy
algoritmus lépésszamat adott nagysagi bemenetre. Ezért a lépésszdmot vagy
az algoritmus szempontjabol fontos miveletek szamat a legrosszabb esetben
vizsgaljuk minden azonos nagysagi bemenet esetében. Grafok esetében azonos
cstcsszamu vagy azonos élszamu grafokat vizsgalunk. A koévetkezSkben bony-
olultsagon mindig ilyen értelemben vett bonyolultsdgot értiink. A bonyolultsag
a bemeneti adatok nagysagan értelmezett fiiggvény.

3.2.4.1. Az O(f(n)) jelolés

Legyenek adottak az f,g : N — R fiiggvények. Ha létezik egy C pozitiv valos
szam és egy ng természetes szam gy, hogy

f(n) < Cg(n) ha n > ng,

akkor az f fiiggvény rendje kisebb vagy egyenls, mint a g rendje, és ezt igy
irjuk:

Ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)), akkor az f és g fiiggvények azonos
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rendtek, ¢s ennek jeldlése: f(n) = ©(g(n)).

Példak. A kozismert matrixszorzas bonyolultsdga, ha mindketté n x n ti-
pust, O(n?). Itt alapmiiveletnek két elem szorzatit vessziik.

n-elemi lista esetében a szekvencialis keresés bonyolultsaga O(n), a
buborékos rendezés esetében pedig O(n?) (mindkét esetben alapmiiveletként
két elem Osszehasonlitast vessziik).

3.2.4.2. A legrovidebb utak algoritmusainak bonyolultsaga

A Floyd—Warshall-algoritmus kivételével a bemutatott algoritmusok vagy egy
cstcsbol minden csticsba vagy minden csiicsbol egybe keresik a legrévidebb
utakat. Ezért, hogy egységesen kezelhessiik 6ket, beleértve a Floyd—Warshall-
algoritmust is, atszamitjuk a bonyolultsdgot a ,minden csticsb6l minden
csicsba esetre”, ami azt jelenti, hogy szorzunk n-nel.

A Moore- és Dijkstra-algoritmusoknal egy-egy while és for ciklus van
egymaéasba agyazva. Mivel a graf n-csicsd, az elsét legfennebb n-szer, a ma-
sodikat pedig legfennebb (n — 1)-szer végezziik el. Ezért a bonyolultsag O(n?),
mivel n(n — 1) méasodfoki.

algoritmus bonyolultsag bonyolultsag
,minden cstcsbol minden cstcsba”

Moore O(n?) O(n?)
Dijkstra O(n?) O(n3)
Ford O(n?) O(n*)
Bellman-Kalaba O(n3) O(n*)

Floyd-Warshall O(n?) O(n?)
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A kritikus 1ut

A wvonatjegy irdnt a vonat induldsa eldtt 30 perccel td-
maszthatd igény. A vonatjegy irdnt tamaszthatd igény
a vonat induldsa eldtt 5 perccel megszinik.
(Nyomtatott tdjékoztats a pispokladdanyi vasitdllomd-
son, 1971)

Ha egy bonyolult, tébb tevékenységbdl 4ll6 feladatot kell megoldanunk gy,
hogy ismerjiik az egyes tevékenységek elvégzéséhez sziikséges id6t, valamint
a tevékenységek egymésutanisagat, és szeretnénk a feladatot minél hamarabb
befejezni, akkor igénybe vehetjiik a grafelmélet eredményeit. A feladathoz ren-
delt graf ebben az esetben sajatos, amelyben egy kezd@cstucs és egy végestucs
kozotti leghosszabb uton is el kell végezni minden tevékenységet, és ezen nem
lehet varakozni, ha nem akarjuk negativan befolyasolni az eredményt.

A feladat grafmodelljét kétféleképpen lehet felépiteni. Egyik esetben a
tevékenységeknek a grafban iranyitott élek felelnek meg, a csticsok pedig esemé-
nyeket jelentenek (a befutod tevékenységek végetérte utéan kezdhetsk el a kifutod
éleknek megfelel§ tevékenységek). A méasik modellben a csicsok felelnek meg
a tevékenységeknek, mig az élek csupan a tevékenységek kozti kapcsolatokat
jelolik.

4.1. Els6é modell: a tevékenységeket élekkel
jeldljiik
Tevékenységi grifnak nevezzik azt a G = (V,EW), V. = {v,v9,...,0,},

Osszefiiggd, iranyitott kort nem tartalmazo irdnyitott grafot, amelyre fennall-
nak a kovetkezok:

— az élek tevékenységet jelolnek, az élekhez rendelt sulyok a megfelel6
tevékenységek végrehajtasahoz sztukséges idStartamot jelolik, és az idGtartam
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jelolése: di; = W(v;,v5),

— létezik egy kezddcesiics, legyen ez v1, amelyre NP¢(vy) = ) (azaz, egyetlen
él se fut bele),

— létezik egy wégcsiics, legyen ez v,, amelyre N¥(v,) = () (azaz, egyetlen él
se fut ki beldle).

A tevékenységek kozti kapcsolatot a kdvetkezs abréval szemléltethetjiik:
D —~_E

5 O OO0
F /~_G

c O——0O——0

Q A

Példankban az A tevékenységet be kell fejezni miel6tt megkezd&dnének a
B és C tevékenységek. Lehetnek 0 id6tartamu (azaz fiktiv) tevékenységek is,
amelyek csupan arra szolgilnak, hogy bizonyos tevékenységi sorrendet megval-
tossanak (ezeket szaggatott vonallal jeloljiik). Az E tevékenységet csak akkor
lehet elkezdeni, ha mar befejeztiik a D és F' tevékenységeket (itt van egy fiktiv
tevékenység), viszont a G megkezdése csak az F' bevégeztétdl fiigg.

Mennyi ideig tart az egész feladat elvégzése? Ez megfelel a kezds- és a vége-
stucs kozti leghosszabb 1t hosszanak. Mivel a graf nem tartalmaz iranyitott
koroket, a feladat megoldasara alkalmazhatjuk a legrévidebb utak esetében
hasznélt algoritmusokat, ha minimum helyett mindenhol maximumot vesziink.
De, mivel sajatos grafrol van sz6, hasznalhatunk egyszertibb algoritmusokat is.

Szintekre bontas
A tevékenységi graf csucsait szintekre bonthatjuk. A kezdd&csucs szintje 1. Ha
létezik a (vg,v;) irdnyitott él, akkor a v; szintje kisebb, mint a v; szintje.

A kovetkezd algoritmus megoldja a szintekre bontéast, felhasznalva a NEXT
rekurziv eljarast:

SZINTEKREBONTAS(G)
fori=1tondo
l(i):=1
fori=1tondo
call NExT(G,,1)
return(()

ahol

NEXT(G,,1)
for j=1tondo
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if (v;,v;) € E and (1(j) < 1(i)) then
1(5) =1()+1
if j < i then call NEXT(G,,j)
return /

1. szint 2. szint 3. szint 4. szint 5. szint 6. szint 7. szint

Példaként lassunk egy konkrét feladatot.
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tevékenység | el6z6 tevékenységek | idGtartam
A - 1
B - 2
C - 3
D A 2
E A 3
F A 4
G B, F 5
H C, G 2
I C, G 3
J B,F,D 4
K B, F 1
L B, F 1
M E, H, J, K, L 2
N H, I, L 3
O , L 2

A megfelels tevékenységi graf a kdvetkezs:

A tevékenységi graf elGallitasa nem mindig egyszert, hisz eredetileg csak az
éleket ismerjiik, és meg kell hataroznunk a cstucsokat a megfelel§ precedenciak-
nak megfelelGen.

Ha a vy,v9,...,v, cstcsok ebben a sorrendben vannak szintekre bontva,
akkor a kovetkezd algoritmus (a kritikus ut modszere, angolul CPM — Critical
Path Method) megadja a t; és t; idSpontokat, amelyek a tevékenységi graf
v; cstucsédhoz (eseményéhez) kapesolodnak. Ha a feladat elvégzése kezdetének
a 0 id6pontot tekintjiik, akkor ¢; azt a legkordbbi, t; pedig azt a legkésobbi
id6pontot jelenti, amikor a v;-bdl kinduléd tevékenységeket el lehet kezdeni.
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CPMcsucs(G)
t1:=0

for j =2,3,...ndo

tj = Inax (ti + dl])
viENbe(vj)
ty =1ty

fori=n—1,n—2...1do
t; = min (¢ —di;)

v eNKi(y;)
return ¢, t*

Az el6bbi példank esetében:

‘ csucs H (%] ‘ V9 ‘ V3 ‘ V4 ‘ Vs ‘ V6 ‘ (%4 ‘ (%) ‘ V9 ‘
t; O 1} 510 5|12 }13 |12 |16
tr 0| 1| 5|10(10|13 |13 |14 |16

Ertelmeziink néhany tun. idétartalékot minden tevékenységre, amelyek
értékes informaciokat tartalmaznak a feladat elvégzésére.

Ry(vi,v5) = ts —t; — d;j a leljes ddtartalék. A (vs,v;) tevékenységet en-
nyi idgvel lehet kés6bb kezdeni anélkiil, hogy ez befolyasolna az egész feladat
elvégzésének idStartamat.

Ry (vi,v;) = tj — t; — dij a szabad iddtartalék. A (v;,v;) tevékenységet ennyi
id6vel lehet kés6bb kezdeni anélkiil, hogy ez befoly4solna a t; id6pontot.

Rs(vi,vj) = max(t; —t; —d;;,0) a biztos iddtartalék. A (v;,vj) tevékenységet

ennyi id&gvel lehet késébb befejezni anélkiil, hogy ez befolyasolné az egész fela-
dat elvégzésének idGtartamaét.

Azok a tevékenységek, amelyekre mindharom idétartalék 0, a kritikus uton
vannak és kritikus tevékenységeknek nevezziik Sket. Ezen tevékenységek eseté-
ben barmilyen késlekedés az egész idGtartam révaséra megy.

El6bbi példank esetében:
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tevékenység | idGtartam | teljes id6- | szabad id6- | biztos idé-
tartalék: R; | tartalék: Ry | tartalék: Ry

A 1 0 0 0

B 2 3 3 3

C 3 7 7 7

D 2 7 2 2

E 3 10 8 8

F 4 0 0 0

G 5 0 0 0

H 2 1 0 0

I 3 0 0 0

J 4 5 3 0

K 1 8 6 6

L 1 7 6 6

M 2 2 2 0

N 3 0 0 0

O 2 2 2 1

Moédosithatjuk a Floyd—Warshall-algoritmust, hogy leghosszabb téavolsa-
gokat szamoljon, majd ezt felhasznaljuk a t és t* id6pontok kiszémitasara.
Ujraértelmezziik a Dy matrixot:

W(v;,vj) ha (v;,v5) € E
dY =10 ha i = j
—00 ha (v;,v;) € E

Az algoritmus a kovetkezs:

FWMAX(Dy)
D = DO
for k:=1tondo
for i :=1ton do
for j:=1tondo
if dz‘j <djr+ dkj then dij = d;p + dkj
return(D)

A legkorabbi és legkés6bbi idépontok kioszamitasara a kovetkezd algoritmust
hasznaljuk.

fori=1,2,...,ndo
b= dy;

fori=1,2,...,ndo
t;k Izdln—din
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Példank esetében:

L v | wof ws| wif v ws| vr[ ws|uw]|
V1 0 1 5 10 5 12 13 12 ] 16
vo || —00 0 4 9 4 11 12 11 ] 15
v3 || —o0 | —00 0 5 0 7 8 7111
Vg || —00 | —00 | —00 0| —o0 2 3 2 6
V5 || —00 | —00 | —00 | —00 0| —oc0 | —00 41 6
vg || —00 | —o0 | —00 | —00 | —00 0 0 0] 3
vr || —o0 | —00 | —00 | —00 | —00 | —00 0] —o0 3
vg || —o0 | —o0 | —00 | —00 | —00 | —00 | —00 0 2
vg || —00 | —00 | —00 | —o0 | —00 | —00 | —o0 | —oo | 0

A t; és t7 id6pontok tehat a kovetkezdk:

‘Vel“teXH?)l‘1)2‘?)3‘?)4‘?)5‘?)6‘?)7"08"09
t; 0 1 51 10 5112 |13 |12 | 16
t 0 1 511010 |13 13|14 | 16

Ha a tevékenységek idGtartama nem &llapithatd meg pontosan, ahogy ez a
gyakorlatban tobbnyire torténni szokott, akkor a legkisebb (optimista), illetve a
legnagyobb (pesszimista) becstilt id6tartamot vessziik, azaz idtartam helyett
egy idGintervallumot. Ebben az esetben a feladat megoldasahoz sziikséges id§
meghatarozasara a PERT modszert hasznaljuk (PERT = Programme Evalu-
ation and Review Technique vagy Programme FEvolution Research Task). Az
id6tartam ebben az esetben a megfelels (optimista és pesszimista idStartamok
altal meghatéarozott) intervallumba es§ véletlenszeri érték. A kapott kritikus
at és a kritikus tevékenységek bizonyos valészintiséggel értenddsk.

4.2. Masodik modell: a tevékenységeket
csucsokkal jeloljiik

A tevékenységi grafot a kovetkezSképpen modositjuk. A cstcsok
tevékenységeknek felelnek meg, az élek pedig ezek egymasutanisigit
jelolik. Ezért ennek a tevékenységi grafnak az elGallitdsa sokkal egyszeribb,
nem mas rutinmunkanal. Tekintsiik itt is, hogy a csticsok szintekre vannak
bontva, méghozza a vi,vs,...,v, sorrendben. Ebben az esetben a kezdd- és
végestucs egy-egy fiktiv (nulla idtartamt) tevékenységnek felel meg. Minden
csics esetében értelmezziik a kovetkezéket:
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tm(’l)z‘) (% t;kn(?)i)

tM(’UZ‘) dz‘ t}i/[(’l)i)

d; — a v; tevékenység idGtartama,
tm(v;) — legkorabbi id6pont, amikor a v; tevékenység megkezdédhet,
v;) — legkorabbi idépont, amikor a v; tevékenység befejezédhet,

m(
tn(
tar(v;) — legkésébbi id6pont, amikor a v; tevékenység megkezdSdhet,
t3,(vi) — legkés6bbi idépont, amikor a v; tevékenység befejezddhet.

A kovetkez$ algoritmussal kiszamithatjuk ezen idépontokat.

CPMEL(D)
tm(’l)l) =0
t:n(’t)l) = d1
for j:=2,3...,ndo
tm(vj) == max t (v)

UiENbe(Uj)
trn(’l)j) = tm(?)j) + dj
thr(vn) == 5, (vn)
tav(vpn) ==t (vn) — dy
fori:=n—1,n—-2,...,1do

ty(vi) == min  ty(vy)
UjENkl(’Ui)

tar(vi) =ty (vi) — d;
return t,,, 5, tar, thy,

Egy v tevékenység kritikus, ha ¢,,(v) = ta(v) (és természetesen ¢ (v) =
ths(v) is). Egy olyan utat, amelyen minden tevékenység kritikus, kritikus atnak
neveziink.

Oldjuk meg a kovetkezd feladatot.

tevékenység | el6z6 teveékenységek | idGtartam
A - 2
B - 3
C B 5
D A 3
E A 3
F C,DE 3
G C 2

A megoldast a kévetkez§ abra mutatja.
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0]A |2 2|D|5 8|IF [11
31215 51318 813 [11
0 (X0 2|E|5 111Y 11
01010 51318 1110 11
0|B|3 31C|8 8 |G [10
01313 31518 912 11

A feladat megoldasanak teljes idGtartama 11 idSegység. A kritikus 1t
X,B,C,F,Y (ahol X ésY fiktiv tevékenységek).
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Euler- és Hamilton-grafok

Euleri graf: minden foka pdros,
és a tétel mindorokre dll most;
grdafokrol ez dllitds
a vildgnak dsforrds.
(B. Zelinka: A grafelmélet himnusza,
ford. Adam Andrds)

Utunkban, te nemes lovag, segits meg.
Hajrd, fogyjon az 1t, tdrsak, siesstiink!
(Janus Pannonius: Bucsi Vdradtol,
ford. Aprily Lajos)

5.1. Euler-grafok

Egy vonal Fuler-vonal, ha a graf minden élét tartalmazza. Ha egy ilyen vonal
zart, akkor zdrt Fuler-vonalrdl beszéliink. Egy grafot Euler-grdfnak neveziink,
ha van benne zart Euler-vonal. Emlékeztetiink, hogy egy graf tartalmazhat
parhuzamos éleket és hurkoksat is.

1. tétel. Egy izoldlt csucsokat nem tartalmazo grdf akkor és csakis akkor
FEuler-grdf, ha dsszefiiggd és minden csucsdnak fokszdma pdros.

Bizonyitas. a) Ha a graf Euler-graf, akkor van benne zart Euler-vonal, tehat
Osszefiiggs. A zart vonal minden csucs érintésekor pontosan két élt hasznal,
tehat a minden fokszam paros.

b) Tekintsiink egy Osszefiiggs grafot, amelyben minden cstcs fokszama
paros. Az élek szamaéra vonatkozo indukciéval bizonyitjuk, hogy ekkor létezik
zart FEuler-vonal. Ha az n-csicsi graf egyetlen n hosszasagu kort tartalmaz,
akkor a tétel allitasa igaz. Legyen a grafnak ennél tobb éle. Mivel a graf 0ssze-
fligg6 és minden csicsa paros fokszami, kénnyen talalhatunk benne egy zart
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vonalat. Nem kell mast tenniink csak bejarnunk az éleket, vigyazva arra, hogy
minden csticsban olyan élen haladjunk tovabb, amelyet még nem érintettiink.
Mivel minden fokszam ptros, ssak akkor nem tudjuk folytatni az eljarast, ha
mar visszaértiink a kiindulé csticsba. Ha ez a zart vonal tartalmazza a graf min-
den élét, akkor tételiinket bebizonyitottuk. Ha nem, akkor elhagyjuk a kapott
zart vonal éleit a grafbol. Az igy kapott grafban az élek szama kisebb lesz,
minden fokszam szintén péaros, de a graf esetleg nem 0Osszefiiggs. Ekkor minden
komponensének kevesebb éle van, mint az eredeti grafnak, tehat, az indukcios
feltevés alapjan minden komponensére igaz a tétel, azaz minden komponen-
sében van zart Euler-vonal. Legyenek ezek &1, &, ... &k, ha k komponens van.
A grafbol torolt vonal sorra érinti ezeket a zart vonalakat, és veliik egyiitt az
eredeti graf egy zart Euler-vonalat képezi. Es ezzel bebizonyitottuk a tételt. O

A tétel értelmében a konigsbergi hidak probléméajanak megfelels graf nem
Euler-graf, mivel minden csticsanak fokszdma péaratlan. (¢(a) = ¢(c) = ¢(d) =

3 és p(b) =5).

2. tétel. Egy dsszefiiggd graf akkor és csakis akkor tartalmaz (nyitott) Fuler-
vonalat, ha két, pdratlan fokszdmi csucsdn kivil minden mds csics fokszama
pdros.

Bizonyitas. Egy uj él hozzdadasaval a két paratlan fokszami csics kozott
minden fokszam péros lesz, tehéat lesz a grafban zart Euler-vonal (1). tétel
alapjan). Elhagyja bel6le a hozzaadott élt, egy (nyitott) Euler-vonalat kapunk.

O

3. tétel. Ha egy dsszefliggd G grifban a pdratlan fokszdmid csicsok szama
2k(k > 1), akkor létezik a G grifban k darab élfiggetlen vonal, amelyek egyiitt
lefedik a grdf éleit.

Bizonyitas. Két vonal élfiiggetlen, ha nincs kozos éliik. A 2k paratlan fok-
szamu csticsot 0ssze lehet kotni k olyan éllel, amelyek nem szomszédosak. Ekkor
nminden fokszam paros, és az 1. tétel alapjan a bizonyités nyilvanvald, mivel
a zart Euler-vonalbdl elhagyja a nem szomszédos k élt, a zart Euler-vonal k
élfliggetlen vonalla esik szét. O
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Fleury! algoritmusa

Az algoritmus segitségével megkereshetiink egy Euler-vonalat (péaratlan foku
cstcsbol indulunk), vagy akar zart Euler-vonalat is (tetszdleges cstcsbol indu-
lunk).

Egy élt hidnak neveziink, ha elhagyaséaval eggyel ng a graf dsszefliged kom-
ponenseinek a szama.

A Fleury-algoritmus esetében elindulunk egy csicsbol, kivalasztunk egy élt,
majd toroljiik azt, a kdvetkezd csiicsban hasonléan vaédlasztunk egy élt, vi-
gyézva arra, hogy hidat csak akkor valasszunk, ha mas lehet&ségiink nincs.
Minden egyszer bejart élt torliink.

FLEURY (G, u)

1. valasszunk ki egy u-hoz illeszked§ e élt, amelynek mésik végpontja v
2. i:=1
3. w;:=e
4.  toroljiik ki a grafbol az e élt
5. u:=v
6. while van még él a grafban do
7. valasszunk ki egy u-hoz illeszkedd e élt, amelynek masik végpont-
ja v, és amelyik csak akkor lehet hid, ha nincs mas lehet&ség
8. 1i=1+1
9. w; =€
10. toroljik ki a grafbol az e élt
11. U =0
12. return wi,k=1,2,...,1
Példa.

Az 1. tétel alapjan konnyen tervezhetiink egy més algoritmust is.
Iranyitott grafok esetében a kévetkezd eredményeket fogalmazhatjuk meg.

4. tétel. Egy osszefiiggd irdnyitott grifban akkor és csakis akkor létezik irdnyi-
tott zdrt Buler-vonal, ha minden v csicsra igaz, hogy: o (v) = o (v).

5. tétel. Egy dsszefiiggd irdnyitott grifban akkor és csakis akkor van (nyitott)
irdnyitott Buler-vonal, ha van két olyan u és v csicsa, amelyekre o™ (u) =
O (u) + 1, o*(v) = ") — 1, és a graf minden mds x csicsdra ¢*(x) =
" (x). A vonal u-val kezdddik és v-vel végzidik.

Egy érdekes eredmény nem iranyitott grafokra:

6. tétel. Egy dsszefiliggd grif éleit be lehet jdrni dgy, hogy minden élt pontosan
kétszer érintsiink, méghozzd ugy, hogy mindkét iranyba egyszer, és visszaéryink
a kitnduld csicsba.

'Henri Fleury, ma méar alig ismert francia matematikus, aki 1883-ban kozolte al-
goritmusat.
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Bizonyitas. Tetszdlegesen iranyitjuk a graf éleit, majd minden (u,v) él eseté-
ben hozzaadunk egy 4j (v, u) élt. Az eredményiil kapott irdnyitott graf kielégiti
a 4. tétel kovetelményeit, tehat 1étezik benne zart irdnyitott Euler-vonal. Ez
pedig megfelel a kért bejarasnak az eredeti grafban. O

Példa. Az iranyitott grafban sorszammal jel6ltiink egy lehetséges bejarast.

5.2. Hamilton-grafok

1857-ben Sire William R. Hamilton ir matematikus kitaldlta a dodekaéder-
jatékot (a dodekaéder 20 csicsu, 30 éld, 12 lapu szabalyos test, amelynek
minden lapja szabalyos 6tszog). Minden cstucs egy varost jelentett, és a fe-
ladat szerint be kellett jarni minden varost, de csak egyszer érintve minde-
gyiket, és visszajutni a kiindulopontba. A jatéknak megfelel§ graf, amelyet
igy kaphatunk meg, hogy a dodakaéder egyik lapjat széthtuizzuk, majd erre
vetitjik a cstcsokat és éleket, a kovetkezd.

Egy utat Hamilton-itnak neveziink, ha tartalmazza a graf Gsszes cstcsat.
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Egy kor, amelyik tartalmazza a graf minden csacsat, Hamilton-kor. Egy
graf Hamilton-grdf, ha tartalmaz Hamilton-kort. A Hamilton-grafok vizsgélata
sokkal bonyolultabb, mint az Euler-gréafoké.

7. tétel. |Ore| Ha egy legaldbb n > 3 csicsu egyszerd grafban barmelyik kér
nem szomszédos u, v csucsra igaz, hogy p(u) + @(v) > n, akkor a grdfban van
Hamilton-kor.

Bizonyitas. A bizonyitast reductio ad absurdummal végezziik. Az Osszes
olyan n-cstcsu egyszeru grafok koziil, amelyek teljesitik a tétel feltételeit,
és mégsem tartalmaznak Hamilton-kort, tekintsiink egy maximélis élszamut.
Ezért hozzéadva egy {u,v} élt ez a graf tartalmazni fog egy Hamilton-kort.
Igy az eredeti grafban van egy Hamilton-tt, legyen ez u = vy, v, ..., v, = .

o . .
U1 V2 U3 Vi—-1 Y Un,

Ezen a Hamilton-uton kell lennie két szomszédos cstcsnak, v;—1 és v; Ugy,
hogy v1 szomszédos legyen v;-vel, v, pedig v;_i-vel, kiilonben ¢(v1) < n —
1 —¢(vy), ami ellentmondasban lenne a tétel feltételével. De ekkor létezik egy
V1, U2, « oy Vim0, Vie1, Un, Un—1, - - - Ui+1, Vi, v1 Hamilton-kor is, ami ellentmondas.

O

A kovetkezs graf példa arra, hogy a tétel tetszéleges grafra nem igaz. A
nem szomszédos csticsok fokszamanak Osszege legalabb 4, és a graf mégsem
tartalmaz Hamilton-kort.

8. tétel. |Dirac Gabor| Ha egy legfeljebb 2k-csicsi egyszertd grdfban minden
csuces fokszama legaldbb k (k > 1), akkor a grifban van Hamilton-kér.

1. bizonyitas. Alkalmazzuk Ore tételét!
2. bizonyitas. A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkezs két lemméra.

1. lemma. Ha egy legfeljebb 2k-cstcsi eqyszeri grdfban minden csics fok-
szama legaldbb k > 1, akkor a grdf dsszefiiggd.

Bizonyitas. Legyen egy olyan legfeljebb 2k-cstcsu egyszert graf, amely-
ben minden cstcs fokszama legaldbb k, de mégsem Osszefiiggs. Ekkor a graf
legalabb két komponensbdl all, és ezek koziil legalabb egyiknek legfeljebb k
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cstucsa van. Ebben a komponensben a legnagyobb fokszam k — 1 lehet, ami
ellentmondas a tétel feltevésével, tehat a graf csak Gsszefliggd lehet. O

Adjunk példat arra, hogy tetszéleges grafra a lemma nem igaz.

2. lemma. Ha eqy egyszertd grdfban minden csics fokszdma legaldbb k > 1,
akkor a grdfban van eqy legaldbb k + 1 hossziusdgu kor.

Bizonyitas. Legyen ag,a1,as ... egy leghosszbbb ut a grafban.

Mivel minden v csucsra igaz, hogy ¢(v) > k, ag-nak is a fokszama legalabb
k. De az ag, a1, ao, ... egy leghosszabb 1t, ezért ag csak az uton levs csiicsokkal
lehet szomszédos. ag fokszama legalabb k, ezért a legrosszabb esetben is szom-
szédos az aq, a9, ...ax csicsokkal. Ekkor aq,ao,...ag, a1 egy k + 1 hosszusagi
kor. O
A 8. tétel bizonyitasa Az 1. alapjan a graf osszefiiggd. A 2. lemma alapjan
a grafban van egy r > k + 1 hosszisaga kor.

uj
U2
Uy

Uy
@ o @ —©O
U1 U2 U

Ur—1
Upr—] Ur—2

Ha ez a kor nem Hamilton-kor (r < 2k), akkor egyik cstucsabol (legyen ez u,.),
létezik egy leghosszabb ut, u,.,v1,...,v;, amelynek csicsai nincsenek a koron.
Mivel ez egy leghosszbb 1t, és ¢(v;) > k, a vy csics csak ezen az uton vagy
a koron 1évs cstucsokkal szomszédos, Gsszesen legaldbb k-val. De v; nem lehet
szomszédos sem az uj,usg...,u; csicsokkal sem pedig az wp—_j, Up—i41,. .. Up
cstcsokkal (mert akkor egy hosszabb kor keletkezne). A v; cstcs ugyanakkor
nem lehet szomszédos az uj4+1, Upta, ..., Ur—j—1 csticsok kozil két szomszédos-
sal, mert akkor szintén hosszabb kor keletkezne, ha a két ilyen csiics kozotti élt
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r— 21

a két éllel helyettesitenénk. Tehét a v; csticsnak a koron legfeljebb SZom-

szédja lehet. De, mésfel6l, v;-nek legalabb k — [ szomszédja kell, hogy legyen
-2l

! >k —1, azaz r > 2k, ami

nyilvanval6éan ellentmondas. O

koron (mert az uton legfeljebb [ lehet). Igy

-1
9. tétel. Legyen G egyn > 2 csucsi egqyszerd graf. Ha p(v) > nT barmelyik
v cstcsra, akkor G tartalmaz Hamilton-utat.
Bizonyitas. Legyen G’ az a graf, amelyet tigy kapunk G-bél, hogy hozzaadunk
egy 1j, = cstcsot, amelyet osszekotiink a eredeti graf minden csucsaval. A G
-1 1
grafban p(x) = n és p(v) > nT +1= % mindne v-re G-bdl, de G’

csticsainak a szdma n + 1, igy a 8. tétel alapjan G’-ben Hamilton-kér. Ha
toroljiik az x csicsot a korbdl, egy G-beli Hamilton-utat kapunk. O

10. tétel. [Rédei] Egy legaldbb kétcsicsi teljes grdf éleinek tetszdleges
wranyitdsdval kapott grdafban mindig van trdnyitott Hamilton-it.

Bizonyitas. Tekintsiink a teljes grafban az élek iranyitasa utan egy leghosz-
szabb L iranyitott utat:
a p q b

r

Ha ez nem Hamilton-1t, akkor 1étezik egy r csics a grafban, amelyik nincs
rajta ezen az uton. Ekkor létezik az (a,r) iranyitott él (kiilonben, ha az
iranyitas (r,a), akkor L nem a leghosszabb iranyitott tut), hasonloképen létezik
az (r,b) él is. Ekkor azonban léteznie kell a (p,r) és (r,q) iramyitott éleknek,
de ekkor az a,...p,7,q,...,birdnyitott 4t hosszabb mint L, ami ellentmondas.
Tehat L Hamilton-t. O

11. tétel. Ha egy legaldbb hdromcsiucsu teljes grdf éleit gy irdnyitjuk, hogy
minden csicsdhoz illeszkedjék kifuto és befutd €l is, akkor az igy kapott grafban
van trdnyitott Hamilton-kor.

Bizonyitas. A Rédei-tétel alapjan (10. tétel) a grafban van irdnyitott
Hamilton-ut. Legyen ez v1,vs...,v,. Ha a vy és v, cstcsok kozott az iranyitas
vp-b6l vi-be van, akkor van a grafban irdnyitott Hamilton-kér. Ha pedig
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forditva, v1-b6l v,-be van iranyitva az él, akkor mivel vi-hez is kell illeszkednie
legalabb egy befuto élnek, létezik egy (vg,v1) irdanyitott él. Ezért van a grafban
iranyitott kor: vi,ve ..., v, v1.

Tekintsiink egy leghosszabb iranyitott kort, legyen ez vi,vs ..., v, v1.

Ha ez a kor nem tartalmazza a graf minden csicsat, akkor létezik egy
koron kiviili v cstcs. Ez Ossze van kotve a kor minden cstcsaval valamilyen
iranyitasa éllel. Ha létezik két (v;,v) és (v,v;4+1) él, akkor ellentmondéashoz ju-
tunk, hisz keletkezik egy hosszabb iranyitott kor: vi,ve ..., v, 0,041 ... Up, V1.
Tehét ilyen eset nem lehet. De, mivel az sem lehet, hogy minden v-hez illeszked6
él befuto vagy kifutd legyen, kell lennie két (v,v;) és (vit1,v) élnek is, de
ekkor feltétleniil léteznie kell a (v,vj41) és (vj,v) éleknek is, ami @jbol ellent-
mondéshoz vezet, hiszen ekkor az el6z6 esethez hasonléan (vj,vj41) helyett a
(vj,v) és (v,vj41) éleket véve, hosszabb kért kapunk. Ezzel a tételt bebizonyi-
tottuk. O

A tétel szerint a graf egy adott kore mindig bdévithets egy cstcesal, tehat
lényegében kapunk egy algoritmust is a Hamilton-kor megkeresésére.

A kovetkezd tétel arra ad elégséges feltételt, hogy egy graf ne tartalmazzon
Hamilton-utat vagy -kort.

12. tétel. Ha eqy G grdf k csics kitorlése utdn t6bb mint k komponenre bom-
lik, akkor G nem tartlmaz Hamilton-kért. Ha k csics torlésével G t6bb mint
k + 1 komponensre bonmlik, akkor G még Hamilton-utat sem tartalmaz.

A kovetkezd két graf illusztralja a a tételt.

G1 G2
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Hamilton-ut és -kor keresése

A latin négyzet segitségével iranyitott Hamilton-utakat és -koroket
kereshetiink. A latin négyzet hasonlit a szomszédsagi méatrixhoz, de itt a métrix
elemei maguk az élek, pontosan azok végpontjai.

Legyen G= (V, E) egy egyszerii irdnyitott graf. Ertelmezziik az n-cstcst G
graf latin négyzetét a kovetkezdképpen.

L= (lij)i,jzl,irw ahol

I L ha(v;,vj) € E
Y10 ha(v;,vj) € E

Ertelmezziik a kovetkezd matrixot is.

= (I} ahol

Z_])Z] 1,n>
e v ha(v;,vj) € B
0 ha(v,v;) € E

A kovetkezs szorzas segitségével kereshetjiik meg a Hamilton-utakat és
koroket.

L? = [ ®L*
LW = L1 @ L* ha k> 2,

ahol 1Y = [~ i, 157V 13,

k—1) 4
J’ 12 l( l"j}'

550 lin

Itt lﬁc*l) -17; a két elem, lﬁc*l) és 17}, konkatenalasat (azaz egymasmellé
helyezését) jelenti, és ez megfelel egy sétanak a grafban. Amennyiben az
lz(f U clem halmaz, akkor a konkatenalds mindegyik elemére vonatkozik. Ha
konkatenalasnal egyik elem 0, akkor az eredmény is az. Mivel Hamilton-utakat
keresiink, azok az elemek nem érdekelnek, amelyekben ismétlédnek cstcsok,
hisz akkor a séta nem tut. Ezért ezekben az esetekben az illeté elemet 0-
val helyettesitjiik. Igy az L1 elemei irdnyitott Hamilton utaknak felelnek
meg. Amennyiben az irdnyitott Hamilton-koroket szeretnénk megkeresni tgy
megengedjiik, hogy szorzaskor az n-dik hatvanynal az elemek els6 és utolso
bettije megegyezzék.

Példa. Példankban az méatrix sorait és oszlopait az a, b, ¢, d cstiicsokkal index-
eljiikk (az els6 sor a-nak, a masodik b-nek, a harmadik c-nek, a negyedik pedig
d-nek felel meg). Az egyes helyeken halmazok helyett egymés ala irt elemeket
hasznélunk.
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A megfelels latin négyzetek (matrixok) és azok hatvanyai a kovetkezdk:

0 ab 0 ad 0 b 0 d
ba 0 0 bd « | a 0 0 d
L= ca cb 0 «cd Lr= a b 0 d
0 0 de O 0 0 ¢ O
0 0 adce abd
0 0 bdc bad
L® = cad
cba cab O { chd }
deca deb 0 0
0 adeb abdc 0
bdca 0 badc 0
LB = cbad
0 0 0 { cabd }
dcba  dcab 0 0
adcba
{ abdca } 0 0 0
0 { bdcab } 0 0
1@ _ badcb
0 0 cbadce 0
cabdc
debad
0 0 0 { dcabd }

Az L? elemei szerint a grafban 8 Hamilton-tut van, L* szerint pedig két
Hamilton-kor (a matixban ezek mindegyike négyszer jelenik meg, hisz egy kor
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barmelyik csicesal kezdddhet).

5.3. De Bruijn-grafok

Legyen A egy n-bettis abécé, A* pedig az A f5lotti 6sszes k hosszisag szavak
halmaza.

De Bruijn-grifnak nevezziik azt a B(n, k) = (V(n,k), E(n, k)) grafot, ahol
V(n,k) = A* a csticsok halmaza, E(n,k) = A**1 az élek halmaza, és létezik
iranyitott él egy x1xo...x) cstcsbdl egy y1yo ...y, csicsba, ha xoxs ...z =
Y1y2 .- - Yk—1-

A B(2,2) De Bruijn-graf.

A B(3,2) De Bruijn-graf.

A B(n, k) De Bruijn-grafban létezik zart iranyitott Euler-vonal, hisz min-
den cstucsaba a befutd élek szama azonos a kifutd élek szaméval, és ez n.
Ugyanakkor 1étezik iranyitott Hamilton-kor is, hisz egy zart irdanyitott Euler-
vonalnak a B(n, k) grafban megfelel egy iranyitott Hamilton-koér a B(n,k+ 1)
grafban. Példaul a 000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100 élsorozat zart iranyitott
Euler-vonal B(2,2)-ben, és egyben Hamilton-tut B(2, 3)-ban, amely folytathato
a 000 cstccesal, hogy Hamilton-kor legyen.

13. tétel. Ha a B(n,k) grafbol, ahol n > 2, elhagyjuk egy irdanyitott Hamilton-
kor éleit, a kapott grdf dsszefiiggd marad.

Bizonyitas. Legyenek a,b,c,d,e € A, u € A*~! és két szomszédos au és ub
csiics az adott Hamilton-kordn. A De Bruijn-grafok értelmezése szerint 1éteznek
az uc,ud és eu csucsok ugy, hogy léteznek az (au,uc), (au,ud), (eu,ub) élek,
amelyek nincsenek az adott Hamilton-koron, és az (eu,uc) és (eu,ud) élek
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koziil legfeljebb egyik lehet az adott Hamilton-koron. Tehat, az au és ub csic-
sok kozott van lanc a Hamilton-kor éleinek torlése utan. Ez a Hamilton-kor
barmelyik két cstcsara igaz, tehat a graaf a Hamilton-kor éleinek torlés utéan
is Osszefiiggd marad.

Q
\Q\@* O

a

Ha n > 2, akkor a B(n, k) grafban egy Hamilton-tit mindig folytathato agy,
hogy zart Euler-vonal keletkezzék. Ha n = 2, akkor ez az allitds nem igaz,
amint az konnyen belathato.
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6. fejezet

Fak és ligetek

Azért van a bindris fa gyokere feliil, és a levelei
alul, mert akik kitaldltdk, soha nem jdrtak a ter-
mészetben, és nem ldttak igazi fdt.

(falfirka)

6.1. Alaptulajdonsagok

Legyen G = (V, E, G) egy tetszbleges graf, ahol m = |E|, n = |V, és k = k(G)
az Osszefliggd komponenseinek a szama. A graf ciklomatikus szama v(G) =
m—n+k.

14. tétel. Legyen G egy grdaf, G' pedig eqy olyan grdf, amelyet G-b6l kapunk
eqy €l hozzdaddsdval.

a) Ha az ij él hurok vagy ugyanannak a komponensnek két csdcsdt kiti dssze,
akkor v(G') = v(G) + 1.

b) Ha az 4j él két killonbozé komponens két csucsdt koti dssze, akkor v(G') =

v(QG).

Bizonyitas. Az a) esetben egy él hozzaadasaval csak az élek szama nd, ezért
v(G') = v(G) 4+ 1. A b) esetben az élek szama eggyel ng, ugyanakkor eggyel
csokken a komponensek szama, tehat v(G') = v(G). O
Legyen E = {e1, e, ..., ey} a graf éleinek halmaza. Egy kor abrazolhato egy
(karakterisztikus) vektor segitségével. Egy kor karakterisztikus vektora v =
(v1,v2,...Un), ahol v; = 1, ha az e; él rajta van a koron, és v; = 0 kiilonben.
Ertelmezhatjiik két ilyen vektor dsszeadasat: v = vl 4 v2, ahol

1 havil—f—v?:l
"7 0 hav!+v?=2vagy v} +v}=0
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A ci,c,... ¢, korok fiiggetlenek, ha a megfelels vl v2, ..., vP karakter-

isztikus vektorok fiiggetlenek, azaz ha tetszéleges «; € {0, 1} értékekre
alvl—i—agvz—i—...—i—apvp =0 = a;=0,a0=0,...0p, =0,

ahol 0 = (0,0,...,0).

Az ey, eq,€9,e7] kor karakterisztiksu vektora (1,0,0,0,0,1,1,0,1). Az
les, €6, €8], [es,e3,€7,€9] és [es, e5,es,€9,e7] korok nem fiiggetlenek, mert a
megfelel6 karakterisztikus vektorokra:

(0,0,0,0,1,1,0,1,0) + (0,0,1,0,0,1,1,0,1) + (0,0,1,0,1,0,1,1,1) = 0.

Egy maximalis fiiggetlen kérhalmaz! fundamentdlis kérrendszert vagy alap-
kérrendszert képez. Barmely kor, amely nem eleme egy alapkorrendszernek,
kifejezhet6 az alapkorrendszer elemeinek linearis kombinaciéjaként.

v(G) a G alapkorrendszere elemeinek a szama. Ha v(G) = 0, akor a G
grafban nincs kor.

Ha egy graf kormentes, akkor a neve liget (vagy erdd). Egy Osszefliggs kor-
mentes grafot fdnak neveziink. A liget tébb fabol all. A ligetre fennéll, hogy
v(G) =0.

Ligetben vagy faban az els6foku csiicsokat levélnek nevezziik. Minden faban
legaldbb két levél van.

fa liget

A G graf feszitdfdja vagy favdza a G olyan részgrafja, amely fa és tartalmazza
a G graf minden csicsat (azaz olyan feszits részgraf, amely fa). FAban minden

Ttt a maximalis azt jelenti, hogy tetszéleges kor hozzédadasaval a rendszerhez, az
mar nem lesz fiiggetlen.
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él hid.

feszitsfa

15. tétel. Legyen G egy n-csicsi graf. A kévetkezd dllitasok egyenértékiek, és
a fakat jellemzik.

(1) G dsszefiiggd és kirmentes.

(2) G kormentes és n — 1 éle van.

(3) G dsszefiiggd és m — 1 éle van.

(4) G kormentes, de barmely két nem szomszédos csicsianak Gsszekdtésével
kor keletkezik.

(5) G dsszefiiggd, de barmely élének torlésével szétesik két komponensre.

(6) A grdf barmely két csicsdt pontosan egy ut kéti Gssze.

Bizonyitas. (1) = (2): Ha G 0Osszefliggs, akkor £k = k(G) = 1 (egyetlen
komponensbdl all), és mivel kérmentes, kovetkezik, hogy v(G) = m—n+1 =0,
ahonnan m =n — 1.

(2) = (3): G kormentes, tehat v(G) =m—n+k =0 és, mivel m=n—1=
k =1, tehat a graf osszefiiggs.

(3) = (4): Mivel a graf Osszefiiggs, ezért k=1, ésm=n—1=v(G) =0.
Tehat G kérmentes. Uj él hozzdadasaval v(G)-ben csak m értéke nd, tehat
v(G) = 1, ami azt jelenti, hogy egy kor keletkezik.

(4) = (5): Ha G nem lenne 6sszefiiggs, akkor két komponense egy-egy csi-
csét Osszekotve, nem jelenik meg kor, amely ellentmondas (4)-gyel, tehat G-nek
Osszefliggének kell lennie.

G kormentes és Osszefiiggs, tehat v(G) =m —n+1 =0, innen m =n — 1.
Ha torliink egy élt, akkor m értéke csdkken, tehat k-nsk 2-vel kell egyenlének
lennie, hogy v(G) = m—n+k = 0 legyen. Ezért egy él torlésével a graf szétesik
két komponensre.

(5) = (6): Mivel G 6sszefiiggs, ha barmely két cstcsa kozott két kiillonbozs
it lenne, akkor lenne benne kor, de ekkor a kérbdl elhagyva egy élt, a graf nem
esne szét két komponenre, tehat ellentmondéshoz jutunk.

(6) = (1): Ha a graf barmely két cstucsa kozott van egy ut, akkor a graf
Osszefiiggs. Ha pedig G tartalmazan kort, akkor a kor barmely két csiicsa kozott
két it lenne, ami ellentmondaés. O
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16. tétel. Ha egy graf T részgrifja a kovetkezd tulajdonsdgok kézil bdrmely
hdrommal rendelkezik, akkor T feszitdfa.

(1) T dsszefiiggd.

(2) T kérmentes.

(3) T-nek n csicsa van.

(4) T-nek n — 1 éle van.

Megjegyzés. A (2) és (4) tulajdonsagok egytitt biztositjak, hogy T feszitsfa
legyen, nem kell egy harmadik tulajdonsag.

Gyokeres fak

A gyokeres fa olyan iranyitott éli fa, amelyben kijeloltiink egy gyokérnek
nevezett r csicsot, azzal a tulajdonsiggal, hogy barmely v csticsara igaz legyen,
hogy létezik r—v iranyitott t. Ha egy faban kijeloltiink egy cstcsot gyokérnek,
akkor az éleket nem is fontos irdnyitani, hisz mindig ugy tekinthets, hogy a
gyokértdl a levelek felé vannnak iranyitva. Egy él kezdGcstucsa az ds, a vége-
sucsa pedig a leszdrmazott. A gyOkér sohasem tekinthetd levélnek, akkor sem,
ha a foka egyenls eggyel.

gyokeres fa nem gyokeres fa (de lehetne)

Példénk masodik grafja nem gyokeres fa, mert nincs kijelolt gyokere, de
van olyan cstcsa, amelyet ha kijelolnénk, akkor teljesiilnének az értelmezés
kikotései.

Binaris fak
A binéaris fak olyan sajatos gyokeres fak, amelyeknek élei nem iranyitottak,

ennek ellenére mindig tgy tekintjiikk, mintha azok a gyokértdl a levelek fele
lennének iranyitva. A binéaris fakat rekurzivan értelmezziik.

1. Egy cstcs binéris fa, és gyokér a neve.

2. Ha az A és B, a és b gyokerd binaris fak, akkor binaris fak a kévetkezdk
is, amelyekben A bal oldali részfa, mig B jobb oldali részfa:

— egy r gyokerd fa, amelyben r egy-egy éllel kapcsolodik a-hoz és b-hez,

—egy r gyokert fa, amelyben r egy éllel kapcsolodik a-hoz,

— egy r gyokertd fa, amelyben r egy éllel kapcsolodik b-hez.
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Grafikusan &brazolva:
T T T
A B A B
A binaris fakat mindig ugy rajzoljuk le, hogy felil van a gyokére, alatta
a tobbi cstics. Amint az értelmezésbdl is latszik, a binaris faknél megkiilon-

boztetjik a bal és a jobb oldali részfakat. Ha ezeket felcseréljiik, akkor més
binaris fat kapunk, annak ellenére, hogy ezek mint grafok, izomorfak.

Példaként felsoroljuk az Osszes két- és haromesicsi binaris fat.

AWADAE

n—2 n=3

A binaris fa csiicsait a tobbféle modszerrel jarhatjuk be:

— gyokérkezdd (preorder) bejarés: elszor megvizsgaljuk a gyokeret, majd
bejarjuk a bal, azutan pedig a jobb oldali részfat,

— gyokérkozept (inorder) bejaras: el6szor bejarjuk a bal oldali részfat, azutan
megvizsgaljuk a gyokeret, majd bejarjuk a jobb oldali részfat,

— gyokdrvégzs (postorder) bejaras: el@szor bejarjuk a bal, azutan a jobb
oldali részfat, majd megvizsgéaljuk a gyokeret.

Példa.
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preorder: A,B,C,D,F,H,E, G

inorder: B,A,D,H,F,C,G,E

@ postorder: B, H,F,D,G,E,C, A

)

A kiilonféle bejarasokat a kovetkezd eljarasokkal irhatjuk le, ahol B jeldl egy
binaris fat, By, a bal oldali, Br pedig a jobb oldali részfajat:

PREORDER(B)
1. if B nem {ires then

2 return B gyokere
3. PREORDER(BYJ,)
4 PREORDER(BR)
INORDER(B)

1. if B nem iires then
2 INORDER(BY,)

3. return B gyokere
4 INEORDER(BR)
POSTORDER(B)

1. if B nem iires then
2 POSTORDER(BY,)
3. POSTORDER(BR)
4 return B gyokere

6.2. Gazdasagos feszit6fak

Stulyozott grafban egy feszitéfa értéke az éleihez rendelt sulyok Osszege. Adott
sulyozott grafban keressiik a legkisebb értékii feszitGfat, amelyet minimdlis fes-
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zitéfdnak neveziink. Két algoritmust mutatunk be minimalis feszitéfa megk-
eresésére.

6.2.1. Kruskal algoritmusa

A graf éleit sulyuk szerint novekvd sorrendbe rendezziik. Az els6 él a sor-
bol bekeriil a leends gazdasagos favazba (az alabbi algoritmusban a leendd
favazba bekeriils éleket megcsillagozzuk). Kezdetben a graf minden csticsa egy-
egy halmazt képez. Egy él akkor keriil be a favazba, ha végpontjai kiilonb6z6
halmazbol valok, és ekkor a két megfelel6 halmazt egyesitjiik. Az algoritmus
akkor ér véget, amikor a graf minden cstucsa egy halmazban van.

Példa.

Az els6 oszlopban az élek vannak, a masodikban a megfelels suly értéke, a
harmadikban csillag, ha az él bekeriilt a favazba, a negyedik oszlopban pedig
a cstcshalmazok.

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}

{5,7} 1 {5,7}, {1}, {2}, {3}, {4}, {6}, [8}
{7,8} 2 * {5,7,8}, {1}, {2}, {3}, {4}, {6}
{3,8} 3 * {3,5,7,8}, {1}, {2}, {4}, {6}
{1,3} 4 * {1,3,5,7,8}, {2}, {4}, {6}

{3,4} 4 x {1,3,4,5,7,8}, {2}, {6}

{4,8} 4

{2,3} 5  * {1,2,3,4,5,7,8}, {6}

{1,5} 6

{2,5} 6
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{4,5} 6
{1,6} 8 * {1,2,3,4,5,6,7,8}
{3,5} 9
{1,2} 10
{5,6%} 12
{5,8} 13

A csillaggal megjelolt élek a gazdasagos favéaz élei. Maga a favaz a kivetkezo:

Az algoritmus leirasahoz tekintsiik az élek E = {eq,eo,..
tgy, hogy W(e;) < W(eijt+1), minden ¢ = 1,2,...

., €m} halmazat

,m — 1 értékre (azaz, az

élek sulyuk szerint névekvs sorrendben vannak indexelve). Halmazok helyett

egy h = (hl,hg,...

, hy) vektort hasznalunk (n a csicsok szama), amelynek

elemei kezdetben egyenléek az indexiikkel, ami arra utal, hogy kiilonb6z& hal-
mazok elemei. Amikor két halmazt egyesitiink, a megfelel6 h; értékeket egyen-
16vé tessziik (egyik halmaz elemeinek h; értékeit a masik halmaz h; értékeire
allitjuk.).

KRUSKAL(FE)
for j=1,2, ..., ndo

1
2
3
4.
d.
6
7
8
9

h;

1:=1

=7

while A elemei kilonbozéek do

if (e; végpontjai vg, v;) és (hy # h;) then

return ¢;
for j:=1,2,..., ndo
if hj = h; then

hj == hy,
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10. I=it1

6.2.2. Prim algoritmusa

Az algoritmus alapdétlete az, hogy egy adott = csticshoz illeszkeds Gsszes €l koziil
a legkisebb silyd mindenképpen benne van a gazdaségos favazban. Ha nem igy
lenne, akkor a gazdasagos favidzhoz hozzaadva ezt az élt, egy kor keletkezne.
Ebbdl a korbdl elhagyva az x-hez illeszked6 minden més élt, egy kisebb értékii
favazat kapunk, ami ellentmondés.

Tetszbleges csuicesal kezdiink. Ezt a csucsot tegylik be az A halmazba, a
tobbi pedig legyen a B halmazban. (Minden lépésben AU B = V) Tekintsiik a
két halmazt sszekots éleket. Valasszuk ki koziiliik a legkizebb stlyut. Tegyiik
at az A halmazba ennek az élnek a B halmazba es6 végpontjat. Folytassuk
mindaddig amig minden csucs atkeriil A-ba. Az algoritmus soran kivalasztott
élek a gazdasagos favaz élei lesznek.

Az el6bbi példa esetében az algoritmus lépései a kovetkezok. Az elss 1lépést
elhagyhatjuk, ha egybdl a legkisebb sulya éllel indulunk, és annak mindkét
végpontjat betessziik az A halmazba.
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Legyen G = (V, E, W) egy siulyozott egyszerii graf. Az algoritmus kezdd-
cstcsként az x-et hasznalja.

PrIM(G, x)
1. A:={z}
2 B:=V\A

3. while A+#V do
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4. legyen {a,b} € E, a € A, b € B a legkisebb stlyu él
az Osszes A és B kozotti él koziil
5. return {a,b}
6. A= AU{b)
7. B := B\ {b}

6.3. A Priifer-kod

Egy n-csticst gyokeres fanak a Priifer-kodja egy n — 1 természetes szambol
4ll6 sorozat. Cimkézziik meg a fa cstcsait tetszdleges moédon az 1,2, ..., n ter-
mészetes szamokkal. Valasszuk ki a levelek koziil a legkisebb cimkéjit, toroljiik
ki a fabol, majd irjuk be a sorozatba az Gse cimkéjét. Hasonloképpen jarjunk
el a kovetkezékben mindaddig, amig van levél a faban. Az eredményiil kapott
sorozat a fa Priifer-kodja. A kod utolsé eleme a gyokér cimkéje.

Példa.

s Lo e
ol o}

@ 2,3,2 @ 2.3,2,1

(6) 92.3,2,1,6 (1) 2.3,2.1,6,1
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A kovetkezs algoritmus egy n-csucsu F' fa Priifer-kodjat adja meg. A fa
cstcsait az 1,2, ...,n szdmokkal cimkézziik meg.

PRUFERKODOLAS(F)

1. legyen K {ires sorozat

2. while F nemcsak gyokérbdl all do

3 legyen v a legkisebb cimkéjd levél F-ben
4. irjuk be K-ba v Gsét

5 toroljiik v-t F-bsl

6. return K

Visszakddolds

A Priifer-kod egy véges szadmsorozat. Legyen a az els§ természetes szam a
sorozatban. Keressiik meg azt a legkisebb b természetes szamot, amely nincs
benne a sorozatban. Rajzoljuk élt a faban a-bol b-be. Toroljiik ki sorozat elsé
elemét (az a-t), és irjuk be a végére a b-t. Folytassuk mindaddig, amig elfogynak
az eredeti sorozat elemei.

Példa.
2,3,2,1,6,1 || 4
3,2,1,6,1,4 || 5
2,1,6,1,4,5 | 3
1,6,1,4,5,3 || 2
6,1,4,5,3,2 || 7
1,4,5,3,2,7 || 6
4,5,3,2,7,6
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ONNO

/@f@@ g O o

/
® ®

) 6

A kiivetkezd algoritmus a visszakodolast végzi el. Bemenetként a K sorozatot
kapja, valamint a fa csiicsainak n szamat.

PRUFERDEKODOLAS(K, n)
legyen F egy tires graf
fori=1,2,....n—1do
legyen x a K sorozat els eleme
legyen y a legkisebb természetes szam, amely nincs benne K-ban
rajzoljunk egy (x,y) élt F-be
toroljiik x-et a K elejérdl, és adjuk hozza a végére y-t
return F'

N Ot WD

Egy n-cstucsu fa Priifer-kodja n — 1 elembdl all. Az utolsé elem mindig a
gyokér cimkéje. Az elsé n — 2 elem barmelyik lehet az els6 n természetes szam-
bol. Ezért dsszesen n"~2 ilyen ismétlédéses variacié van. Ez pedig megegyezik
az Osszes cimkézett n-cstucsu faval (lényegtelen, hogy melyik cstcs a gyokér).
Ez az un. Cayley-tétel, amelyet a kovetkezSképpen is kijelenthetiink.

17. tétel (Cayley). Ha egy n-csicsi teljes grdaf csicsait az elsé n természetes
szdmmal cimkézziik meg, akkor a grdfnak n™? kilonbozd feszitd faja van.

Példa. A K, graf esetében 42 = 16 kiilonbozé feszits fa van.

AN

b)

Az a), b), ¢) és d) tipusok mindegyikébdl pontosan 4 van.

6.4. Huffman algoritmusa

Tekintstiink egy gyOkeres fat, amelynek wvq,vo,...,vr levelei rendre a
w1y, wa, ..., wy sulyokkal rendelkeznek. Ha a gyokértsl egy v; levélig az tt
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k

hosszéat [;-vel jeloljiik, akkor értelmezziik a ijlj értéket, amelynek neve
=1

sulyozott withossz. ’

Feladatunk, hogy adott véges szémsorozathoz mint levelekhez rendelt su-
lyokhoz, keressiink minimélis stlyozott uthosszt binaris fat. Erre Huffman a
kovetkezd Otletes algoritmust ajanlotta.

Valasszuk ki a sorozatbol a két legkisebbet, legyenek ezek w; és wj;, tordljik
ki 6ket a sorozatbol, majd adjuk hozza a sorozathoz a w; + w; szdmot, aztan
pedig adjuk hozza a keresendd fahoz a kovetkezd részfat:

O wi + wj

N

W; Q wy

Folytassuk az eljarast mindaddig, amig a sorozat egyetlen szamma zsugorodik.
Az igy kapott binaris fa a keresett minimélis stulyozott thosszi binaris fa.
Példa.

A levelekhez rendelt stlyok a kovetkezdsk: 2,4,7,8, 13,19, 20.

6,7,8,13,19,20

pXCe

(6) @ 8,13,13,19, 20

@ @ 13,19, 20, 21
@ O
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69

A @/@

6 @ 20,21, 32
2
(41)
/\ A
@
32,41
6) (O
2 @

N
A
aN
R

OGO
2
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A minimalis stulyozott uthosszu ebben az esetben:
2-5+4-547-44+8-34+20-2413-2+19-2 =186,

amely minimalis. Barmilyen mas, ugyanazokkal a stlyozott levelekkel ren-
delkez§ binaris fa esetében a siilyozott tithossz ennél nem kisebb.
Példaul a kbvetkezc’i fa esetében

@%

ONONOGRONT)

a stlyozott uthossz: (24+4+ 748413+ 19) -3+ 20 -2 = 199.
A kovetkezd algoritmus bemenete a W = (wy, wa, . .., wy) sorozat, amelynek
elemei a levelekhez rendelt silyok.

HUFFMAN(W)

1. legyen F egy iires fa

2. while W egynél tobb elemet tartalmaz do

3 valasszuk ki a W legkisebb elemét, legyenek ezek u és v

4. rajzoljuk be F-be az {u,u + v} és {v,u + v} éleket

) toroljik ki W-bdl u-t és v-t, majd irjuk be helyettiik az u 4 v-t
5. return F

6.5. Binaris fak szama

Jeloljiik b,-nel az n csicsa binéris fak szdmat. Ekkor by = 1, by = 2, b3 = 5
(lasd az &brat). Legyen by = 1. (Késébb latni fogjuk, hogy ez jo valasztas.)

U\ /<>\/\
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Ha rogzitjiik egy n csticst binaris fa gyokerét, akkor még n — 1 cstics marad a
bal és jobb részfaban 6sszesen. Ha k cstics van a bal oldali, n—1—k pedig a jobb
oldali részfaban, akkor osszesen byb,_i_ ilyen binaris fa létezik. Osszegezve
k=0,1,...,n — 1 értékekre, pontosan b,-t kapjuk. Tehat tetszéleges n > 1
természetes szamra a b,-ben megoldandé rekurziv egyenlet a kévetkezs:

b, = bobp—1 + b1bp—o + -+ 4+ by_1bo. (6.1)

Ez még igy is irhato:

n—1
bn = bibp1-p-
k=0

A fenti rekurziv egyenlet mindkét oldalat z"-nel szorozva, majd n szerint
Osszegezve, a kovetkezdt kapjuk:

o'} e’} n—1
D bt =) (Z bkbn1k> P (6.2)
n=1 n=1 \k=0

oo
Legyen B(z) = Z bnz" a b, szamok generatorfiiggvénye. Az (6.1) sszefliggés

n=0
bal oldala éppen B(z) — 1 (mivel by = 1). A jobb oldal nagyon hasonlit két
generatorfiiggvény szorzatahoz. Hogy észrevegyiik, melyik két fliggvényrsl van
sz0, hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

A(z) = zB(z) = Z b2t = Z bp—12".
n=0 n=1

Ekkor az (6.2) jobb oldala éppen A(z)B(z), ami egyenls zB?(z)-vel. Innen
B(z) —1=2B*z), B(0)=1.
Oldjuk meg ezt az egyenletet B(z)-ben! Ekkor

1142

B(z) o

Mivel B(0) = 1 csak a negativ jel megfeleld.
B(2) kifejtésében alkalmazzuk az 4ltalanositott binomialis képletet?:

2A binomialis képlet altalanosithato tetszéleges valds r-re is, vagyis

(1+2) = i (;) .

n=0
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( 22
= % (1 - nio <1£2> (—4z)”> = 2—12 (1 — nf% (1£2> (—1)”22”7;”)
O = T (B

)
= (1{2)2— (1é2>232+---— (122)(—1)"22"%"1 e
)

o0
_ ( 1/2 (_1)n22n+1zn — Z 1 <2n> o
0 n+1 —mn +1\n
1 2n . yers .
Innen b, = ) , amely azonos a Cj-nel jelolt tn. Catalan-szammal.
n n

Megjegyzés. Az utolso atalakitdasnal felhasznéaltuk a kdvetkezs, konnyen bi-
zonyithato Osszefliggést:

(o2) = i ()

Itt az (r) a kombinaci6 altalanositasa valds r-re, vagyis
n
—1 —2)...(r— 1
rir—=1)(r—=2)...(r—n+ ), han > 0,
A nn—1)...1
n) ] 1, han =0,
0, han < 0.
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Sikba rajzolhat6 grafok

Erdds Pdl vildghird matematikusnak volt eqy szelle-
mes monddsa arrdl, hogy Istennek van egy kinyve,
a Transzfinit Kényv, amelyben o matematikai
tételek mindegyike benne van, méghozzd a legszebb
bizonyitdssal. Az Fuler-képlet eqyik aldbbi bizonyi-
tasa minden bizonnyal ebbdl a kényvbdl van.

Egy graf sikba rajzolhato, ha lerajzolhato a sikban gy, hogy élei a csticsokon
kiviil nem metszik egymést. Egy sikba rajzolhato grafot roviden sikgrdfnak is
neveziink.

Ky

nem.

n=28
m =11
r=>5

A sikgraf élei és cstucsai tartoméanyokat hataroznak meg (példaul r1,rq, 73,74
és 15 a fenti grafban). Ezek koziil egy végtelen, a tobbi véges.

18. tétel. Egy sikgrdfban a véges tartomdanyokat hatdrolo élek alapkérrendszert
alkotnak.
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Bizonyitas. A bizonyitast a tartoményok szdma szerinti indukciéval végez-
ziikk. Minden 1j tartomanyt legaldbb egy 1j él is hatarol. Tehat, ha a tar-
toményok szama eggyel ng, akkor eggyel né az alapkorok szama is. O

Tehat a tartoméanyok szdma eggyel nagyobb, mint a ciklomatikus szam (a
végtelen tartomany kiatt), azaz r = v(G) + 1. Mivel v(G) = m —n + 1,
kijelenthetjiik a kovetkezd tételt.

19. tétel (Euler). Ha egy dsszefiiggd grifnak n csicsa, m éle ésr tartomdnya
van, akkor

n—m-+4r=2.

Mas bizonyités: Vizsgiljuk meg az n —m +r értéket egy tetszbleges sikgraf-
ban. Ha kitorliink egy korbél egy élt, akkor az élek szama is és a tartomanyok
szama is eggyel csOkken, a cstcsok szama valtozatlan marad. Tehét az n—m+r
kifejezés alland6 barmely sikgraf esetében. Addig folytatjuk a koron levs élek
torlését, amig fat nem kapunk. Ebben az esetben is n — m + r értéke ugyanaz
az alland6. De fa esetében ez konnyen kiszamithatii, mivel m =n—1ésr =1
(csak a végtelen tartomany maradt). gy n —m +r=n—(n—1) +1 = 2.
Tehat az allando értéke 2. Igy n —m +r = 2.

A http://www.ics.uci.edu/ eppstein/junkyard/euler/ cimen a tétel-
nek 19 bizonyitasa talalhato.

Euler képletét felhasznélhatjuk arra, hogy bebizonyitsuk, hogy a K5 éd K33
grafok nem sikgrafok.

Ks Ks3

20. tétel. K5 nem sikgrdf.

Bizonyitas. Mivel n = 5, m = 10, és minden tartoményt legalabb harom él
hatéarol:

De r egész szam 1évén, r < 6. Ka K75 sikgraf, akkor érvényes ra FEuler képlete,
azaz T =2—n+m==2—5410 = 7, ami ellentmondas. O

21. tétel. K33 nem sikgrdf.
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Bizonyitas. Mivel n = 6, m = 9. és minden tartomanyt legaldbb négy él
hatarol:

9
4r <2m = rﬁ%

De r egész szam, ezért » < 4. Ha K33 sikgraf, akkor Euler képlete alapjan
r=2—n4+m=2-—6+4+9=2>5, ami ellentmondas. O

Ertelmezziik a graf dsszevondsdt mint azt a miveletet, amelynek soran el-
hagyunk a grafbol egy kétfoku csucsot, és a két hozza illeszkeds élt egyetlen
eggyel helyettesitjlik, amely Gsszekoti az elhagyott élek masik végpontjait.

RN

22. tétel (Kuratowski). Egy dsszefiiggé G grif akkor és csakis akkor sikgraf,
ha nem tartalmaz egyetlen olyan részgrafot sem, amely a K5 vagy K33 grdfok
valamelyikévé vonhatd dssze.

Az alabbi grafban. miutan totoljik az {1,7},{6,7} valamint a {2,3},{4,5}
éleket, a kapott graf konnten Osszevonhatoé K33 graffa, tehat az eredeti graf
nem sikgraf.

@/\@
/ \
5

Ny &

Minden sikgraf lerajzolhaté tgy is, hogy élei egyenes szakaszok legyenek.
Példaul:
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23. tétel. Egy dsszefliggd egqyszerd sikgrdfban, ahol a csicsok szdma n > 3,
igazak a kévetkezdk:

a)r <2(n-—2)

b) m < 3(n—2).

Bizonyitas. a) Minden tartoményt legalabbb harom él hatarol, tehat 3r <
2m. Euler képletébdl

3r<2m=2(n-+r—2), ésinnen r<2n-—4
b) Az a) pontbeli eredményt hasznalva m =n+r —2 < 3n — 6. O

24. tétel. Egy egyszerd sikgrdfban mindig létezik olyan csics, amelynek foka
legfennebb 5.

Bizonyitas. Ha minden cstcs fokszama legaldbb 6, akkor

2m = Z deg(v) > 6n.

Ebbdl m > 3n kovetkezik, amely ellentmondas az elgbbi tétel eredményével,
azaz azzal, hogy m < 3n — 6. O

Dualis grafok

Ertelmezziik egy G sikgrafnak a G*-gal jelzett dudlisit. A G graf minden
tartomanyénak megfeleltetjiik a G* egy-egy csucsat. G*-ben két csics p
parhuzamos éllel van Osszekotve, ha G-ben a megfelel6 két tartoménynak p
kozos hataréle van.
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G G*

Egy grafban egy élhalmaz (él)vdgat, ha torlésével a graf szétesik, azaz nem
lesz Gsszefliged. Jeloljik az a, b, c,d, e betiikkel a fenti G graf éleit. Két tar-
tomany kozos élének megfelels élt G*-ben ugyanazzal a bettivel jeloljiik.

A G graf egy kore G*-ben élvagat és forditva, G* minden élvagatanak
megfelel G-nek egy kore.
Ennek alapjan altalanosabban értelemzhetjiik a dualitast.

Két grdf, G és G* eqgymds dudlisa, ha létrehozhatd éleik kizott olyan kéleso-
nads és egyértelmi megfeleltetés, hogy G bdrmelyik korének élei G* élvdgatnak
felelnek meg, és forditva, G* bdrmely élvagatdnak élei G-ben kért alkotnak.

25. tétel. Egy dsszefiiggd graf akkor és csakis akkor sikgrdf, ha létezik dudlisa.

Keresztezési szam

Egy graf keresztezési szdama az legkisebb természetes szam, amely megegyezik
a graf Osszes lerajzolésai koziil a lehetd legkisebb élkeresztez&dések szémaéval.
Jeloljiik ezt ¢(G)-vel (angolul crossing number). Sikgraf keresztezési széama 0.
Amint mar lattuk, c¢(Ks) =1 és ¢(K33) = 1.

26. tétel. c(Kg) = 3.

Bizonyitas. A Kg graf helyett értelmezziink egy 0j grafot: Kg egy leraj-
zolasaban barmely két élének keresztezési pontjat tekintsiik az 0j graf egy-egy
csucsédnak, a megfelel§ élekkel egyiitt. Ekkor az igy kapott graf sikgraf, és
n’ =6+ ¢ csicsa és m’ = 15 4 2¢ éle van (mivel Kg-ban 6 cstcs és 15 él van).
Ezért m’ < 3n’ —6, tehat 15+ 2¢ < 18 + 3¢ — 6, azaz ¢ > 3. De Kg lerajzolhat6
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3 élkeresztezddéssel, igy c(Kg) = 3.

Hasonlé médon bizonyithato, hogy

(n—3)(n—4)

o(Ky) > 5 , n=>3.

Fels6 hatarként ismeretes:

w =551 5] [ [

Ha n < 10, akkor egyenl@ség all fenn. Ez sejtés tetszGleges n-re is.

Hasonloképpen K, ,-re

e = [5]|*57] 51 |57

1 < min(m,n) < 10 esetében egyenlgség all fenn.
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Folyamfeladatok

A folyamok mind az dcednba dmlenek. Menjenek, és hadd
menjenek a tobbiek is. A nagy viz kiémlik, kitépi magdt
medrébdl és omlik a korok, a fajok, a kiilonbozd lelkek
torvénye szerint. A meder mds, a viz ugyanaz — émoljetek
az ocednba.

(Ramakrisna monddsai, ford. Kemény Ildiké in Hamuvas
Béla: Anthologia humana)

8.1. A halézati folyamokroél

Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésekre. Legyen X tetszGleges halmaz, Z pedig
az egész szdmok halmaza. Ha adott egy tetszéleges g : X x X — Z fliggvény,
akkor kiterjesztjiik halmazokra a kovetkezSképpen.

Ha A, B C X, akkor g(4,B) = Z g(z,y).

€A
yeB

Tulajdonsagok:

1) g(A,BUC) =g(A,B)+g(A,C)—g(A,BNC)

2) g(AUB,C)=g(A,C)+¢g(B,C)—g(AN B,C)

3) Ha BN C = (), akkor
9(BUC,A) =g(B,A)+g(C,A)

HHaf: XxX —>Z,g: XxX —>Z, h: XxX — Zand f =g+ h, akkor
f(A,B) =g(A,B)+ h(A,B) for A,B C X.

HA A = {a}, akkor f({a}, B) helyett egyszertien csak f(a,B)-t irunk. A

kovetkez6kben a halmazokat nagy-, az elemeiket pedig kisbettikkel jeloljiik.
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Egy (kozlekedési) hdlozat egy (V, E) iranyitott graf a kovetkezd tulajdonsa-
gokkal:
a) Is € V : NP°(s) = 0, s forrds,
b) 3t € V : NK(t) = 0, t nyeld,
c) Ertelmezziik a kapacitdsfiigguényt a kovetkezéképpen: o : V x V — Z,
agy, hogy
a(z,y) > 0if (z,y) € E,
alz,y) =0if (z,y) € E.
A halozat jelolése H = (V, E, a, s,t).

Folyamnak nevezzikk az f : V x V — Z, figgvényt, amely a kovetkezs
tulajdonsagokkal rendelkezik:
1° f(z,y) < alz,y) (kapacitds-megszoritds),
2° f(z,V) = f(V,x) for all z € V'\ {s,t} (egyensuly-feltétel).
Av(f)= f(s,V) értéket az f folyam értékének nevezziik. Egy folyam telit
egy élt, ha azon az élen a folyam értéke egyezs a kapacitassal. Ilyenkor ez az
él telitett.

27. tétel. v(f) = f(s,V) = f(V,t) barmely f folyamra.

Bizonyitas.

S (f(Viz) = f(z,V)) = F(V,V) = F(V,V) =0,

eV
mésfelsl
(f(V,x) - f(:C, V)) = f(V, 8) _f(s’ V)+
x;/ :/0_/

+ Y (f(Via) = fla V) +

zeV -0
T #s,t
+f(V,t) = f@, V) = F(V,t) = f(s, V).
=0

Ennek a tételnek az alapjan atfogalmazhatjuk a folyam kikotéseit:
1° f(z,y) < afz,y),
v(f), haz=s
2° f(z,V)— f(V,x) = 0, ha x # s,x #1
—ou(f), haxz=t

Feladat.
Keressiink maximalis értékd folyamot egy adott halozatban. A maximaélis
értéki folyamot egyszertien maximalis folyamnak nevezziik.
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Példdk.

1) Tengeri szdllitds

Adott m kikots, x1, o, . . . T, amelyekben bizonyos aru rendre s1, S2, ... Sm
mennyiségben fordul eld, és n kik6ts, y1,yo, . . . , Yn, ahol az illet§ drubol rendre

di,ds,...,d, mennyiséget igényelnek. A feladat az, hogyan lehet megoldani
minél tobb aru elszélitasat, ha tudjuk, hogy egy adott x; kik6tébdl egy y;
kikotébe adott idSintervallumban ¢;; mennyiség szallithato (a hajo kapacitésa.

A feladathoz rendeljiink hozza egy iranyitott grafot, amelynek
T1,X2, ... Ty €8 Y1,Y2, ..., Y, a cslUcsai, irdnyitott él van minden x;-bdl
minden y;-be. Majd adjunk hozzé két 4j csticsot, s-t és t-t. Huzzunk élt
s-b6l minden z;-be és minden y;-bél t-be. Minden élhez remndeljiink bi-
zonyos kapacitést: az (s, x;) élek kapacitasa s;, az (y;,t) élek kapacitasa
d;, az (x;,y;) éleké pedig c;;.

A feladat: keresslink maximalis folyamot az igy értelmezett hal6zatban!

2) Csaladi kirandulds

Az aq,ao,...,a,,, amelyek csaladok rendre s1, s, ..., s, taguak, kiran-
dulni szeretnének autobuszokkal. Osszesen n busz all rendelkezésiikre,
ezek by, bs, ..., b,, amelyek rendre a dy, do, . . ., d, személyt szallithatnak.

A kovetkezs feladatot kell megoldanunk: lehetsége-e tigy megszervezni a
kiranduléast, hogy a csalagtagok mind kiilénb6z6 buszokba keriiljenek?
A feladathoz rendelt graf hasonlo az elézd feladat grafjahoz. A graf
csucsai ay,as, ..., ay és by, by, ..., b,. Minden a; csicsbol van iranyitott
¢l minden b; csticsba, méghozzé 1 kapacitassal. Addjunk hozza még két 1]
csucsot, az s-t és t-t ugy, hogy legyen irdnyitott él s-bél minden a; csticsba
s; kapacitéassal, és minden b;-b6l ¢-be d; kapacitassal. Ebben a halozatban
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keresiink maximaélis folyamot. Feldatunknak akkor van megoldasa, ha
létezik olyan folyam, amely teliti az s-bdl kifutéd éleket.

1]

3) Kollégiumi tdncmulatsag

Meg lehet-e szervezni egy kollégiumban egy olyan tancot, hogy minden
lany olyan fiaval tancoljon, akit ismer? A feladathoz rendelt graf hasonlo
az el6bbiekkez, ebben van iranyitott él minden lanytol azokhoz a fitikhoz,
akiket ismer. Van irdanyitott él s-b6l minden lanyhoz, és minden fitatoél ¢-
be. Minden élen a kapacitas értéke 1. A feladatnak akkor van megoldasa,
ha létezik olyan maximaélis folyam, amely teliti az s-bél kifuto éleket.

LI

lanyok fink
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A vagat

Ha egy hal6zatban van a csicsoknak egy olyan A C V, A=V\A
particiéja, hogy s € A és t € A, akkor ezt (A, A) vdgatnak nevezziik. Az
(A, A) vagat kapacitdsa egyenls az éleihez rendelt kapacitasok Gsszegével:

a(A,A) = Z alz,y).

zeA
ycA

A legkisebb kapacitasu vagatot egy adott halozatban minimdlis vagatnak
nevezziik.

28. tétel. Ha (A, A) vdgat egy hdldzatban, akkor tetszdleges f folyamra
u(f) = f(AA) = f(A,A) < a(AA).

Bizonyitas. Igazak a kovetkezdk:
F(s,V) = F(V,s) = v(f).
fz, V)= f(V,z) =0 for x # s,t.
Adjuk Ossze ezeket az egyenl@ségeket minden x € A cstcsra:

v(f) =Y (fl@. V) = f(V,2)) = f(A V) = f(V, A),

T€EA
deV=AUAé AN A =0, és ekkor:
o(f) = FAV) = f(V,A) = f(A,AUA) - f(AU A, A)

- f(A>A)+f(A’Z)_f(A>A)_f(z> A) = f(A>Z)_f(Z’ A) < Oz(A,Z),
mivel f(A, A) > 0 mindig. O

29. tétel (Ford—Fulkerson). Egy haldzatban egy mazimdlis folyam
értéke egyenld a minimdlis vagatkapacitdssal.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel alapjan elegendé bizonyitani, hogy létezik
egy f maximalis folyam és egy (A, A) vagat, amelyekre:

f(AA) =a(AA) és

f(A,A) =0.
Epitsiik fel rekurzivan az A halmazt!

1) El6szor legyen s az A egyetlen eleme.

2) Ha létezik egy olyan (z,y) irdnyitott él, amelyre fennall, hogy x € A,
y & Aés f(z,y) < a(x,y), akkor tegyiik be y-t az A-ba.
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3) Ha létezik egy olyan (y, z) iranyitott él, amelyre fennall, hogy = € A,
y & Aés f(y,z) > 0, akkot tegyiik be y-t az A-ba.

Azt allitjuk, hogy amikor mar nem tudjuk folytatni a fenti 1épések
egyikét sem, akkor ¢ € A. Ha nem igy lenne, akkor létezne egy
X1, %9, ...,T, csucsok sorozata ngy, hogy x; = s, x, = t és minden
1=1,2,...r — 1 értékre

(25, i41) € B és f(24, 241 < a4, 7441), Vagy
(Tiy1,75) € B és f(wiqq, ) > 0.

Hasznéljuk a kovetkezé jeloléseket:

f1= (sziil)eE (a(wi, wi1) — @i, wig))

€9 = min Tit1, L)
2 Vi ; (%HJi)EEf( e Z>

Es legyen € = min{e;, e5}. Most értelmezhetjiik a kovetkezé f* folyamot:

1) f*(xz‘al'i-i-l) = f(l'i,xz‘—f—l) + ¢ ha ({L‘Z‘,l'i_H) eF

2) fY(xip1, ) = f(wip1, ;) — € ha (41, 7;) € E

3) f*(x,y) = f(=x,y) minden olyan élre, amelynek végpontjai nincsenek
az Ti,To, ..., T, sorozatban.
Konnyt ellendrizni, hogy ez a fiiggvény ténylegesen folyam, méghozza a
v(f*) = v(f) + € értékkel, ami ellentmondas, hisz feltételezésiink szerint
f maximalis volt.

Tehat, az A felépitése alapjan megéllapithatjuk, hogy

V(z,y) € (A A): flz,y) = alz,y)
V(y,z) € (A,A):  f(y,x) =0, és ezzel bebizonyitottuk tételiinket.

A fenti példaban a kapacitasokat szogletes zardjelbe irtuk, a folyam
értékét egy adott élen pedig zardjel nélkiil. A folyam értéke 50, és ez a
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folyam maximalis, hisz létezik egy A = {1,3,4} és A = {2,5} halma-
zokbol allo vagat, amelynek a kapacitésa szintén 50. Minden A-bél A-ba
mutato (1,2), (3,5), (4,5) iranyitott ¢l telitett, és az egyetlen A-bol A-ba
mutato (2, 3) iranyitott élen a folyam 0 értékd. O

Ezt a tételt szokds még maximdlis folyam—minimdlis kapacitds-tételnek
is nevezni.

8.2. A Ford—Fulkerson-algoritmus

A 29. tétel alapjan tervezhetiink egy algoritmust a maximalis folyam
megkeresésére. Az algoritmus lépésenként cimkézi a csucsokat. Egy y
csucs cimkéje (zF, Ay) vagy (z7, Ay), ahol T azt jelenti, hogy az (x,y)
élen a folyam Ay értékkel névelhets, = pedig azt, hogy az (y,z) élen
csokenthetd Ay értékkel.

Kezdetben ugy tekintjiik, hogy a folyam értéke minden élen 0.
Cimkézziik meg az s cstucsot a (—, 00) cimkével.

Ha (z,y) € E, x meg van cimkézve, y pedig nincs, és f(z,y) <
a(x,y), akkor cimkézziik meg y-t az (7, Ay) cimkével, ahol Ay =
min (Az, a(z,y) — f(z,y)).

Ha (y,z) € E, x meg van cimkézve, y pedig nincs, és f(y,z) > 0, akkor
cimkézzitk meg az y cstcsot (27, Ay)-vel, ahol Ay = min (Az, f(y, z)).

Ha meg tudjuk cimkézni a ¢ csticsot, akkor van egy lanc s és t kozott,
amelyen modosithato a folyam At értékkel. A cimke elsé eleme megmu-
tatja a csticsot, amelyik az él masik végpontja, a + vagy — jel pedig
azt, hogy a folyam értékét ezen az élen noveljiik vagy csokkentjiik. Foly-
tatjuk a kovetkezG cstccsal, és igy tovabb. Modositds utan folytatjuk
tjabb cimkézéssel.

Ha nem tudjuk megcimkézni ¢-t, akkor a folyam maximélis, a cimkézett
csticsok a megfelel§ (A, A) minimélis vagat A halmazét, a cimkézetlenek
pedig az A halmazat képezik.

Azt a lancot, amelyen modositani (javitani) lehet a folyamot,
javitélancnak (javitoutnak) nevezzik.

Példa.
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A cimkézés folyamata
Kezdetben a folyam minden élen 0. A kovetkezs cimkézést végezziik:

csucs 1 2 4 6
cimke (_7 OO) (1+7 4) (2+a 3) (4+a 4)

A folyam a kévetkezSképpen modosul: f(4,6) = 3, f(2,4) =3, f(1,2) =
3. Miutan toroljik a cimkeéket, Gjrakezdjiik.

cstcs 1 2 6

cimke(—,00)  (17,1) (2%,1)

A folyam a kovetkezdképpen modosul: f(2,6) = 1, f(1,2) = 4. Miutan
ismét toroljik a cimkéket, ujrakezdjiik.

cstcs 1 3 2 6

Cimke(_aoo) (1+76> (3+7 1) (2+7 1)

A folyam a kévetkezSképpen modosul: f(2,6) =2, f(3,2) =1, f(1,3) =
1. Folytatjuk, tijabb cimketorlések utan.

csues 1 3
cimke(—,00)  (11,5)

Mivel nem tudjuk -t megcimkézni, a folyam maximélis. A miniméalis
vagat: A ={1,3}, A=1{2,4,5,6}. A folyam értéke 5.
Az eredmény:
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3 4
2] ) 3] 1
[3]0\@
4]
[5] 5
0

FORD-FULKERSON()
1.
2.

A Ford—Fulkerson-algoritmus akkor is mikddik, ha a kapacitasok
racionalis szamok, de nem alkalmazhato, ha a kapacitasok valos szamok.
(Ennek bizonyitasat ldsd [2]-ben.)

8.3. A Ford—Fulkerson-algoritmus elemzése

Tekintsiik a kdvetkezd példat:

A Ford-Fulkerson-algoritmust alkalmazva a megoldast két lépésben
megkaphatjuk. Nulla értéki folyammal indulva, az 1,2,4 uton névelni
lehet a folyamot 100-zal, aztan hasonloképpen az 1, 3,4 uton is. Tehat a
maximalis folyam értéke 200.
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De az algoritmus ugyanugy valaszthatja elgszor az 1, 3,2, 4 utat, ame-
lyen a folyam 1-gyel novelhets. Ezutan, a 1,2,3,4 lancot hasznalva, a
folyamot szintén 1-gyel lehet noévelni.

Igy folytatva, az eredményt 200 lépésben kapjuk meg. Az algoritmus
bonyolultsaga ily modon fiigg a folyam értékétsl. Ha m = |E(G)|, a
héalozat éleinek szama, v(f) pedig a folyam értéke, akkor az algoritmus
bonyolultsaga O(mu(f)) vagy O(n*v(f)), ha n a hélézat cstcsainak a
szama (pszeudopolinomialis algoritmus).

Az algoritmus javithatd, ha minden alkalommal a lehetséges lancok
koziil a legrovidebbet (legkevesebb élbdl allot) valasztjuk. Ha a javitolan-
cot szélességi kereséssel hatarozzuk meg, akkor mindig a legrévideb-
bet kapjuk. A Ford—Fulkerson-algoritmusnak ezt a valtozatat Fdmonds—
Karp-algoritmusnak mnevezziik. Ennek a bonyolultsiga O(nm?) vagy

O(n®).
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A rezidualis halozat

Legyen H = (V,E,a,s,t) egy halozat, f pedig egy folyam ebben a
halozatban, és rendeljiikk hozza az Hy = (V, E', o/, s,t) rezidudlis hdloza-
tot, ahol o/ = «a — f, és E’-et E-bdl tugy kapjuk, hogy elhagyjuk a 0
kapacitasu éleket.

A kovetkez6 halozat és folyam:

3] 1 (i
2] 2 1
3 0\‘@
4] 0
[5] O 5
rezidualis halézata:
2 2 4
G
2 2]
3 ®)
[5 4]
3 il €

Ha f egy halozati folyam, f’ a hozzarendelt rezidualis halézat folyama,
akkor f + f" az eredeti halozat folyama, amelynek értéke v(f) + v(f').

A rezidualis hélozat segitségével be lehet bizonyitani az Edmonds—
Karp-algoritmus helyességét.
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8.4. Altalanositott folyam

A haloézatot ugy lehet altalanositani, hogy a kapacitas mellett megadunk
egy also hatart is minden élen, és folyam a két érték kozé kell, hogy essen.

Legyen H* = (V, E, 3, «, s, t) altalanositott halozat, ahol V| E| s, t elen-
tése ugyanaz mint eddig. A [ és a foggvények V x V-n értelmezettek
és nem negativ egész értékiiek. Ezek also és fels§ kapacitasfiiggvények:
0 < aés

1) a(z,y) >0 ha (z,y) € E
2) a(x,y) =0 ha (z,y) € E.

Az dltaldnositott folyam egy altalanositott halézatban az f: V xV —
Z, fliggvény, amely a kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkezik:

D) B,y < fz,y) < alz,y) haz,y eV
2) f(V,x) = f(z,V) haxz e V\ {s,t}.

Az altalanositott folyam értéke v(f) = f(s,V) = f(V,t). Célunk, hogy
maximaélis értéki altalanositott folyamot keressiink, ha ilyen létezik. A
klasszikus folyamfeladatnal mindig létezett maximalis folyam, hisz a nulla
értékd folyam létezése biztositott. Itt azonban meg kell vizsgalnunk, mi-
lyen feltétel mellett 1étezik altalanositott folyam. A kovetkezd példa ese-
tében nem létezik altalanositott folyam, hisz a 2 csticsba maximaélisan 2
érték futhat be, és miniméalisan 3-nak kell kimennie (3+0).

Hogy vélaszoljunk arra a kérdésre, hogy mikor létezik altalanositott
folyam, visszavezetjiik a feladatot egy klasszikus folyamfeladatra. Ren-
deljiink hozza az H = (V, E, «, s, t) altalanositott halozathoz egy H* =
(V*, E*, a*, a, z) klasszikus halozatot a kovetkezsképpen:

V=V U{a,z}
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E*:=FEU{(a,z) | Ng&*(z) # 0} U{(z,2) | N§(z) #0} U{(t,5)}

Oé*(IL‘,y) = Ol(fl‘,y)_ﬁ(l',y), V%QEV

a*(a,x) == (V)

o (z, z) == Bz, V)

a*(t,s) =00

Emlékeztetiink arra, hogy

B(V,x)= Y Blyx), BxV)= Y By

yeNbe(z) yeNKi(2)

Egy példa altalanositott halozatra:

A hozzarendelt klasszikus halozat:
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A kovetkezs tétel valaszt ad a feltett kérdére, hogy mikor létezik al-
talanositott folyam.
30. tétel. A H dltaldnositott hdlozatban akkor és csakis akkor létezik
dltaldnositott folyam, ha a H* hozzdrendelt hdlozatban létezik olyan max-
imdlis folyam, amely teliti az a csicsbol kiindulo éleket.
Bizonyitas. [. Legyen f* olyan folyam H*-ban, amelyik teliti az a
cstucsbol kiindulod éleket. De, mivel

a*(a, V") = g(V,V) = V", 2),
ez a folyam teliteni fogja a z csiicsba befuto éleket is.
Definialjuk az f := f* 4+ g fiiggvényt, és bebizonyitjuk, hogy ez al-
taldnositott folyam az eredeti hélozatban.
1. Kapacitds-feltétel.
A
0< f((z,y) <o (x,y) = a(z,y) — Blz,y) hazyeV,

Osszefliggéshdl kovetkezik:

Blz,y) < f(z,y) <afr,y) haz,yeV
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2. Egyensuly-feltétel.
Ha z € V'\ {s,t}, akkor

f(V,l‘) - f(l‘, V) = f*(vax) +B(V,.’/E) - f*(:L', V) —ﬁ(l‘, V)

B(V,x) =a*(a,z) = f*(a,x) hax eV \{s t} (telités)

Blx,V)=a*(z,2) = f*(x,z) haxeV\{st} (telités)

és mivel V* =V U{aq, z}, kovetkezik

f*(va .’/U) + ﬁ(va :L') = f*(V, :L') + f*(aax) = f*(V*,.’/E)

f*(:L‘, V) + ﬁ(xa V) = f*(:L‘, V) + f*(:L‘,Z) = f*(:L‘, V*)

Mivel f* folyam a H* halozatban, azt kapjuk, hogy:

fWV,z) = f(x,V) = f*(V*",2) — f(x,V*) =0 haxeV\({s,t}.

Tehat f altalanositott folyam az eredeti hélozatban, tehat létezik al-
talanositott folyam.

I1. Forditva, ha f létezik, akkor hasonl6 médon be lehet bizonyitani,
hogy f* olyan folyam, amely teliti az a cstcsbol kifuto éleket. O

Egy maximélis folyam H*-ban:
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This flow saturates the arcs from a, so the function f := f* —  com-
puted on the arcs of the network G will be a generalized flow (figure in
the left). The maximum generalized flow, obtained from this, after apply-
ing the Ford-Fulkerson method, if we do not consider the lower capacity,
will be the one in the right figure.

Példa altalanositott hal6zatra, amelyben nincs altalanositott folyam.
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A hozzarendelt halozat és maximalis folyam:

A folyam maximélis, amit az A = {a,1,2,4}, A = {3,2} vagat bi-
zonyit. Mivel ez a folyam nem teliti a z-be befito éléket (a (3, z) él nem
telitett), ezért nem létezik altalanositott folyam.

8.5. Minimalis koltségii maximalis folyam

Let us consider a flow network G = (V| E,«a, s,t) and a cost function
c¢:V xV — Ry (where R, is the set of nonnegative real numbers). If f
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is a flow in G then the cost of the flow f is defined as:

C(f) = Z c(z,y)f(z,y)
z,yeV
Usually ¢(z,y) = 0 for (z,y) ¢ E, but by our definition this is not
important (because in this case the flow is equal to 0).

We are interesting in minimum cost maximum flow. How can we know
if a given maximum flow is or not of minimum cost? We solve this problem
by attaching to it a weighted digraph in which the absence of a negative
length cycle will correspond to a minimum cost maximum flow.

For a network G = (V, E, a, s, t) a cost function ¢ and a maximum flow
f let us define the following weighted digraph AG with the same vertex
set as in G:

e If on the arc (z,y) in G the flow f(z,y) = 0, then in AG put an arc
(x,y) with the weight

W(z,y) = c(z,y)

e If on the arc (z,y) in G the flow f(z,y) = a(x,y), then in AG put an
arc (y,z) with the weight

W(ya £L‘) = —C(ZL‘, y)

e If on the arc (z,y) in G the flow 0 < f(z,y) < a(z,y), then in AG put
the both arcs (x,y) and (y, z) with the weights:

W(x,y) = c(x,y) and

Wy, x) = —c(x,y).

An example:
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The cost of this flow is C(f) = 3-14+3-1+2-14+1-3+1-2+1-143-44+4-2 =
34.

31. tétel (Busacker—Saaty). A mazimum flow in the network G is of
minimum cost if and only if the corresponding weighted graph AG has no
negative length directed cycle.

Bizonyitas. I. Let us prove that if f is a minimum cost flow in G, then
in AG there exists no negative length cycles. This assertion is equivalent
to the following: if in AG there exists a negative length cycle, then the
corresponding flow f in G in not of minimum cost.

Let K be a negative length cycle in AG, and let us define the following
function (on arcs only):

Af(x,y) = f(z,y)+1 if (z,y) is on the cycle K and W(z,y) > 0,

Af(x,y) = f(z,y) —1 if (y,2) is on the cycle K and W(y, ) < 0,

Af(z,y) = f(z,y) otherwise

Can be proved that this function Af is a flow in G too. Let us use the
following notation:

folA) = D> clx,y)f(x,y)  where ACE

z,y)EA

Can be proved the following:
o fANB=0 then [f(AUDB)=f.(A)+ f(B)
o if Af = f+ 1 then Af.(A) = f.(A) + c(A) where c¢(4) =

> dx,y)

(z,y)EA

For simplicity let us denote by K too the set of arcs of the cycle K.
Then £ =(E\ K)UK and (E\ K)N K = (. Then

Afe(B) = Af(E\ K) + Af(K) = [(E\ K) + fe(K) + c(K)

= f(E)+c(K) < fo(E) becuase ¢(K) < 0 is the length of the cycle K
which is contradiction with the minimality of f.

IT. Conversely, can be proved, in the same way, the following: if f is no
a minimum flow, then in AG there exists a negative length cycle.
O

In our example a directed cycle with length -1 exists: 3,4,5,3 wich
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correspond to two paths in the original network (3,4,5 and 3,5).

This means that the cost of the flow can be descreased by 1, if we
increase the value of the flow on the path 3,4,5 by 1, and descrease on
the path 3,5 (here only one edge) by 1.

The new flow and the corresponding weighted graph are the following:

The cost of this flow is 33 (the modifications are: +1-1+1-2—1-4).
In this new graph there is no directed cycle with negative length.

To find the negative length cycles, we can use the Floyd-Warshall
algorithm. This algorithm doesn’t give us the distance between vertices
if there are negative weights in graph, but we can check if there are or
not negative length cycles. If the result of this algorithm is the matrix D
and there exists a d; < 0 for some ¢, then in the graph there is at least
a negative length cycles.

For our above example the adjacency matrix is:
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0 1 oo o0
-1 0 oo oo o
Dy= -1 -3 0 1 4
-2 -1 -1 0 2
o oo —4 =2 0

and the result of the Floyd-Warshall algorithm is

0 1 o0 o o©

-1 0 0o o0 o

D=1 -5 —4 -1 0 2
-6 -5 —2 -1 1

-9 8 -5 —4 -2

Because of the negative values on the main diagonal, in graph there exists
a cycle with negative length.

But we can modify the Floyd-Warshall algorithm to find the shortest
paths even in the case of negative weights and negative length cycles.
When a negative value on the main diagonal appears we will take it 0.

In this case the negative length cycles does not influence any more the
length of the paths.

D =Dy
cycle :=0
for k:=1ton do
for s :=1ton do
for j:=1tondo
if dij > dzk + dkj then
dij = dig + dy;
if d;j <0 and ¢=j then d;; :=0
cycle :==1
endif
endif
endfor
endfor
endfor

For our above example:
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0 1 oo oo o
—1 0 oo o0
D=| -5 -4 0 0 3
-6 -5 =2 0 2
-8 -7 —4 -3 0

If at the end of the algorithm cycle > 0, then the graph contains
negative length cycles, and vertex vy, is on that cycle.

To find the negative length cycle let use the following algorithm (in
which d0;; is the general element of D):

1:= cycle
ji= 1r<1[1i£1 (d0;s + dy;) if j # i. The arc (v;,v;) is on the cycle.
while j # i do

k= min (d0,s + dy;). The arc (v;, vy) is on the cycle.

1<s<n
J =k
endwhile

Resuming the flow problems

— flow networks: maximum flow
methods: Ford-Fulkerson — O(n*v(f))
Edmonds-Karp  O(n®)
preflow O(n*)

— minimum cost maximum flow
— generalized flow networks: generalized (or compatible) flow

maximum generalized flow
minimum generalized flow
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Paros grafok — optimalis
hatasfoku foglalkoztatas

Hat én immar kit vdlasszak,
viragom, virdgom?

(Tavaszi szél — magyar népdal)
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Szélsdérték feladatok —
extrémgrafok

Az egész természet a legkisebb megrezzenést is megérzi: s a
tenger egyetlen kavics bedobdsdtol megudltozik. lgy van ez

a kegyelemben is: a legkisebb tett is az egészre hat ki. Igy
tehdt minden fontos.

(Pascal: Gondolatok, ford. Hamvas Béla)
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A grafelmélet torténetébdl

Rakjuk le, hangyaszorgalommal, amit
Agyunk az ihlett ordakban teremt

S ha dsszehordtunk minden kis kovet,
Epitsiik eqy tjabb kor Bdbelét,

Mig oly magas lesz, mint a csillagok.

(Vérésmarty: Gondolatok a kényvtdrban)
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A grafelmélet himnusza

A szdm és a zene a legszorosabban kapcsolddik.

(Novalis: Hang és tanc, ford. Kemény Ildiko
in Hamuvas Béla: Anthologia humana)

Az ismert cseh matematikus, grafelmélész, Bohdan Zelinka versét tobb
nyelvre is leforditottak. A magyar forditast kottaval egyiitt kozoljik.

A grafelmélet himnusza

Szoveg: Bohdan Zelinka
Zene: Zdenek Ryjacek

Addm Andrds forditdsa

Allott hét hid a Pregel folyojan,
akkortajt ez nem csekélység volt am;
Konigsbergben biiszke sok tanéicsos,
ennyi hiddal hogy ékes a varos.

Alkonyatkor kavarog a népség,
és fejlikben hanytorog a kétség:
hogy’ lehetne j6 utat taldlni,
minden hidon egyszer altaljarni.

Mind a hét hid egyszer essen tutba,
séta végén otthon lenni djra;

de a jo ut valahol hibazik,

egy hid mindig f6l6s vagy hianyzik.

Refrén:
Fuleri graf: minden foka pdros,
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és a tétel mindorokre dll most;
grafokrol ez dllitds
a vildgnak dsforrds.

El egy ember, gondoljunk csak raja,
itt minalunk, nincs tudésban parja;
gy érti a szamolést és mérést,
hogy elébe kell tarni a kérdést.

Euler mester fejét biisan rézza:

,Oly talany ez, nincsen megoldasa;
nincs oly ut, mint urasagtok kérik,
amely minden hidat egyszer érint.

Refrén:
Fuleri graf: ...

Erckemény a tudomanyos tétel,
mit sem kezdhet ellene a kétely;
arad a viz, szilard a hid rajta,
még erésb a tudomany hatalma.”

Haboru jott a Pregel folyora,
minden hidjat izzé-porra szorta;
nemzedékek hosszu soran fénylik
Euler és a foly6é neve végig.

Refrén:
Eulert grdf:. ..

Euler hire nem ér addig véget,
mig csak élni fog a grafelmélet;
s egyik évre amint jon a masik,
az elmélet mind jobban viradgzik.

Jo kollégék, toltsiik meg a kelyhet,
Aldomasra mind emeljiik feljebb:
nekiink a grafelmélet oly draga,
hadd teremjen sok-sok szép viraga!
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13. fejezet

Hogyan rajzoljunk grafokat
IATEX-ben
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magyar-roman—angol

be-fok — grad interior — in-degree

csucs, szogpont — nod, varf — node, vertex

dualis graf — graf dual — dual graph

egyszerd graf — graf simplu — graph

él — muchie — edge

fa — arbore — tree

favaz, feszit6fa — arbore de acoperire, arbore partial — spanning tree
feszitofa, favaz — arbore de acoperire, arbore partial — spanning tree
feszits részgraf — graf partial — spanning subgraph

fok — grad — degree

folyam — flux — flow

forras — sursa — source

graf nagysaga — dimensiunea grafului — size of graph

graf rendje — ordinul grafului — order of graph

hurok — bucla — loop

incidencia matrix, illeszkedési matrix — matrice de incidenta — in-
cidence matrix

iranyitot él — arc — arc

iranyitott graf — graf orientat — digraph, directed graph

iranyitott kor — circuit elementar — cycle in digraph, directed cycle
irAnyitott séta — drum — walk in digraph

iranyitott at — drum elementar — directed path, path in digraph
iranyitott vonal — drum simplu — tra:l in digraph

iranyitott zart séta — circuit — closed walk in digraph

irAnyitott zart vonal — circuit simplu — circuit in digraph, directed
circuit

kapacitas — capacitate — capacity

keresztezési szaAm — numar de incrucisare — crossing number
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ki-fok — grad exterior — out-degree

kiegészitd graf, komplementer graf — graf complementar — comple-
ment of a graph

komplementer graf, kiegészité graf — graf complementar — comple-
ment of a graph

komponens — componenta — component

kor — ciclu elementar — cycle

kozlekedési haloézat — retea de transport — network

kritikus at — drum critic — critical path

kromatikus szAm — numar cromatic — chromatic number

lanc — lant in graf orientat — semipath

liget — padure — forest

meélységi bejaras (keresés) — cdutare in adancime — depth-first search
moho algoritmus — algoritm greedy — greedy algorithm

(multi)graf — multigraf — multigraph

nyelé — put — sink

osszefiiggd graf — graf conex — connected graph

paros graf — graf bipartit — bipartite graph

parositas — cuplaj — matching

regularis graf — graf regular — reqular graph

részgraf — subgraf, graf partial — subgraph

séta — lant, — walk

sikgraf — graf planar — planar graph

szélességi bejaras (keresés) — cautare in latime — breadth-first search
szogpont, csiucs — varf, nod — vertezx, node

szomszédsagi matrix — matrice de adiacenta — adjacency matriz
teljes graf — graf complet — complete graph

at — lant elementar — path

vagat — taietura — cut

vonal — lant simplu — trail

zart séta — ciclu — closed walk

zart vonal — ciclu simplu — circuit
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roman-magyar—angol

algoritm greedy — moho algoritmus — greedy algorithm

arbore — fa — tree

arbore de acoperire, arbore partial — favaz, feszit6fa — spanning tree
arc — irdnyitot él — arc

bucla — hurok — loop

capacitate — kapacitas — capacity

cautare in adancime — mélységi bejaras — depth-first search
cautare in latime — szélességi bejaras — breadth-first search

ciclu — zart séta — closed walk

ciclu elementar — kor — cycle

ciclu simplu — zéart vonal — circuit

circuit — iranyitott zart séta — closed walk in digraph

circuit elementar — iranyitott kor — cycle in digraph, directed cycle
circuit simplu — iranyitott zart vonal — circuit in digraph, directed cir-
cuit

componenta — komponens — component

cuplaj — parositas — matching

dimensiunea grafului — graf nagysiga — size of graph

drum - irdnyitott séta — walk in digraph

drum critic — kritikus at — critical path

drum elementar — iranyitott Gt — directed path, path in digraph
drum simplu - irdnyitott vonal — trail in digraph

flux — folyam — flow

grad — fok — degree

grad exterior — ki-fok — out-degree

grad interior — be-fok — in-degree

graf bipartit — paros graf — bipartite graph

graf complementar — komplementer graf, kiegészits graf — complement
of a graph

graf complet — teljes graf — complete graph

graf conex — Osszefliggs graf — connected graph

graf dual — dualis graf — dual graph

graf orientat — iranyitott graf — digraph, directed graph

graf partial — feszits részgraf — spanning subgraph

graf planar — sikgraf — planar graph

graf regular — regularis graf — reqular graph

graf simplu — egyszert graf — graph

lant, — séta — walk
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lant elementar — it — path

lant, in graf orientat — lanc — semipath

lant simplu — vonal — trasl

matrice de adiacenta — szomszédsagi matrix — adjacency matriz
matrice de incidentd — illeszkedési (incidencia) méatrix — incidence
matrix

muchie — él — edge

multigraf — (multi)graf — multigraph

nod, varf — cstcs, szogpont — node, vertex

numar cromatic — kromatikus szam — chromatic number

numar de incrucisare — keresztezési szam — crossing number
ordinul grafului — graf rendje — order of graph

padure — liget — forest

put — nyel6 — sink

retea de transport — nyel§ — network

subgraf — részgraf — subgraph

sursa — forras — source

taietura — vagat — cut

varf, nod — szogpont, cstics — vertex, node
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angol-magyar-romadn

adjacency matrix — szomszédsagi matrix — matrice de adiacenta

arc — iranyitot él — arc

bipartite graph — paros graf — graf bipartit

breadth-first search — szélességi bejaras — cautare in latime
capacity — kapacitas — capacitate

chromatic number — kromatikus szam — numar cromatic

circuit — zart vonal — ciclu simplu

circuit in digraph, directed circuit — irdnyitott zart vonal — circuit
stmplu

closed walk — zart séta — ciclu

closed walk in digraph — iranyitott zart séta — circuit

complement of a graph — komplementer graf, kiegészité graf — graf
complementar

complete graph — teljes graf — graf complet

component — komponens — componenta

connected graph — Osszefliggs graf — graf conex

critical path — kritikus at — drum critic

crossing number — keresztezési szam — numar de incrucisare

cut — vagat — taietura

cycle — kor — ciclu elementar

cycle in digraph, directed cycle — iranyitott kor — circuit elementar
degree — fok — grad

depth-first search — mélységi bejaras — cautare in addncime
digraph, directed graph — iranyitott graf — graf orientat

directed circuit, circuit in digraph — iranyitott zart vonal — curcust
simplu

directed cycle, cycle in digraph — irdnyitott kor — circuit elementar
directed graph, digraph — iranyitott graf — graf orientat

directed path, path in digraph — iranyitott at — drum elementar
dual graph — duélis graf — graf dual

edge — él — muchie

flow — folyam — flux

forest — liget — padure

graph — egyszert graf — graf simplu

greedy algorithm — moho algoritmus — algoritmul greedy

incidence matrix — illeszkedési (incidencia) matrix — matrice de inci-
denta

in-degree — be-fok — grad interior



“graf’” — 2007/11/20 — 16:16 — page 112 — #112

112 13. Széjegyzékek

loop — hurok — bucla

matching — parositas — cuplaj

multigraph — (multi)graf — multigraf

network — kozlekedési halozat — retea de transport
node, vertex — cstcs, szogpont — nod, virf

order of graph — graf rendje — ordinul grafulu:
out-degree — ki-fok — grad exterior

path — at — lant elementar

path in digraph, directed path — iranyitott ut — drum elementar
planar graph — sikgraf — graf planar

regular graph — regularis graf — graf reqular
semipath — lanc — lan{ in graf orientat

sink — nyel6 — put

size of graph — graf nagysaga — dimensiunea grafului
source — forras — sursa

spanning subgraph — feszits részgraf — graf partial
spanning tree — favaz, feszitéfa — arbore de acoperire, arbore partial
subgraph — részgraf — subgraf

trail — vonal — lan{ simplu

trail in digraph — iranyitott vonal — drum simplu
tree — fa — arbore

vertex, node — szogpont, csics — vdrf, nod

walk — séta — lant

walk in digraph — iranyitott séta — drum



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 113 — #113

Irodalomjegyzék

[

2l

13l
4]

[5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

Andrasfai Béla: Ismerkedés a grdfelmélettel. Tankonyvkiado, Bu-
dapest, 1971. Angolul: Introductory Graph Theory, Akadémiai Ki-
ado, Budapest, Adam Hilger Ltd., Bristol, Pergamon Press Inc.
Elmsford, New York, 1977.

Andrasfai Béla: Grdfelmélet (folyamok, mdtrizok). Akadémiai Kiado,
Budapest, 1983.

Andrasfai Béla: Grdfelmélet. Polygon, Szeged, 1994.

Baase, Sara: Computer Algorithms: Introduction to Design and
Analysis. Addison-Wesley Publ. Co., 1988.

Bege Antal-Késa Zoltan: Algoritmikus kombinatorika és

szamelmélet. Presa Universitara Clujeana/Kolozsvari Egyetemi
Kiado, 2006.

Berge, Claude: Théorie des graphes et ses applications. Dunod, Paris,
1967. Roménul: Teoria grafurilor si aplicatii, Editura Tehnica, Bu-
curesti, 1969.

Berge, Claude: Graphes et hypergraphes. Dunod, Paris, 1970.

Chartrand, Gary — Oellermann, Ortrud R.: Applied and Algorithmic
Graph Theory. McGraw-Hill, Inc., 1993.

Ciurea, Eleonor: Algoritmi. Introducere in algoritmica grafurilor. Ed-
itura Tehnica, 2001.

Comtet, L.: Advanced Combinatorics. The Art of Finite and Infinite
Ezpansions. D. Reidel Publ. Co., Dordrecht—Boston, 1974.

Cormen, Thomas H.— Leiserson, Charles E. - Rivest,
Ronald L.-Stein, Clifford: Introduction to Algorithms. Mit



114

“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 114 — #114

Irodalomjegyzék

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

Press-McGraw-Hill, 2001. Magyarul: Uj algoritmusok, Scolar
Kiado, Budapest, 2003.

Cseke Vilmos: A grdafelmélet és alkalmazdsai. Tudoméanyos Kényvki-
ado, Bukarest, 1972.

Graham, Ronald L. —Knuth, Donald E.—Patashnik, Oren: Concrete
Mathematics. A Foundation for Computer Science. Addison-Wesley,
1994. Magyarul: Komkrét matematika, Miszaki Konyvkiado, Bu-
dapest, 1998.

Hajnal Péter: Osszeszdmldldsi problémdk. Polygon, Szeged, 1997.

Hopcropft, John E.—Ullmann, Jeffrey D.: Introduction to Automata
Theory, Languages and Computation. Addison-Wesley Publ. Co.,
1979.

Ionescu Clara—Zsako Ioan: Structuri arborescente cu aplicatiile lor.
Editura Tehnica, Bucuresti, 1990.

Ionescu, H. —Dinescu, C.—Savulescu, B.: Probleme ale cercetarii ope-
rationale. Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1972.

Ivanyi Antal (szerk.): Conference of Young Programmers and Math-
ematicians. E6tvos Lordnd University, Budapest, 1984.

Ivanyi Antal (szerk.): Third Conference of Program Designers.
Eotvos Lorand University, Budapest, 1984.

Katona Gyula Y.—-Recski Andras: Grifelmélet és algoritmuselmélet.
ELTE-jegyzet, Budapest, 1994.

Katona Gyula Y.—Recski Andrés—Szabd Csaba: Grifelmélet, algo-
ritmuselmélet és algebra. BME-jegyzet, Budapest, 1997.

Knuth, Donald E.: The Art of Computer Programming, Vol 1: Fun-
damental Algorithms. Second edition. Addison-Wesley, 1981. Magya-

rul: A szdmitogép-programozais mivészete 1. Alapvetd algoritmusok,
Masodik kiadas, Miszaki Konyvkiadd, Budapest, 1994.

Kasa Zoltan: Combinatorica cu aplicatii. Presa Universitara Clu-
jeana, Cluj, 2003.



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 115 — #115

Irodalomjegyzék 115

[24] Livovschi, Leon — Georgescu, Horia—Popovici, Constantin P. — Tandareanu,
Nicolae: Bazele informaticii. Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti,
1981.

[25] Lovasz Laszlo: Combinatorial Problems and Ezercises. Akadémiai
Kiado, Budapest & North-Holland, Amsterdam, 1979. Magyarul:
Kombinatorikai problémdk és feladatok, Typotex Kiad6, Budapest,
1999.

[26] Lovasz Laszlo - Pelikan Jozsef - Vesztergombi Katalin: Diszkrét ma-
tematika. Typotex, Budapest, 2006.

[27] Ore, Oystein: Graphs and their uses. Yale University, 1963. Magya-
rul: A grdfok és alkalmazdsaik. Gondolat Kiad6, Budapest, 1972.
Romanul: Grafuri si aplicatii. Ed. Tehnica, Bucuresti, 1975.

[28] Pach Janos: Sik mez6ben harmas ut. MTA Kozgyilési Eldaddsok
(szerk. Poto J.), Magyar Tudoményos Akadémia, Budapest, 1999.,
131-138. p.

[29] Riordan, J.: An Introduction to Combinatorial Analysis. John Wiley
& Somns. Inc., 1958.

[30] Riordan, J.: Combinatorial Identities. John Wiley & Sons. Inc., 1968.

[31] Tomescu, Ioan: Introducere in combinatorica. Editura Tehnica, Bu-
curesti, 1972.

[32] Tomescu, Ioan: Probleme de combinatorica si teoria grafurilor. Edi-
tura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1981.

[33] Vilenkin, N. J.: Kombinatorika. Miiszaki Konyvkiad6, Budapest,
1971.

[34] Wilf, H. S.: Generatingfunctionology. Academic Press Inc., Boston,
MA, 1996.



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 116 — #116

Targymutato

altalanositott folyam, 90 gazdasagos, 60
Kruskal-algoritmus, 61
Prim-algoritmus, 63

Fleury-algoritmus, 45

Floyd, Robert W. (1936-2001), 31

bejaras
inorder, 59
mélységi, 22
postorder, 59
preorder, 59 folyam, 80
szélességi, 22 altalanositott, 90
Bellman, Richard E. (1920-1984), 29 érteke, 80
binaris fa, 58 maximalis, 80
minimélis koltségi, 95

megszamolas, 70 L
minimalis vagat, 83

Catalan-szam, 72 telftett 61, 80
Cayley, Arthur (1821-1895), 67 vagat, 83
Cayley-tétel, 67 Ford Jr., Lester R. (1927-), 27, 85
ciklomatikus szam, 55 Ford—Fulkerson-algoritmus, 85
De Bruijn, Nicolas. G. (1918-), 53 pszeudopolinomiélis, 88
De Bruijn-graf, 53 Ford-Fulkerson-tétel, 83
Descartes-szorzat, 11 Fulkerson, Delbert R. (1924-1976),
Dijkstra, Edsger W. (1930-2002), 26 85
Dirac Gabor (1925-1984), 47 generstorfiiggvény, 70, 71
Dirac-tétel, 47 graf, 11
dodakaeder, 46 abrazolasa, 16
Edmonds—Karp-algoritmus, 88 irdnyitott, 15
erdg, 56 izomorf, 14
Euler, Leonhard (1707-1783), 6, 43 komponense, 19
Euler-graf, 43 gyokérkdzept bejaras, 59
fa, 21, 56 gyokérkezds bejaras, 59
binéris, 58 gyokérvégzd bejaras, 59
gyokér, 58 halozat, 80
gyokeres, b8 reziduélis, 89
leszarmazott, 58 Hamilton, William R. (1805-1865),
Gs, 58 46
favaz, 57 Hamilton-graf, 46

feszitsfa, 57 hid, 45, 57



“graf” — 2007/11/20 — 16:16 — page 117 — #117

Targymutaté

117

Huffman, David A. (1925-1999), 67

illeszkedési matrix, 17
inorder bejaras, 59
javitolanc (javitout), 85
konigsbergi hidak problémaja, 6, 44
kor, 19
irdnyitott, 20
Kalaba, Robert E. (1936-2004), 29
kapacitasfiiggvény, 80
keresztezési szama, 77
Kruskal, Joseph B. (1928-), 61
lanc, 20
latin négyzet, 51
levél, 56
liget, 21, 56
maximalis folyam, 80
maximalis folyam—minimalis kapaci-

tas-tétel, 85

minimélis vagat, 83

Moore, Edward F. (1925-2003), 24
Ore, Dystein (1899-1968), 47
Ore-tétel, 47

postorder bejaras, 59

Priifer, Heinz (1896-1934), 65
Priifer-kod, 65

preorder bejaras, 59

Prim, Robert C. (1921-), 63
pszeudopolinomialis algoritmus, 88

Reédei Lasz16 (1900-1980), 49
Rédei-tétel, 49
reziduélis héalézat, 89
séta, 18
irAnyitott, 19
stulyozott tthossz, 68
szomszédsagi matrix, 16
tavolsagi méatrix, 21
telitett él, 80
at, 18
irdnyitott, 20
vagat, 83
minimélis, 83
vonal, 18
irdnyitott, 20
Warshall, Stephen (1935-2006), 31



