Curs 12 — Tehnici de programare
e Divide-et-impera (divide and conquer)
. Backtracking

Curs 11: Sortari
« Algoritmi de sortare: metoda bulelor, quick-sort, tree sort, merge sort
« Sortare in Python: sort, sorted, parametrii list comprehension, functii
lambda



Tehnici de programare

e strategii de rezolvare a problemelor mai dificile

e algoritmi generali pentru rezolvarea unor tipuri de
probleme

e de multe ori o problema se poate rezolva cu mai multe
tehnici — se alege metoda mai eficienta

e problema trebuie sa satisfaca anumite criterii pentru a
putea aplica tehnica

. descriem algoritmul general pentru fiecare tehnica



Divide and conquer — Metoda divizarii - pasi

APas 1 Divide - se Tmparte problema in probleme mai mici
(de acelasi structurd)

° impartirea problemei in doua sau mai multe probleme disjuncte care se
poate rezolva folosind acelasi algoritm

A Pas 2 Conquer — se rezolva subproblemele recursiv
A Step3 Combine — combinarea rezultatelor



Divide and conquer — algoritm general

def divideAndConquer (data) :
if size (data)<a:
#solve the problem directly
#base case
return rez
#decompose data into dl,d2,..,dk
rez 1 = divideAndConquer (dl)
rez_ 2 = divideAndConquer (d2)

rez_k = divideAndConquer (dk)
#combine the results
return combine(rez 1,rez 2,...,rez k)

Putem aplica divide and conquer daca:

O problema P pe un set de date D poate fi rezolvat prin rezolvarea aceleiasi probleme P pe un alt set
de date D”=dj, d, ..., dx, de dimensiune mai mica decat dimensiunea lui D

Complexitatea ca timp de executie pentru o problema rezolvata folosind divide and conquer poate fi descrisd de

recurenta:

T(n) = solving trivial problem, if nis small enough
| k-T(n/k)+time for dividing +time for combining, otherwise



Divide and conquer —1/n-1

Putem divide datele in: date de dimensiune 1 si date de dimensiune n-1

Exemplu: Cauta maximul

def findMax (1) :
mrrn
find the greatest element in the 1list
1 1ist of elements
return max
mrrn
if len(l)==1:
#base case
return 1[0]
#divide into list of 1 elements and a list of n-1 elements
max = findMax(1[1:])
#combine the results
if max>1[0]:
return max
return 1[0]

Complexitate timp
— 1 forn=1
Recurenta: | ()= {F (n— 1)+ Lotherwise

T(n=T(n-1)+1

T(n—-1)=T(n-2)+1
T(h-2)=T(n-3)+1 => T(nN)=1+1+..+1=n€eB(n)

T(2)=T(1+1



Divizare n date de dimensiune n/k

def findMax (1) :
find the greatest element in the 1list
1 1ist of elements
return max
mrrn
if len(l)==1:
#base case
return 1[0]
#divide into 2 of size n/2
mid = len(l) /2
maxl findMax (1[:mid])
max?2 findMax (1 [mid:])
#combine the results
if maxl<max?2:
return max2
return maxl

Complexitate ca timp:

T (n)= 1forn=1

Recurenta: 2T (n/2)+ Lotherwise

T(29=2T (2" ")+1
2T (247 V)= 22T (2" )+ 2
Notim: n=2"=> k=log,n 221 (24°?)= 2°1 (2" 9+ 2* =>
20T (2)= 2" T (1)+ 2"V

T(n)=1+2% 2% +2*=(2%*D-1)/(2-1)= 2*2- 1=2n-1€86(n)



Divide and conquer - Exemplu

Calculati x“ unde k21 numir intreg
Aborare simplii: X‘=kxk+..*k - k-1 inmultiri (se poate folosi un for) T(M€8(n)
Rezolvare cu metoda divizarii:

o X2 % for k even
x“2x% 2y for k odd

def power (x, k): Divide: calculeazi k/2
t “k . . (k/2)
O ey Conquer: un apel recursiv pentru a calcul x
K pnteger number Combine: una sau doua inmultiri

return x"k
mrrn
if k==1:
#base case
return x
#divide
half = k/2
aux = power (x, half)
#conquer
if k%2==0:
return aux*aux
else:
return aux*aux*x

Complexitate: T (n)€ 8(log,n)




Divide and conquer

A Ciutare binari (T (n)€6(log.n)
> Divide — impartim lista in doua liste egale
o Conquer — cautam in stinga sau in dreapta
- Combine — nu e nevoie

A Quick-Sort ( T(n)€8(nlog.n) mediu)

A Merge-Sort
° Divide — impéartim lista in doua liste egale
o Conguer — sortare recursiva pentru cele doua liste
> Combine — interclasare liste sortate



Backtracking

A

= - > >

se aplica la probleme de cautare unde se cauta mai multe solutii

genereaza toate solutiile (daca sunt mai multe) pentru problema

cauta sistematic prin toate variantele de solutii posibile

este 0 metoda sistematica de a itera toate posibilele configuratii in spatiu de cautare
este o tehnica generala — trebuie adaptat pentru fiecare problema in parte.
Dezavantaj — are timp de executie exponential

Algoritm general de descoperire a tuturor solutiilor unei probleme

Se bazeaza pe construirea incrementala de solutii-candidat, abandonand
fiecare candidat partial imediat ce devine clar ca acesta nu are sanse sa devina
o solutie valida



Metoda generarii si testarii (Generate and test)

Problema — Fie n un numar natural. Tipariti toate permutérile numerelor 1, 2, ..., n.

Pentru n=3

def perm3 () : [0
for i in range(0,3): [0
for j in range(0,3): [1
for k in range(0,3): (1,
#a possible solution [2
possibleSol = [1i,7,k] [2
if i!=3 and j!=k and i'!=k:
#is a solution
print possibleSol
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— Metoda generarii si testarii - Generate and Test

— Generare: se genereaza toate variantele posibile de liste de lungime 3 care contin doar
numerele 0,1,2

— Testare: se testeaza fiecare varianta pentru a verifica daca este solutie.




Generare si testare — toate combinatiile posibile

X,
Probleme:
Numarul total de liste generate este 3°, in cazul general n"

initial se genereaza toate componentele listei, apoi se verifica daca lista este o permutare — in
unele cazul nu era nevoie sa continuam generarea (ex. Lista ce incepe cu 1,1 sigur nu conduce
la 0 permutare

Nu este general. Functioneaza doar pentru n=3

In general: daca n este afaincimea arborelui (numarul de variabile/componente in solutie) si presupunand ca fiecare
oy . . - o A n fa] - - - A A
componentd poate avea k posibile valori, numarul de noduri in arbore este K" Inseamni ca pentru cdutarea in intreg

n
arborele avem o complexitate exponentiala, O(k™),



Imbunititiri posibile

e sa evitam crearea completa a solutiei posibile in cazul in care stim cu siguranta ca nu se
ajunge la o solutie.

> Daca prima componenta este 1, atunci nu are sens sa asignam 1 sa pentru a doua componenta

X
¢ lucram cu liste partiale (solutie partiala)
« extindem lista cu componente noi doar daca sunt indeplinite anumite conditii (conditii de
continuare)

o daca lista partiala nu contine duplicate



Generate and test - recursiv

folosim recursivitate pentru a genera toate solutiile posibile (solutii candidat)

def generate (x,DIM) : (0, 0, 0]
if len(x)==DIM: (0, 0, 1]
print x (0, 0, 2]

return [0, 1, O]
x.append (0) (0, 1, 1]

for i in range (0,DIM) : [0, 1, 2]
x[-1] = i [0, 2, 0]
generate (x, DIM) [0, 2, 1]

x.pop () [0, 2, 2]

[1, 0, 0]

o 0~

generate ([],3)




Testare — se tipareste doar solutia

def generateAndTest (x,DIM) : [0, 1, 2]
if len(x)==DIM and isSet (x): [0, 2, 1]
print (x) [1, 0, 2]
if len(x)>DIM: (1, 2, 0]
return (2, 0, 1]
x.append (0) (2, 1, 0]
for i in range(0,DIM) :
x[-1] = 1
generateAndTest (x, DIM)
x.pop ()
generateAndTest ([],3)

— Tn continuare se genereazi toate listele ex: liste care Tncep cu 0,0
— ar trebui sa nu mai generam dacia contine duplicate Ex (0,0) — aceste liste cu siguranta nu
conduc la rezultat — la o permutare




Reducem spatiu de cautare — nu generam chiar toate listele posibile

Un candidat e valid (merita sa continuam cu el) doar daca nu contine duplicate

def backtracking (x,DIM) : [0, 1, 2]

if len(x)==DIM: (0, 2, 1]

print (x) (1, 0, 2]

return f#stop recursion [1, 2, 0]

x.append (0) (2, 0, 1]

for i in range (0, DIM) : [2, 1, 0]
x[-1] = 1

if isSet(x):
fcontinue only if x can conduct to a solution
backtracking (x, DIM)

x.pop ()

backtracking ([], 3)

Este mai bine decat varianta genereaza si testeazd, dar complexitatea ca timp de executie este tot
exponential.




Permutari
e rezultat: X= (X Xy -, X),X€(0,1,..,n=1)

e €0 solutie: Xi# X; foranyi# ]

8 Queens problem:

Plasati pe o tabla de sah 8 regine care nu se ataca.

Rezultat: 8 pozitii de regine pe tabla
e Un rezultat partial e valid: daca nu existi regine care se ataca
°nu e pe acelasi coloana, linie sau diagonala
e Numirul total de posibile pozitii (atit valide cat si invalide):
combiniri de 64 luate cate 8, C(64, 8) ~4.5 * 10°)
e Genereaza si testeaza — nu rezolvia problema in timp rezonabil

Ar trebui sa generam doar pozitii care pot conduce la un rezultat (sa reducem spatiu de cautare)

A Daca avem deja 2 regine care se ataca nu ar trebui sa mai continuam cu aceasta
configuratie

A avem nevoie de toate solutiile



Backtracking

e spatiu de cautare: S=S;1 X S2 X ... X Sp;

e X este un vector ce reprezinta solutia,

e X[1.k] In Six Sz2X ... X Sk este 0 solutie candidat; este o configuratie partiald care ar putea conduce la rezultat; k
este numarul de componente deja construita;

e consistent — o functie care verifica daca o solutie partiald este solutie candidat (poate conduce la rezultat)

e solutie este o functie care verifica daca o solutie candidat x[1..K] este o solutie pentru problema.



Algoritmul Backtracking — recursiv
def backRec (x) :

x.append (0) #add a new component to the candidate solution
for 1 in range (0,DIM) :
x[-1] =1

#set current component
if consistent(x):

if solution(x):
solutionFound (x)

backRec (x) f#recursive invocation to deal with next components
x.pop ()

Algoritm mai general (componentele solutiei pot avea domenii diferite (iau valori din domenii
diferite)

def backRec (x) :
el = first (x)
X.append(el)
while el!=None:
x[-1] = el
if consistent (x):
if solution(x):
outputSolution (x)
backRec (x[:])
el = next (x)




Backtracking
Cum rezolvam problema folosind algoritmul generic:
o trebuie sa reprezentim solutia sub forma unui vector X = (Xo X, .- X,) €S, XS, X... XS,

o definim ce este o solutie candidat valid (conditie prin care reducem spatiu de cautare)
o definim conditia care ne zice daca o solutie candidat este solutie

def consistent (x):
mrmn
The candidate can lead to an actual
permutation only if there are no duplicate elements

mrmrn

return isSet (x)

def solution (x) :
mrrn
The candidate x is a solution if
we have all the elements in the permutation

mrrn

return len (x)==DIM




Backtracking — iterativ

def backIter (dim) :

x=[-1] #candidate solution
while len(x)>0:
choosed = False
while not choosed and x[-1]<dim-1:
x[-1] = x[-1]+1 #increase the last component
choosed = consistent (x, dim)

1f choosed:
if solution(x, dim) :
solutionFound (x, dim)
x.append(-1) # expand candidate solution
else:
x = x[:-1] #go back one component




Descrierea solutiei backtracking

Rezolvare permutari de N
solutie candidat:
X=(Xo X1, %), X% €(0,1,.. ,N—-1)
conditie consistent:
X=(Xg Xy .., X,) € cOnsistent daca X# X ; pentruv i# j
conditie solutie:
X= (X Xy .., X,) € solutie daca e consistent sik= N—1

Rezolvare problema reginelor
solutie candidat:

X= (Xo X1+, %), X;€(0,1,..,7)

(i,x)Vi€(0,1,..,k) reprezinta pozitia uneiregine petabla
conditie consistent:

X= (Xg Xy .., X,) € consistent dacd reginele nu se ataca

Xi# X; pentruVv i# j nuavem doud regine peacelasi coloand

li— ji#|x;— x|V i# jnuseafla pe acelasi diagonala
conditie solutie:

X= (Xg Xy .., X,) € solutie daca e consistent sik=7



Implementare -
def consistentQ(x, dim):

for i in range(len(x) - 1):
if x[i] == x[-1]:
return False

lastX = len(x)-1
lastY = x[-1]
for i in range(len(x)-1):
if abs(i - lastX) == abs(x[i] - lastY):
return False
return True

def solutionQ(x, dim):
return len(x) == dim

def solutionFoundQ(x, dim):
for column in range(dim):

cLine = ["9"] * dim

cLine[x[column]] = "X"

print (" ".join(cLine))
print (" __ "*dim)

backRecQ([], 8)




