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pe locul 20 in topul medaliatilor la nivel international. A obtinut de 9 ori
premiul I la nivel national si 7 medalii la fazele internationale: 4 de aur
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Tn varsta de numai 29 de ani, a murit pe data de 5 iunie 2012.
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Cuprinsul cursulul

Introducere. Structuri de date. Algoritmi.
Complexitati
Tipuri de date. TAD Colectie - Concepte legate de colectie
TAD — Tablou
TAD Dictionar — Concepte legate de dictionare

TAD Lista - Concepte legate de liste

TAD Stiva — Concepte legate de stiva

TAD Coada - Concepte legate de coada

TAD Coada cu prioritati — Concepte legate de coada cu prioritati
Tabela de dispersie (hash-table)

TAD Arbore — Concepte legate de arbori

Heap-uri
Arbori binari de cautare. Arbori echilibrati

Ordinea ar putea fi modificata
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1. Introducere

e Structuri de date

« Algoritmi
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s Definitie (generald) Un algoritm este o descriere
precisa si finita a unui proces constand din pasi
elementarti.

“*Definitie (Computer Science) Un algoritm este o
descriere precisa si finita a unui proces care este
(a) data intr-un limbaj formal s1
(b) consta din pasi elementari si executabili pe
masindg.
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« Descriere verbala T\
 Grafica: Structograme, diagrame de flux, etc.
 Pseudocod

« Limbaj de programare

Reprezentarea
e Teza lui Church =>Toate formele de

reprezentare ale algoritmilor sunt echivalente. /

algoritmilor

Alonzo Church a fost un matematician american si logician care a avut contributii
majore Tn logica matematica si fundamentele teoretice ale informaticii.

Wikipedia PR gntx’;ﬁm"i%?hedm
Born: June 14, 1903, Washington, D.C., United States : s Gl at the tine.
Died: August 11, 1995, Hudson, Ohio, United States

Books: Introduction to Mathematical Logic

Anybody who has tried those
knows they are very hard
reading.”
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Algoritmul lui Euclid

n Pascal

PROGRAM cmmdc (Input,Output);
VAR a,b: Integer;
BEGIN
ReadLn(a,b);
WHILE (a>0)AND (b>0) DO
IFa>bTHEN
a .= a-b;
ELSE b :=b-a;
IF b=0 THEN
WriteLn(a)
ELSE WriteLn(b)
END.

Observatie:
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Algoritmii lucreaza asupra datelor de intrare, genereaza date
Intermediare, iar in final produc un rezultat (data)

O structura de date este modul Tn care data este reprezentata in
Interiorul masinii, Tn memorie sau pe disc (vezi si cursul BD)

Structurile de date determina ce pot sa faca algoritmii si cu ce
cost. Mal precis: ... cat costa un anumit pas al unui algoritm

Complexitatea algoritmilor este strans legata de structurile de
date pe care ei le utilizeaza; atat de strans incat unii subsumeaza
ambele concepte sub termenul de “algoritm”.



|(nformatia) = D(ata) + S(emantica)
P(rogram) = D(ate) + A(lgoritm)

Date (atomicitatea):

elementare:
structurate.

Lect. Dr. Cioban Vasile
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Tipuri de SD: (dpdv al memoriei si locului Tn memorie)
statice: articol (inregistrare), tablou, multime, etc;
semistatice: stiva, coada, tabela de dispersie;

dinamice: lista dinamica, arbore, graf;

Clasificarea SD (dpdv al abstractizarii/implementarii)

SD Logice
Descrierea legaturilor intre elementele tipului (ex: matrice,
stiva, coada, arbore, etc.)

SD Fizice:

Se refera la reprezentarea fizica in memorie a elementelor
domeniului Tn memorie.

Lect. Dr. Cioban Vasile
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Stil Tn proiectarea SD

Un program poate rezolva corect o problema, dar poate f1 un program
,,slab” din multe puncte de vedere:

o are un timp de executie relativ ,,mare”;

o utilizeaza spatiu de memorie excedentar;

o dificil de depanat, de citit, de modificat;

o greu reutilizabil sau nereutilizabil in alte proiecte (programe).

SD trebuie concepute astfel incat sa inlature neajunsurile de mai sus;
3 reguli generale:
R1: Rafinarea pas cu pas (Stepwise refinement);
R2: Abstractizare:
o grupare unor componente in mod logic;
o sa poata fi reutilizate de alte SD, sau alte programe;
o detaliile de implementare sa fie amanate pana la codificare;
o separarea descrierii logice de implementare.
R3: Independenta de limbaj.

Lect. Dr. Cioban Vasile
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Exemplu rafinare: pasii in abstractizarea (prin rafinare) unei stive de elemente de tipul TE

step 1: stiva de elemente de tipul TE
step 2: stivad cu alocarea dinamica a elementelor de tipul TE

step 3: stiva cu alocarea dinamica o obiectelor care reprezinta elemente de tipul TE

Exemplu abstractizare \ersiunea 2
Nume = String[15];
TipTelefon =
- Record
versiunea 1 CodTelefon: 0..1000;
Nume = String[15]; ~NrTelefon: String[9];
Persoana = End; _
Record DataCalend =
NumeFam,Prenume:Nume; Record _
CodTelefon: 0..1000; E:Jun%{ _11--3112’_
Dir Telefon: ft%'rl'g L9F; Anul:1900.2100:
Luna: 1..12; End;
Anul: 1900..2100; Persoana =
End: Record
’ NumeFam,Prenume: Nume;
Telefon: TipTelefon;
DataNasterii: DataCalend;
End;

Lect. Dr. Cioban Vasile
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2. Complexitati
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Observatii preliminare:

1. Afirmatiile despre complexitatea algoritmilor si a problemelor
trebuie sa fie de regula independente de un anumit model de
masina si anumite proprietati ale implementarii, ca si de
detaliile technologice

2. La studiul functiilor de complexitate nu intereseaza atat de
mult evolutia exacta a valorilor unei functii f:N->R* ci
,.tendinta“ acesteia, comportamentul ei de crestere
(comportament asimptotic) atunci cand creste argumentul

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Reprezentari diferite pentru acelasi algoritm (si programele sunt
reprezentari)

In plus: algoritmi diferiti pentru aceeasi problema
Scop: Compararea algoritmilor intre ei (analiza complexitatii)
Criterii: Timpul de executie si spatiul de memorie

Complexitatea se exprima in functie de multimea si dimensiunea
datelor

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Determinarea timpului de executie

Posibilitati de masurare a eficientei unui algoritm:

1. Implementarea unui algoritm pe un calculator real si masurarea timpului
Dezavantaj: prea multe marimi care influenteaza timpul, abstractie facand
de algoritmul insusi

2. Numararea pasilor de calcul care se efectueaza pentru un set de date de
intrare.
> Intrebare: ce este un pas de calcul?

» Model formal de calcul de exemplu masina Turing sau RAM

> “programarea” algoritmului intr-un limbaj de programare artificial si
numararea si evaluarea (ponderea) operatiilor

Dezavantaj: Efort mare, portabilitate incerta

3. Numiararea operatiilor la nivel Tnalt (de exemplu numarul comparatiilor la
cautarea ntr-o lista sau numarul de perechi de elemente care se interschimba
la sortare)

Dezavantaj: Evaluare prea grosolana

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela 18



Vom folosi ca metoda simpla de masurare timpul de executie

Fie data o problema de dimensiune n
De exemplu sortarea a n valori
« Exista mal multi algoritmi pentru rezolvarea problemei

« Care algoritm este mai rapid depinde de dimensiunea na
problemei

 Pentru valori foarte mari ale lui n, cel mai rapid algoritm va fi

Intotdeauna acela al carui timp de executie creste cel mai putin in
functie de n.

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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De regula nu suntem interesati de numarul exact de operatii ci de clase
de complexitate: cum se modifica efortul de calcul, atunci cand se
mareste volumul datelor de intrare cu un anumit factor?

Care este comportamentul calitativ al functiei de timp?

Pe noi ne intereseaza cum depinde o resursa consumata de un algoritm
de n (dimensiunea problemei) pentru o valoare mare a lui n. Pentru a
putea exprima aceasta, matematic corect, se folosesc simbolurile lui

Landau.

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Simbolurile lui Landau - 0,Q , ®, 0 SI w

Definitie: g(n) este marginea asimptotica superioara a lui f(n), daca exista o constanta ¢ > O si
un n, € N, astfel Tncat pentru toti n > n, are loc f(n) <cg(n)

Multimea tuturor functiilor f(n), pentru care o functie g(n) data este margine asimptotica
superioara se noteaza cu O(g(n)).

Analog se defineste marginea asimptotica inferioara, marginea asimptotica stransa, margine
superioara tare, respectiv margine inferioara tare.

Definitie: Fie fsi g functii N — R’

» Marginea superioara:

O(g(n)) = {f(n) | 3c>03n, Yn>n, f(n)<cg(n)}

» Marginea inferioara:

Q(g(n)) = {f(n) | 3c>03n, ¥vn>n, cg(n) <f(n)}

» Marginea stransa (aceeasi crestere):

O (gM) = 0(g(n N (M)

 Margine superioara tare:

o(g(n)) = {f(n) | vc >0 3In, Vn >n, f(n) <cg(n)}

» Margine inferioara tare:

» (9(n)) = {f(n) | ve>03n, Vn=>n, cg(n) <f(n)}
Atentie: Se foloseste adesea in locul scrierii corecte f(n) € O(g(n)) pentru marginea
asimptotica superioara, notatia neglijenta f(n) = O(g(n)).

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Proprietatile notatiilor asimptotice

Tranzitivitate:

P e e e e e

Nt et et e s

PN PN e D N

P e e

Nt N e S N’

B e T e e )

P e e

N N e oae e

f(m) € 0(f(n)), f(n)€O(f(n)), f(n)€Q(f(n))

Reflexivitate:

f(n) € ©(g(n) & g(n) € O(f(n))

Simetrie:

f(n) € O(g(n)) & gln) € Q(f(n))

Antisimetrie:

24
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Notatia O(g(n)) Notatia 2(g(n))

Exemplu: Exemplu:
Fie aceeasi funcrie
Fie f(n) = n2+1000n demonstram ca fe O(n?) cu g(n)=n? f(n) = n*+1000n demonstram ca feQ(n?) cu g(n)=n’
deci se cauta ¢>0 si nyeN astfel Tncat pentru tofi n>ny f(n)<cn? deci se cauta c>0 si nyeN astfel Tncat pentru tofi n>ny f(n)>cn?
f(n) = n2+1000n < n2+1000n2=1001n2 => ¢=1001, ny=1 f(n) = n?+1000n > 1n?=>¢=1, ny=1

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela 25



Notatia @(g(n))

Din definiriile notayiilor asimptotice rezulta ca
f(n) = n?+1000n fe @(n?)

@.
®50)

TEMA: Si se demonstreze ca f(n) = n2+1000n feo (n°log n)

QS

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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O(g) este multimea tuturor functiilor care cresc asimptotic cel mult la fel
de repede ca c-g.

De exemplu:

2n* +5n+13e 0(n°)
2n” +5n+13¢ O(n)

Sn+13e 0(n*)
Sn+13e O(n)

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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La sume se impune termenul cu cresterca cea mai rapida.

f(n) £ 2n2% 7n +10

R
.
—

creste cel mai repede

=> f(n) e O(n?)
Demonstratie:

2n?+7n+10 < 3 n?

pentru ny=9

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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S-ar putea scrie si

f(n) =2n*+ 7n + 10 € O(2n*+ 7n + 10)

intereseaza insa numal comparatia cu functii simple ca de
exemplu O(n), O(n?),...

Clasa |Denumire |Exemplu

1 constant Instructiuni elementare

logn |logaritmic Cautare binara

n linear Minimum unui Sir

ne quadratic Procedee simple de sortare

ns cubic Inversarea matricelor

N polinomial |Programare Lineara

nlog n |superlinear |Procedee eficiente de sortare

2en exponential |brute-force search,
Backtracking

n! Factorial Permutari,Problema comis-
voiajorului, Met.Kramer

Avem: O(1) c O(n) c ... € O(n!)
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Regula de baza:

Cea mai micad clasa de complexitate (in notatia O) rezulta din T,(n) prin:
o Extragerea termenului “dominant“(cel mai mare) si prin

o Renuntarea la coeficienti

De exemplu:

T(n)=60n%+ 4n =Te€0O(n?);
T(n)=Ig(n) + 1 =Te0O(lIg(n))=0(log(n)),

de ce? @
g
U

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Q(f) este multimea tuturor functiilor asimptotice care cresc cel putin
la fel de repede ca si c-g.

Exemplu:

f(n) = 2n2 + 7n +10

=> f(n) e Q(n?)
deoarece

2n%+7n+10 > 2 n?

pentru ny =1

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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@(g) Daca f(n) € Q(g) si f(n) € O(g), atunci f(n) € O(g) .

Exista 0 limitd superioara C,si o limitd inferioara c,, astfel incat din
punct de vedere asimptotic pentru toti n>n,) este adevarata:
c,-g(n)<f(n)<c,-g(n)

Exemplu:

f(n) = 2n2+ 7n +10
=>f(n) e®(n?) pentru n,=9

Demonstratie:

3n* > 2n*+7n+10 > 2 n? pentru n,= 9

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela 32



Exemplu: Algoritm de tip “Divide et Impera”

MergeSort
1015 |7 |19|14( 1| 3
10l 517 19 1411 | 3 Procedure MergeSort (V,p,q)
If p<qg then
10|5| | |7 (19 14| 1] | m=(p+q) div 2
MergeSort (V,p,m)
101[| S| [ |7 [{19] | [14|[|1|]|]|3 MergeSort (V,m+1,q)
5110 | |7 [1a 1 T14] | Merge (V,p,m,q)
endif
51711019 113 (14 EndProcedure
11357 ({10]114]19
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—

La algoritmul de sortare prin interclasare avem divizarea in 2 subsecvente de
lungime n/2; deci a=2, iar dimensiunea unei probleme este 1/2
daca p = q avem timp constant 6(1) (n=1, deci ¢=1);
D(n) = 6(1), pentru ca se determina indicele de mijloc al secventei (p,q);
C(n) = 6(n), (pentru ca interclasarea a 2 secvente de lungime p, respectiv

qda 0 (p+g-1))
Avem deci:

0(1), n=1 0(1), n=1
o= ZT(%j +0(1)+0(n), n>1 T = ZT(gj +6(m), n>1

0, n=1

Tn final avem recurenta T(n) = ZT(%j +n, n>1

Rezolvata la seminar prin metoda iteratiel
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Teorema master
Fie a = 1 si b = 1 constante, fie f{n) o functie oarecare si T(n) o functie
detinita pe IN prin recurenta

T{(n)=aT(n/b)+f(n),

unde n/b se interpreteazi fie ca |{| fie ca |_§-| Atunci T(n) poate fi
delimitata asimptotic dupd cum urmeaza

[ © (nloes2) daci 3e = 0 si f(n) = O (nloges—¢)
T(n) = n‘“‘!“Ja Icrg n) dacd f(n) = © (nlo2e4)
: { E}{f{n]j daci 3¢ = 05 3c < 1:af (n/b) < cf(n)
L si f(n) = Q) (n'°8e5E) n

o In fiecare caz comparam f(n) cu n'°®:2_ [ntuitiv, solutia este
determinatd de cea mal mare dintre cele doud functn:

o Dacd n'°%:? este mai mare (cazul 1), atunci T(n) = © (n'°8+%).

o Daca f(n) este mai mare (cazul 3), atunci solutia este
T(n) =0O(f(n)).

@ Daca cele doud functn au acelasi ordin de marime (cazul 2), inmultim
cu un factor logaritmic, 1ar solutia este

f(n)=0 (n'”gb" log n) = @(f(n)logn).

35



Revenim la recurenta obtinuta la MERGESORT

0, n=1
() = 2T(2j+n, n>1

si aplicand Teorema master avem a=b=2 => f(n)=0(n), deci ne aflam in cazul 2

=>T(n) = 06(n log n)

Problema tratabila = problema care poate fi rezolvata printr-un algoritm cu
timp de executie polinomial

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela
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Cazul cel mai nefavorabil, mediu si cel mai favorabil

La timpul de executie deosebim:
— cazul cel mai defavorabil (worstcase),

— cazul mediu (averagecase) si

— cazul cel mai favorabil (best case).

» Cazul mediu este important atunci cand, cazul cel mai favorabil si cazul cel
mai defavorabil sunt exceptii foarte rare
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Notatia O - are originea in lucrarea Die Elemente der
Zahlentheorie din anul 1892 a lui
Paul Gustav Heinrich Bachmann (1837 - 1920) .

Putin timp mai tarziu, a utilizat-o si specialistul in Teoria
numerelor Edmund Landau (1877 -1938) si pe langa ,0O’a
considerat si ,0’. Din aceasta cauza notatia asimptotica este
denumita si ,, Simbolurile lui Landau *

Tot lui Landau i se datoreaza si notatia Z pentru numerele
ntregi.

Lect. Dr. Trimbitas Maria-Gabriela



http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Edmund_Landau.jpg

Inca un exemplu de analiza a complexitazii unui algoritm

Algoritmul standard pentru inmultirea a doua matrice

function MATMULT(A,B,I,m,n)

C = zeroes(l,n) I/ zeroizare matrice rezultat C
fori=1tol // ciclu dupa liniile lui C
fork=1ton /[ ciclu dupa coloanele lui C
forj=1tom /I ciclu dupa coloanele A/ liniile lui B

C(i,k) = C(i,k) + A(i,}) * B(j,k) // calculul sumei de produse
end
end
end
return C

Ordinea pentru cele trei ciluri for poate fi schimbata. Deoarece cele trei
cicluri sunt independente unele de altele, numarul operatiilor este de ordinul
O(l-m-n)

Ca urmare timpul de executie pentru matrice patratice (I=m=n) este cubic,
deci de ordinul O(n?)
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