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Rezumat

@ Transformari Geometrice

@ Structuri Algebrice = Grupul Izometriilor, impreuna cu
subgrupurile acestuia

@ Grupul Transformarilor Mobius + proprietati
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Sfera Riemann

Definitie
Sfera Riemann

P={(z,t)eCxR:|z2+t2=1}.

Definitie

Prin proiectie stereografica se intelege o aplicatie care transforma
fiecare punct al planului complex in plan de pe sfera Riemann si
reciproc.
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Proiectia stereografica

Proiectia stereografica Proiectia stereografica a unei sfere
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Proiectia stereografica

2z -1+ |z)?
1+z[2" 1+ [z

m(z) = ( )

Aceasta functie este bijectiva, iar inversa ei este 71 : P — C U {0},

z
“z,t) = —
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Definitie
Prin distanta chordala intre doua puncte z;,z, € C se intelege distanta
euclidiana dintre proiectiile stereografice ale celor doua puncte,

m(z1), 7(22).

2‘21 — 22‘

\/1+zl\/l+zz

k(21,22)
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Proprietati

Proprietate
Proiectia stereografica este o transformare conforma, adica pastreaza
unghiurile dintre doua curbe.

Proprietate

Proiectia stereografica transforma cercurile sau dreptele din planul
complex in cercuri de pe sfera Riemann. Dreptele din planul complex
vor corespunde cercurilor care trec prin polul nord al sferei Riemann.

v
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Transformari Mobius

Definitie
O transformare Mobius este o functie
T :CU{oo} = CU {0}, T(2) = :;13, a,b,c,d € C,ad — bc # 0

Definitie
Multimea tuturor transformarilor Mobius formeaza un grup:

(Mob, o)
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Observatie
Se pune Tn evidenta omomorfismul intre grupuri:

a b az+b
¢.GL2(C)—>Mob,¢<C d)_cz+d

Diana-Florina Halita (Universitatea Babes-Bd Transformari Mobius 10 Mai 2014 9/31



Vizualizarea transformarilor Mobius - Puncte fixe

Teorema
O transformare Mobius diferita de transformarea identica are:

@ un punct fix, daca matricea M corespunzatoare transformarii este
: o (11
conjugata matricii
0 1
@ doua puncte fixe, daca matricea M corespunzatoare transformarii

este conjugata matricii My < g )\(_)1 )

Observatie

Daca ¢ # 0 ambele puncte fixe sunt din C. Daca ¢ = 0 atunci cel putin
unul din punctele fixe tinde spre oco.
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Clasificarea Transformarilor Mobius

O transformare Mobius este:

@ identitate, daca M e conjugata + ( é 2 )

@ parabolica, daca M e conjugata + ( é 1 >

@ eliptica, daca M e conjugata < g )\91 > JA =1

@ hiperbolica, daca M e conjugata ( 3 )\91 > A € R{£1}

@ loxodromica, daca M e conjugata < 3 )\91 > JA# L
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Clasificarea Transformarilor Mobius

@ parabolica, dacatr(M) = £2
@ eliptica, daca -2 < tr(M) < 2
@ hiperbolica, dacatr(M) < —2 sau tr(M) > 2
@ loxodromica, daca tr(M) ¢ R
sau echivalent,
@ parabolica, daca tr(M)? = 4
o eliptica, daca tr(M)? < 4
@ hiperbolica, daca tr(M)? > 4
@ loxodromica, daca tr(M)? ¢ [0, o)
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Actiunea Transformarilor Mobius asupra sferei
Riemann

@ transformare eliptica, z — el?z - aceasti transformare roteste
sfera Riemann fixand punctele 0 si co - punctele se misca de-a
lungul unui cerc

(a) elliptic
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Actiunea Transformarilor Mobius asupra sferei
Riemann

@ transformare hiperbolica, z — kz,k > 1 - punctele se misca de-a
lungul unui arc de cerc de la un punct fix la altul

(b) hyperbolic
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Actiunea Transformarilor Mobius asupra sferei
Riemann

@ transformare loxodromica, z — kz,k ¢ R - punctele se misca de-a
lungul unei spirale logaritmice, de la un punct fix la altul

(c) loxodromic
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Actiunea Transformarilor Mobius asupra sferei
Riemann

@ transformare parabolica, z — z + 1 - punctele se misca de-a
lungul unui cerc, prin unicul punct fix.

(d) parabolic
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Observatie

Fie T o transformare Mobius T (z) = Az + B. In acest caz putem alege
A = pe'®, cu scopul de a privi transformarea ca o compunere intre o
rotatie de centru «, o dilatare de ordin p Si o translatie de vector B.
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Observatie
T(z) =Az +B, A= pe'“.

Observatie

Pentru o > 0,p = 1si B =0, T(z) este o rotatie a planului complex,
care se mapeaza intr-o rotatie a sferei ((a)). Punctele fixe ale acestei
transformari sunt cei doi poli ai sferei, care corespund in planul
complex originii Si co-ului. Aceasta este o transformare Mobius
eliptic a.

Diana-Florina Halita (Universitatea Babes-Bd Transformari Mobius 10 Mai 2014 18/31



Observatie
T(z) =Az +B, A= pe'®,

Observatie

Pentru a =0,p > 1si B =0, T(z) este o dilatare a planului complex
centrata in origine ((b)). Punctele fixe ale acestei transformari sunt cei
doi poli ai sferei, care corespund Tn planul complex originii Si co-ului.
Pentrua = 0,p < 1si B =0, T(z) este o contractie a planului complex
centrata Tn origine.

Aceste transformari sunt transform ari Mobius hiperbolice
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Observatie
T(z) =Az +B, A= pe'“.

Observatie

Pentru a # 0,p # 1 si B = 0, T(z) este combinatie dintre cele doua

cazuri anterioare ((c)). Punctele fixe ale acestei transformari sunt cei
doi poli ai sferei, care corespund Tn planul complex originii si co-ului.
Aceasta este o transformare Mobius loxodromic  a.
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Observatie

Pentru restul cazurilor posibile (adica A=0siB # 0), T(z) este o
translatie a planului complex ((d)). Singurul punct fix al acestei
transformari este oo, acesta corespunzand polului nord de pe sfera
Riemann. Aceasta este o transformare Mobius parabolic  a.
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Un scurt exemplu

@ parabolica -z — % - punct fix 0

2iz +
@ loxodromica - z — 2iz -puncte fixe 0 si co
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- e
Un scurt exemplu

@ eliptica - z — iz - puncte fixe 0 si co

Observatie

In cazul transformarii eliptice, se observa faptul ca prin aplicarea
acesteia de 4 ori se ajunge la transformarea identica. Astfel, se
observa faptul ca prin transformarea aleasa fiecare cerc se transforma
in el Tnsusi dupa 4 iteratii.
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Tranformare eliptica

s
RS
{

A
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Transformare parabolica
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Transformare loxodromica
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Astfel, se observa principalele caracteristici ale transformarilor Mobius:

@ parabolice: punctele de pe cercuri se misca spre punctele fixe
@ eliptice: cercurile se misca n jurul punctului fix

@ loxodromic: cercurile se misca in spirale cu extremitatile in cele
doua puncte fixe.
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Multumesc!

Q&A
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