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Teorema lui Napoleon

o In exteriorul triunghiului ABC se construiesc triunghiurile echilaterale
pozitiv orientate AC'B, BA’C, CB’A. Demonstrati ca centrele de
greutate ale acestor triunghiuri formeaza un triunghi echilateral.
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Lema si Observatie

e Lema
Fie A1(a1), A2(a2), As(as), Bi(b1), Ba(b2), B3(bs).
Se dau triunghiurile A1A2A;3 si B1ByBs. Stiind ca cele doud
triunghiuri sunt la fel orientate putem spune ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
i) triunghiurile A;A2As si B1BaBs. sunt asemenea in aceastd ordine

1 1 1
ii) dy 4d2 as =0.
by by b3

@ Observatie:
Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul BCA < triunghiul ABC
este echilateral si are loc a+¢- b+ e?-c=0, unde ¢ este ridicina
complexd nereald, de ordinul 3 a unitatiii.
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Demonstratia lemei

1 1 1 1 0 0
@ |ay a a|=0&|ay aa—a a3—a|=0&
by by b3 by by—by b3—b
dg —ady a4asz— ai -0
by — b1 b3 — b

S(a—a) (bs—b)—(az—a) (be—b)=0«
(a2 —a1) - (bs —b1) = (ag — a1) - (ba — b1)

ax—a1 __ ba—b1
33—j1 - bBEbib . - -
o[22 =0 5 arg(22) = arg(2281)
- bo—by| ..
Eif:I = }bifbil si m(Z(A3A1Az)) = m(£(B3B1By))
& Ml = BB s m(/(A3AAg)) = m(£(B3B, By))

< triunghiurile A1A2As si By B2 Bs sunt asemenea.
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Demonstratia observatiei

e Fie A(a), B(b), C(c). Conform lemei anterioare triunghiurile ABC si

1 11 1 0 0
BCA sunt asemenea < |a b ¢|=0&|a b—a c—a|=0
b ¢ a b c—b a—»b

b—a c—a
c—b a—-b»b
s+ +E=a-btact+b-c
s (a—b2+(b—0c)?+(c—b?=0
(a+e-b+e?-¢)-(at+e-ct+e?-b)=0
triunghiul ABC este echilateral

& =0
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Demonstratia teoremei

e Fie A(a), B(b), C(c), A'(d), B(b'), C(d) si Gy, Gy, G3 centrele de
greutate ale triunghiurilor AC B, BA'C, CB'A. Din observatia
anterioara si din ipoteza teoremei, conform careia triunghiurile
AC B, BA'C, CB A sunt echilaterale stim:
atd-e+b-e2=0
b+d -e+c-e2=0
c+b-e+tae2=0
Centrele de greutate ale triunghiurilor echilaterale ACB, BA'C, CB'A
sunt: Gy(a"), Go(b"), G3(") unde:
=1 (a+b+?)
b'=3-(d+b+c)
d=35-(a+b+¢
Ramane s3 demonstram ca triunghiul Gy G2 Gs este echilateral, adica
d't+e-d'+e2 b =04 3 ((a+b+c)+(a+b+)-e+(d+b+c)-e?)
=1-((a+d-e+be?)te (b+d c+ce?)+e (cte b +e%2a) =0

|0l
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Cercul celor 9 puncte ale lui Euler
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Cercul celor 9 puncte ale lui Euler

@ Mijloacele laturilor unui triunghi, picioarele inaltimilor , mijloacele
segmentelor ce unesc varfurile cu ortocentrul sunt noud puncte situate
pe un cerc, cu centrul in mijlocul segmentului care uneste centrul
cercului circumscris triunghiului dat cu ortocentrul si cu raza egald cu
jumatate din raza cercului circumscris, numit cercul lui Euler.
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Demonstratie

@ Fie triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris acestui triunghi,
H ortocentrul si A1, Bi, C; mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB.
Notez A”, B”, C" mijloacele segmentelor AH, BH, CH, E mijlocul
segmentului OH, si A', B', C picioarele in3ltimilor triunghiului ABC,
utilizand litere mici pentru a nota afixele punctelor considerate.

e Fie O originea reperului ales si A(a), B(b), C(c).

Rezultd: a; = b%c, a = %” Demonstrez cd h=a+ b+ c.

@ Fie Oy simetricul lui O raportcu BC= 01 =2-a1—-0=b+c

Fie A” punctul de pe cerc obtinut astfel incat AB L. BA” .
BHCA" paralelogram = A; este si mijlocul lui HA”
OHO; A" paralelogram(diagonalele se intersecteaz in mijloc)
= HO, || AO.

Dar AH || OO, = AOO; H paralelogram = o+ h=o0; + a
= h=a+b+c
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e Avem |a| = |b| = |c| = R. Deoarece e = g avem: e = ”Tb“.
Se observi c3 E este si mijlocul segmentului A”A; = EA” = EA;.
Patrulaterul A’A; OH fiind trapez dreptunghic avem A'E = EA;. Deci
A A1, A” sunt pe cercul cu centrul in E si de razi:
EA| =|a1 — ¢ = [3| = §R. Analog se demonstreaza c3 si punctele

Bi,B,B", Ci, C,C" sunt pe centrul de centru E si raz§ &
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