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Introducere

SCOP: Extinderea ariei de cunoaştere a elevilor ı̂n legătură cu
numerele complexe, şi formarea priceperilor şi
deprinderilor ı̂n rezolvarea unor probleme de geometrie
cu ajutorul numerelor complexe.

PAŞI:

1 Reamintirea cunoştiinţelor legate de numerele complexe.

2 Prezentarea proprietăţilor principale ale numerelor
complexe

3 Definirea cu ajutorul numerelor complexe a câtorva
termeni din geometrie.

4 Prezentarea unor aplicaţii, exerciţii şi probleme propuse
pentru teme individuale şi pe grupe

5 Evaluarea cunoştiinţelor acumulate de studenţi.
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Afixul unui punct care ı̂mparte un segment
ı̂ntr-un raport dat

TEOREMĂ

1 A(a),B(b),M(z), M ∈ [AB] a.̂ı.
AM

MB
= k > 0.

Atunci z =
1

k + 1
· a+ k

k + 1
· b.

2 A(a),B(b),M(z), B ∈ [AM] a.̂ı.
AM

MB
= k < 0.

Atunci z =
1

k + 1
· a+ k

k + 1
· b.

3 A(a),B(b),M(z), A ∈ [MB] a.̂ı.
AM

MB
= k < 0.

Atunci z =
1

k + 1
· a+ k

k + 1
· b.
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Condiţii de coliniaritate, perpendicularitate
şi conciclicitate

TEOREMĂ

1 M1(z1),M2(z2),M3(z3) sunt coliniare ⇔ z3 − z1
z2 − z1

∈ R∗.

2 M1M2⊥M3M4 ⇔ z1 − z2
z3 − z4

∈ i · R∗.

3 Biraportul a patru numere complexe:

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

4 M1(z1), M2(z2), M3(z3), M4(z4) sunt coliniare sau
conciclice ⇔ (z1, z2, z3, z4) ∈ R∗.
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Triunghiuri asemenea

TEOREMĂ Fie A1(a1),A2(a2),A3(a3),B1(b1),B2(b2),B3(b3).Se
dau triunghiurile A1A2A3 şi B1B2B3 la fel orientate.
U.a.s.e:

1 A1A2A3 ∼ B1B2B3

2
a2 − a1
a3 − a1

=
b2 − b1
b3 − b1

3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Triunghiuri asemenea

TEOREMĂ Fie M1(z1),M2(z2),M3(z3). U.a.s.e:

1 triunghiul M1M2M3 este echilateral

2 z1 · ε+ z2 · ε2 + z3 = 0;

3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z1 z2 z3
z2 z3 z1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z2 z3 z1
z3 z1 z2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z3 z1 z2
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ = 0

4 z21 + z22 + z23 = z1 · z2 + z2 · z3 + z3 · z1.

5
z2 − z1
z3 − z2

=
z3 − z2
z1 − z3

.

6
1

z − z1
+

1

z − z2
+

1

z − z3
= 0, unde z =

z1 + z2 + z3
3

.

7 (z1 + ε · z2 + ε2 · z3) · (z1 + ε2 · z2 + ε · z3) = 0,
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Ecuaţia dreptei şi a cercului

TEOREMĂ

1 Ecuaţia generală a unei drepte ı̂n plan este:
ā · z̄ + a · z + b = 0, a ∈ C∗, b ∈ R, z = x + i · y .
Pentru a ̸= ā panta dreptei este egală cu

a+ ā

a− ā
· i .

2 Condiţii de ∥,⊥,× pentru dreptele:
d1 : ā1 · z̄1 + a1 · z1 + b1 = 0 şi
d2 : ā2 · z̄2 + a2 · z2 + b2 = 0 , a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

d1 ∥ d2 ⇔
ā1
a1

=
ā2
a2

d1 ⊥ d2 ⇔
ā1
a1

+
ā2
a2

= 0

d1, d2 sunt concurente ⇔ ā1
a1

̸= ā2
a2
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Ecuaţia dreptei şi a cercului

TEOREMĂ

3 Ecuaţia unei drepte ı̂n plan determinată de două puncte

având afixele z1 şi z2 este:

∣∣∣∣∣∣
z1 z̄1 1
z2 z̄2 1
z z̄ 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

4 Condiţia de coliniaritate a trei puncte având afixele
z1, z2, z3 se justifică repede ca fiind echivalentă cu:∣∣∣∣∣∣
z1 z̄1 1
z2 z̄2 1
z3 z̄3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5 Ecuaţia unei drepte care trece prin punctul de afix z0
paralelă cu dreapta: d : ā · z̄ + a · z + b = 0 este

z − z0 = − ā

a
· (z̄ − z̄0).
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Ecuaţia dreptei şi a cercului

TEOREMĂ

6 Ecuaţia dreptei date prin punctul de afix z0 care este
perpendiculară pe dreapta d : ā · z̄ + a · z + b = 0 este

d : z − z0 =
ā

a
· (z̄ − z̄0).

7 Afixul piciorului perpendicularei din punctul de afix z0
pe dreapta d : ᾱ · z̄ + α · z + β = 0 este

z =
α · z0 − ᾱ · z̄0 − β

2 · α
.

8 Distanţa de la un punct de afix z0 la o dreaptă
d : ᾱ · z̄ + α · z + β = 0, α ̸= 0 este:

D = |α · z0 + ᾱ · z̄0 + β

2 ·
√
α · ᾱ

|
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Ecuaţia dreptei şi a cercului

TEOREMĂ

9 Aria triunghiului determinat de trei puncte de afixe
z1, z2, z3 este:

A = |∆|,∆ =
i

4
·

∣∣∣∣∣∣
z1 z̄1 1
z2 z̄2 1
z3 z̄3 1

∣∣∣∣∣∣ .
10 Ecuaţia unui cerc ı̂n plan este:

z · z̄ + α · z + ᾱ · z̄ + β = 0, α ∈ C, β ∈ R, z = x + y · i .
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Produsul real a două numere complexe

DEFINIŢIE

Se numeşte produs real al numerelor complexe a,b,

numărul: a⊙ b =
1

2
· (ā · b + a · b̄).

TEOREMĂ

1 Dacă A(a),B(b) sunt puncte distincte şi diferite de
O(0) atunci a⊙ b = 0 ⇔ OA ⊥ OB.

2 Numărul a⊙ b este egal cu valoarea absolută a puterii
originii O(0) faţă de cercul de diametru AB, unde
A(a),B(b) şi a,b numere complexe distincte nenule.

3 Fie A(a),B(b),C(c),D(d) puncte distincte. U.a.s.e.:

AB ⊥ CD
(b − a)⊙ (d − c) = 0
b − a

d − c
∈ i · R∗
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Produsul complex a două numere complexe

DEFINIŢIE

Se numeşte produs complex al numerelor
complexe,nenule şi distincte a,b, numărul:

a⊗ b =
1

2
· (ā · b − a · b̄).

TEOREMĂ

1 Dacă A(a),B(b) sunt puncte distincte şi diferite de
O(0) atunci a⊗ b = 0 ⇔ O,A,B coliniare.

2 a⊗ b =

{
2 · i · A∆OAB , OAB e direct orientat

−2 · i · A∆OAB , OAB e invers orientat

3 A∆ABC = ± 1
2·i · (a⊗ b + b ⊗ c + c ⊗ a)

4 Fie A(a),B(b),C (c) puncte distincte. U.a.s.e.:

A,B,C coliniare
(b − a)⊗ (c − a) = 0
a⊗ b + b ⊗ c + c ⊗ a = 0
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Transformări geometrice

DEFINIŢIE

1 Translaţia
Fie b ∈ C. z se translatează cu vectorul b ı̂n

z’=z+b.

2 Rotaţia
Rotaţia de centru O şi unghi φ are exprimarea:

z ′ = α · z, |α| = 1 şi α = cosφ+ i · sinφ.
3 Simetria

a) Simetria de centru A are ecuaţia: z ′ = 2 · zA − z.
b) Simetria axială ı̂n care axa de simetrie este axa

OX are ecuaţia: z ′ = z̄ .

4 Omotetia
Fie z0 ∈ C şi a ∈ R∗. Prin omotetia de centru z0 şi

raport a, z se transformă ı̂n z ′ = z0 + a · (z − z0).
Omotetia de centru O şi raport a se exprimă prin:
z ′ = a · z.
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Exerciţiul 1

APLICAŢIE Fie C1,C2,C3,C4 patru cercuri ı̂n plan şi M1,M2

punctele de intersecţie ale lui C1 cu C2, N1,N2 punctele
de intersecţie ale lui C2 cu C3, P1,P2 punctele de
intersecţie ale lui C3 cu C4 şi Q1,Q2 punctele de
intersecţie ale lui C4 cu C1. Să se demonstreze că
M1,N1,P1,Q1 sunt conciclice ⇔ M2,N2,P2,Q2 sunt
conciclice.
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Exerciţiul 1

PAŞI:

M1,M2,Q1,Q2 ∈ C1 ⇒ (q1,m2,m1, q2) ∈ R∗

M1,M2,N1,N2 ∈ C2 ⇒ (m1, n2, n1,m2) ∈ R∗

N1,N2,P1,P2 ∈ C3 ⇒ (n1, p2, p1, n2) ∈ R∗

P1,P2,Q1,Q2 ∈ C4 ⇒ (p1, q2, q1, p2) ∈ R∗

M1,N1,P1,Q1 conciclice ⇔ R1 = (m1, p1, n1, q1) ∈ R∗

M2,N2,P2,Q2 conciclice ⇔ R2 = (m2, p2, n2, q2) ∈ R∗

Din calcule, R1 ∈ R∗ ⇔ R2 ∈ R∗.
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Exerciţiul 2

APLICAŢIE Fie A(zA),B(zB),C (zC ),D(zD) patru puncte pe un
cerc. Arătaţi că picioarele perpendicularelor din A, B pe
dreapta CD şi picioarele perpendicularelor din C,D pe
dreapta AB sunt conciclice.
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Exerciţiul 2

PAŞI:

considerăm cercul unitate

AB : z + a · b · z̄ − a− b = 0 şi
CD : z + c · d · z̄ − c − d = 0

afixele picioarelor perpendicularelor din A şi B pe CD
sunt A′, respectiv B ′:

⇒ a′ =
1

2
· (a+ c + d − ā · c · d) şi

b′ =
1

2
· (b + c + d − b̄ · c · d)

afixele picioarelor perpendicularelor din C şi D pe AB
sunt C ′, respectiv D ′:

⇒ c ′ =
1

2
· (c + a+ b − c̄ · a · b) şi

d ′ =
1

2
· (d + a+ b − d̄ · a · b)

A′,B ′,C ′,D ′ sunt conciclice ⇔ (a′, b′, c ′, d ′) ∈ R∗
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Exerciţiul 3

APLICAŢIE Se construiesc ı̂n exteriorul triunghiului ABC pătratele
BCDE,CAFG, ABHI. Fie GCDQ şi EBHP paralelograme.
Să se demonstreze că triunghiul APQ este isoscel.
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Exerciţiul 3

PAŞI:

E = RB,270◦(C ) ⇔ e = b(1 + i)− c · i
H = RB,90◦(A) ⇔ h = b(1− i) + a · i
D = RC ,90◦(B ⇔ d = c(1− i) + b · i
G = RC ,270◦(A) ⇔ g = c(1 + i)− a · i
HBEP paralelogram ⇔ p = b − c · i + a · i
CGQD paralelogram ⇔ q = c + b · i − a · i
AP = |p − a| = |b − c · i + a · i − a|
AQ = |q − a| = |c + b · i − a · i − a| = |i | · AP = AP
⇒ ∆ABC isoscel
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Exerciţiul 4

APLICAŢIE Pătratele BCDA şi BKMN au vârful comun B şi sunt la
fel orientate. Să se demonstreze că mediana BE a
triunghiului ABK este perpendiculară pe CN.
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Exerciţiul 4

PAŞI:

B(0), C (c) şi K (k).

A = RB,π
2
(C ) ⇔ A(ci).

BCDA pătrat D(a+ c − b) = D(c + ci).

N = RB,π
2
(K ) ⇔ N(ki).

BKMN pătrat M(n + k − b) = D(k + ki).

E este mijlocul laturii AK ⇔ E (
ci + k

2
).

BE⊥CN ⇔ (e − b)⊙ (n − c) = 0
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Evaluare

DEFINIŢIE Evaluarea este o componentă integrată a procesului de
ı̂nvăţământ, alături de predare şi ı̂nvăţare, care vizează
măsurarea, verificarea nivelului de ı̂nsuşire a
cunoştinţelor de către elev şi notarea acestuia.

METODE DE
EVALUARE:

1 evaluare orală :

ı̂ntrebări teoretice
rezolvarea de probleme la tablă
verificarea muncii individuale, a temelor şi a proiectelor

2 evaluare scrisă:

test de verificare
lucrare de control
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Test de verificare

Timp de lucru 50 de minute

1 (1.5p) Pe laturile patrulaterului ABCD se construiesc ı̂n
exterior triunghiurile dreptunghice isoscele AMB, BNC,
CPD, DQA. Să se arate că MP⊥ NQ.

2 (1.5p)Dacă ABC ∼ A’B’C’ şi O in plan, iar A1 vârful
∆AA′A1, B1 este vârful ∆BB ′B1 şi C1 vârful ∆CC ′C1

cu centrul de greutate O, atunci A1B1C1 ∼ ABC.

3 (3p) Fie ∆ABC şi ∆A1B1C1 a.̂ı.
A1 ∈ BC ,B1 ∈ CA,C1 ∈ AB şi le ı̂mpart pe acestea ı̂n
raportul k. Să se arate că ∆ABC şi ∆A1B1C1 au acelaşi
centru de greutate.

4 (3p) Enunţaţi şi demonstraţi proprietatea referitoare la
conciclicitatea a patru puncte distincte două câte două.

Se acordă 1 punct din oficiu. Succes!
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Test de evaluare

Toate subiectele sunt obligatorii.
Se acordă 1p din oficiu.
Timp de lucru : 1h

1 (1p) Alegeţi varianta corectă şi motivaţi răspunsul:
Centrul de greutate al unui triunghi cu vârfurile
A(a),B(b),C (c) are afixul: a) a+ b + c

b)
a+ b + c

2
c)

a+ b + c

3
2 (2p) Enunţaţi şi demonstraţi cu ajutorul numerelor

complexe teorema lui Pappus.

3 (1p) Scrieţi o condiţie necesară şi suficientă pentru ca
un triunghi ABC să fie echilateral

4 (0.5p) Dreapta lui Simson este dreapta formată din
...................... .
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Test de evaluare

5 (2p) Fie O şi H centrul cercului circumscris, respectiv
ortocentrul triunghiului ABC, iar Q simetricul lui H faţă
de O. Fie T1,T2,T3 centrele de greutate ale
triunghiurilor BCQ, CAQ, ABQ. Să se demonstreze că:

AT1 = BT2 = CT3 =
4

3
· OA

6 (2p) Fie punctele A(a),B(b),C(c) a.̂ı. a+ b + c ̸= 0 şi
punctele M(a2 + a · b + a · c), N(b2 + b · c + b · a),
P(c2 + c · a+ c · b).Să se găsească o relaţie ı̂ntre
triunghiurile MNP şi ABC.

7 (0.5p) Stabiliţi dacă este adevărat sau fals şi justificaţi
răspunsul:
Punctele A(a),B(b),C(c)) două câte două distincte sunt

coliniare dacă şi numai dacă
z3 − z1
z2 − z1

∈ R∗
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Metoda R.A.I.

metoda se poate folosi la ı̂nceputul lecţiei pentru a
verifica cunoştiinţele elevilor

APLICAŢIE

Primul elev ı̂ntreabă care este afixul mijlocului unui

segment [AB] , iar următorul răspunde:
a+ b

2
Al doilea elev continuă şi intreabă care este afixul
centrului de greutate al unui triunghi ABC. Cel ı̂ntrebat

răspunde cu:
a+ b + c

3
.

Al treilea elev poate ı̂ntreba care este biraportul a patru

numere, iar cel ı̂ntrebat va raspunde:
z1 − z3
z2 − z3

=
z1 − z4
z2 − z4.
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Metoda 3-2-1

evaluare a procesului de predare-̂ınvăţare dupa câteva
ore de curs

elevii scriu: 3 concepte din ce au ı̂nvăţat, 2 idei despre
care ar dori să ı̂nveţe mai multe ı̂n continuare şi o
capacitate pe care au dobândit-o ı̂n urma activităţii de
predare-̂ınvăţare.

APLICAŢIE

3: coliniaritatea a trei puncte , perpendicularitatea a
două drepte, conciclicitatea a 4 puncte

2: transformări geometrice, produsul real al numerelor
complexe

1: rezolvarea problemelor de geometrice prin metode ale
Analizei Complexe
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Harta conceptuală
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