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Abstract

1. Az euklideszi tavolsag-matrix

Ay, As, o Ay € R™ adott pontok

dij = || Ai — Aj]?

D = (d;;) euklideszi tdvolsdg-mdtriz, EDM, (D € EDM).

(D szimmetrikus, azaz d;; = dj;, d;; > 0 és “lyukas”, azaz d;; = 0.)

A metrikus geometria egyik alapkérdése:

Hogyan dionthetd el a D = (d;j) nem negativ elemeket tartalmazo szimmetrikus lyukas
mdatrixrol, hogy EDM madtriz vagy sem? Mads szoval, adjunk foltételeket a fonti tula-
jdonsagokkal rendelkezé D matrixra, hogy létezzék eqy R™ euklideszi tér és abban az
Ay, ..., A, pontok tgy, hogy di; = || Ai — Aj|%.

A feladat teljes megoldasa I. J. Schoenberg nevéhez flizodik, aki egy 1935-ben publikalt
dolgozataban bizonyitotta a kovetkezd tételt:

Annak sziikséges és elégséges foltétele, hogy az a;; nemnegativ szdmok egy R"-beli, de
nem R™~1-beli AgA,...A, “szimplex” élhosszai leqgyenek az, hogy az

n

1
F(l'l,il'z, 7xn) = 5 Z (a(2)z + a%k - a?k)xlxk

i,k=1

kvadratikus forma r-ed rangi és pozitiv szemidefinit legyen.

(Itt az idézdjeles “szimplex” kifejezés egy altalanos esetben degeneralt szimplexet jeldl;
a szimplex valédi, ha r = n.)

Visszatérve a ma hasznalt terminolgidhoz Schoenberg eredményének egyszerisitett
formaja a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

~VTDV €S,

D € EDM &
DESh,

ahol S, az n x n szimmetrikus szemidefinit métrixok kupja, Sy az n X n szimmetrikus
lyukas méatrixok tere, és



(Ebben a megfogalmazasban nem szerepel a D rangjara vonatkozé foltétel. A V' matrix
tulajdonképpen szimmetrikus, tehat V7 = V; itt megtartottam ay irodalomban hasznalt
jelolést.)

2. Térképkészités pusztan
tavolsag-viszonyok ismeretében

Tételezziik 61, hogy az {A;, Aa, ..., A,} C R™ ponthalmaz esetén a d;; = ||A; — Aj|?
tavolsagnégyzetek valédi értékét nem tudjuk meghatarozni, de a tavolsdgok viszonyat
igen, azaz megvannak az eszkozeink arra, hogy egy nagysdgrendi sorrendet hatarozzunk
meg a d;; szamok kozott:

(Példanak okéért vehet6 ezen szamok gyandnt a természetes szdmok nem csdkkend sorozata. )
Az igy szerkesztett szdmsorozat tekinthetd az RY Descartes koordinata rendszerrel folruhdzott
euklideszi tér egy pontja koordinatainak, ahol N = n(n — 1)/2. Osszuk ki a tér ko-
ordindtéit olyképpen, hogy a d;; pontnak (tavolsdgnak), azaz az (i, j) indexpdrnak az az
r-edik x, koordinata feleljen meg, ahanyadik helyen all a sorozatban.

A gyakorlatban, ahol a térképkészités feladata és sok mas vele rokonithato feladat
mertl fol, eljarast dolgoztak ki arra, hogy a tavolsagviszonyokat felhasznalva a valésagot
jol megkozelito térképet rajzoljanak. Ennek lényege a kovetkezo:

Legyen

M = {(;Ul,l’g, ...,;CN) € RV . 0<r <z <... < q:N}.

Az M halmaz kip (az un. pozitiv monoton kip) az RY térben és a fonti jeloléseket
felhasznalva

(dlg, ...,dij, ...,dkl) e M.

A d;; értékek folyamatos javitasdval, a nagysagrendi sorrend betartdsa mellett arra toreksziink,
hogy a D = (d;;) € EDM legyen. A kezdeti értékeknek megfelelé Dy matrixot tekinthetjiik
M elemének. Képezzik a

X, =V(Dy) = -VIDyV

matrixot. Ha X; € S, akkor Schoenberg tétele alapjan Dy € EDM, tehat a \/Eij
tavolsagokkal megszerkeszthetd az A As... A, “szimplex”. Ha nem, legyen

Yi=Fs, Xy

Az Y] az Xy matrixot az euklideszi metrika szerint legjobban megkozelité eleme az Sy
kupnak. Legyen tovabba

Dy = Pyps, VY4,
ahol V* a V 4ltaldnositott inverze. A D; olyan nem-negativ elemeket tartalmazé szim-
metrikus lyukas métrix, amelynek dj; elemeire dj, < ... <d}; < ... < dj.

Legyen
X2 - V(Dl)
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Ha X5 € S, , akkor D; megoldasa a feladatnak. Ha nem, legyen

Yo = Fs, Xo

Dy = Pyns, VYo,
X3 - V(D2)7
Ha X3 € S, , akkor D, megoldasa a feladatnak. Ha nem, legyen

Y3 = P, X,

D3 = Pyns, VY3,
X4 — V(Dg),

és igy tovabb.

A (Dy) sorozat konvergens és D* hatédrértéke teljesiti az ennek df; elemeire kirdtt
nagysagrendi foltételeket és a D* € EDM foltételt. Tehat a \/@ valodi tavolsagokkal
megszerkeszthetd a kivant “szimplex” (térkép).

Tehat a viszonylagos tavolsagokbdl kiindulé térképkészités feladata az M és az S,
kupra valo alternativ projekciok segitségével oldhato meg.

Ami meglep6: az S, kupra konnyt vetiteni: a vetiilet meghatarozasa a szimmetrikus
matrix sajatértékei meghatarozasara vezethetd vissza.

Viszont az M pozitiv monoton kipra valé minden vetités egy végtelen iterativ eljaras
eredménye (Neumann-Dykstra eljaras).

3. Hatékonysag-javitas

John Dattorro folismerte, hogy az M-re vald vetitésnek van egy hatékonyabb moddszere,
mert M izoton projekcios kiup. Ezzel a konvergencia két nagysagrenddel javithato.

M igen sajatos és egyszerl formaju izoton projekcios kup.

Kell létezzen eqyszeriibb eljards!

A statisztikaban az izoton regresszio feladata a

W=A{x=(21,....,2,) 111 <25 < ... < 2,}

u. n. monoton kiupra valo vetités révén oldhaté meg.

Létezik véges hatékony modszer pl. a PAV (Pool Adjacent Violators) médszere.

A médszer egy az egyben nem vihetd at M -re (ahol 0 < x;) de miutan projektaltunk
vele W-re az (esetleges) kezdeti negativ koordindtakat zérénak véve megkaphaté a vetiilet
M-re.

Sajnos ezzel a modszerrel nem érhetd el tovdbbi hatékonysag javulas.
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