1.1. Alapfeladatok

1.1.1. Megoldas. Eldszor meg kell dllapitsuk, hogy mit jelent az, hogy a legmagasab-
bra emeljik a zsindrt. Mivel a két végpont (A és B) régzitett és a zsinort kifeszitjik, a
harmadik pont mértani helye sikban eqy ellipszis és térben ennek az ellipszisnek az AB
koruli forgasabol adodo forgdsellipszoid. Mivel ez a test konvexr és szimmetrikus az AB
felezomerdlegesére, a zsinor legmagasabb pontjdt gy kapjuk, ha eqyenloszdri hdromszoget
alkotunk.

1.1. abra. A zsin6r és a szakasz
1. Megoldds. Szamoldst haszndlunk. Legyen x az alap hosszanak fele, vagyis a padlon

levo pontok tavolsaga 2x és h a magassag. Ekkor az eqyenlo oldalak hossza osszesen 2x+1,
vagyis egqy oldal hossza x + % Pitagorasz tételébol a magassdg:

1\? [ 1
- Z) 2o -
h \/(:E+2) T x+2

Vagyis ha x nd, h is néni fog.

1.2. abra. Szerkesztés



2. Megoldds. Szerkesztést haszndlunk. Az eqyenldszdri hdromszdg csiucsdt az AB felezo-
merolegesének és eqy kornek a metszéspontjaként szerkeszthetjik meg, ahol a kor sugara
eqyenld az oldalhosszal €s a kézéppontja az alap egyik végpontjaiban van. Ha O az alap
felezbpontja, akkor az igy szerkesztett kérok dthaladnak az O-tél 1/2m tdvolsdigra levd
ponton és az n novekedésével egyre nagyobbak lesznek, tehdt a magassag is novekszik.

1.1.2. Megoldas. A ldtotavolsig a személy ,fejétél” a kirre (amit a gombiink fémetszete
ad) huzott érintd d hosszdt értjik (a fejtél a kirig). Ezt jeloljik x,-nel. Tudjuk, hogy
az érintobe hiuzott sugdr merdleges az érintore. fgy létrejon eqy derékszogi hdromszog a
személy, a sugdr és az érintd kozott, aminek mindhdrom oldaldt ismerjik. A Pitagorasz-
tétel alapjdan:

1.3. dbra. Latotavolsag

(h+n)?=n*+ (v,)> & h* + 2hn +n* =n® + (2,)° & 2, = VA2 + 2hn

Tehat ha n novekszik, akkor a ldtotdavolsdg is novekszik.

1.1.1. Megjegyzés. Az 1.1.1 feladat esetén az inuicionk csalhat. Nagyon sokan gon-
doljdk azt (természetesen mieldt kiszamolndk), hogy az alap és a zsinor hossza nagyon
kicsi az alap hosszdhoz képest, ezért a magassdg nem novekedhet. A szimoldas megoldja a
problémdt, de nem vildagit ra arra, hogy hol hibdzik az intuicionk. A szerkesztéses maodszer
sokkal kozelebb dll az intuitiv gondolkoddshoz és matematikailag is helyes. Az 1.1.2 fela-
dat a szamolds (matematikai modell) szempontjibol ugyanazt a tulajdonsdgot haszndlja,
mint az 1.1.1 feladat, de ebben az esetben az intuitiv vdlasz dltaldban helyes. A kiuilonbség
lényegében abbol adodik, hogy az elsé esetben a viszonyitdsi alap a hosszabb oldal, mig a
masodik esetben a rovid oldal (amelynek a hossza dllandd). Ehhez hasonld feladatpdrok a
tanitdsi gyakorlatban hasznosak lehetnek a bizonyitdsi igény fejlesztésében.

1.1.3. Megoldas. Elkulonitink 13 korongot és felforditjuk oket. Konnyen beldthato, hogy
ebben az esetben valoban két olyan csoportot hozunk létre, melyek azonos szdmi piros
oldalavl felfele levé korongot tartalmaznak. Ha az elkilonités pillanatdban a csoportok

szerkezete:
I csoport: II csoport:

k db piros korong 13 — k db piros korong
13 — k db fekete korong 87 — (13 — k) db fekete korong
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Akkor a korongok megforgatdsa utan a csoportok szerkezete
I csoport: I csoport:
k db piros korong 13 — k db piros korong
13 — k db fekete korong k db fekete korong
Lathato, hogy a 13 korong elkiulonitése egyrészt magdval vonja a II csoport piros el-
emeinek szamat (= 13 — k), mdsrészt a felforditds kdvetkezményeként az I csoport piros
elemeinek végsd szamdat (= 13 — k).

1.1.4. Megoldas. FElsoként talan arra gondolunk, hogy ha folyton felezziik az érmecsopor-
tot, eqy 1do utan talalunk két azonos szamai, kulonbozo tomegi érmecsoportot. Viszont az a
kérdés, hogy legaldbb hany lépésre van sziikség. fgy talan jobb ha az érmecsoportok hdaromba
valo osztasdt vizsgdljuk, mert igy eqyszerre mindhdrom csoportrol kapunk informdciot:
azokrol is, amiket feltesziink a mérlegre és arrdl is, ami lent marad. Eqyértelmi, hogy
legaldabb eqy mérésre biztosan szikség van, kilonben nem tudjuk megoldani a feladatot. A
tovdbbiakban belatjuk, hogy eqy mérés elégséges.

Az elsd felosztdssal kapunk egy 666-0s és két 667-es csoportot és feltessziik az utobbi
kettot a mérleg két karjdra.

e ha a két 667-es csoport kilonbozd tomegi, akkor megtaldltuk a keresett csoportokat.

e ha azonos tomegiiek, akkor mindkettdben van k db az eqyik fajtabol és 667 — k db a
masik fajtabol.

A masodik esetben az eqyik 667-es csoportbdl dttesziink eqy tetszéleges érmét a 666-
osba. Tételezziik fel, hogy az igy létrejott 1ij, 667 érmét tartalmazo csoport azonos tomegi a
masik, megmaradt 667 érmét tartalmazo csoporttal. Jelolje k az dttett érmetipushoz tartozo
érmék szamdt az elsé mérésnél megmért csoportokban. fgy osszesen, a hdrom csoportban
k+k+ (k—1) dbilyen érménk lenne és ez ellentmondds, mert

1000 # 3k — 1.

Tehdt a két 667-es csoport nem azonos tomegid és igy beldttuk, hogy elegendd egyetlen
mérés, ami természetesen minimalis.

1.1.5. Megoldas. A vandor az igazmondok varosdba akar eljutni. Ha azt kérdezné, hogy
melyik az igazmondck varosa, akkor ezzel az eqy kérdéssel nem jutna kozelebb céljdhoz,
hiszen eqy igazmondo a jo utat, mig eqy lokotd a rossz utat mutatnd. Olyan kérdést kell
feltegyen, amelyikre mindkét vdros lakoja ugyanazt valaszolja. Ilyen kérdés példdul az,
hogy ,,Merre laksz?”. Erre egqy igazmondo megmutatja a helyes utat, ami az igazmondok
vdrosdba vezet; eqy lokotd szintén az igazmondok vdrosa fele vezetd tra fog mutatni, hiszen
o nem ott lakik.

Ha csak igennel vagy nemmel megudlaszolhato kérdést szabad feltenni, akkor azt
érdemes kérdezni, hogy ,Igaz-e, hogy a mdsik vdaros lakoi azt mondandk, hogy a bal oldali
ut vezet az B wvdrosba?” Ha erre a kérdésre a wvdlasz igen, akkor a bal oldali utat kell
vdlasztania ellenkezd esetben a jobb oldalit.



1.1.6. Megoldas. A determinanst ekvivalens dtalakitdsokkal eqyszeribb formdra hozzuk.

r 3 3 3 z+9 3 3 3 1 3 3 3
3 ¢z 3 3| z+9 z 3 3| 1 z 3 3|
33 2 3|0 ,403 4 3|=0=E+t9 5  5|=0=
3 3 3 =z r+9 3 3 =« 1 3 3 =z
b ats 0 0 =3 0 0
— (z+9) =0<=(x+9)|0 2—3 0 |=0<
0 0 a-3 0 00 43
0 0 0O zz-3

= (r+9)(r—-30°=0

Tehdt az egyenlet megolddsai: x1 = —9 és vy = 3. Arra kell figyelni, hogy a feladat
az eqyenlet megolddsainak a szorzatdt kéri, ami nem ugyanaz mint a polinom gyokeinek a
szorzata. Az egyenlet megolddsainak a szorzata —27, mig a polinom gyokeinek a szorzata
—9.27 = —-243.

1.1.7. Megoldas. A feladat megolddsa sordan nem haszndljuk ki, hogy folytonosan de-
rivdlhato fugguényrol van szo, elég szamunkra a folytonossag. Tekintjik a

b—a

n

Qn:

Z f(&)g(&),

osszeget ami pontosan eqy a h = f - g fuggvényhez rendelt Riemann 6sszeq. Ahhoz, hogy
az S, hatdrérték is ugyanahoz a szamhoz (integrdlhoz) tartson, elég lenne beldtnunk, hogy
Ve > 0 esetén létezik, n(e) kiiszébszdm, dgy , hogy

|Qn — Sul <¢ (1.1)

b—a

n

Qu =5l = |7 3 F(@)0(6) — 9(€)| < 0 S S o(E) — o)l (12

Mivel g folytonos az [a, b] zart intervallumon ezért eqyenletesen folytonos, tehdt tetszéleges
g1 > 0 esetén létezik §(e1) > 0 dgy, hogy

|9(u) = g(v)] < €1, ha |u—v] < d(e).

Igy ha a felosztds normdja kisebb mint 8(¢1), ahol &1 = ( akkor az (1.2) egyen-

b—a) i’lax [fl?
[6tlenségbdl kovetkezik az (1.1).

1.1.2. Megjegyzés. Ha g folytonosan derivdlhatd, akkor a |g(&) — g(&)))|-re adhatunk
becslést a Lagrange tétel segitségével is.
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1.1.8. Megoldas. A négyzetqyok létezésébdl az x > —m feltétel és a gyok pozitivitasabol
azm > x eqyenliotlenség adodik, tehdt csak m > 0 esetén lehet megolddsa az adott eqyenlet-
nek. Ebben az esetben \/x + m = m—zx, tehdt x+m = m?—2ma+x%. Ennek az eqyenletnek

a diszkrimindansa A = 8m +1 >0, ha m > 0 és igy a gyokok x12 = m + % +4/2m+ i.

Dexy =m+ % +4/2m + i > m, tehdt csak a —m < xo < m feltételeket kell megvizsgdlni.
Négyzetre emeléssel beldthato, hogy az xo mindig megoldds, tehdt m < 0 esetén nincs
megoldads és m > 0 esetén az egyetlen megoldds xo = m + % —4/2m + i.

1.1.9. Megoldas. A megadott egyenletekbdl kifejezzik a c-t illetve a |c|-t, tehdt

c=19—|a+ b
lc| =97 — ab.

Tehat 97 — ab = £(19 — |a + b|) és igy a kovetkezd egyenletekhez jutunk:

—_

b—1

o (a— =79, ahola+b >0 és 97 > ab;

@
—

79, ahol a4+ b <0 és 97 > ab;

@
—

117, ahol a+b > 0 és 97 > ab;

e (a—1)(b—-1

(
(a—=1)(b—1)
(a+1)(b+1)
(a+1)(b+1)
(a—1)(b—1) = 117, ahol a+b < 0 és 97 > ab.

Az elsé két egyenlet megolddsai nem teljesitik a feltételeket mig az utolso két egyenletbdl
a kovetkezo megoldasok adodnak:

M = {(0,116,—97), (0, =116, —97), (2,38, —21), (=2, —38, —21), (8,12, —1), (=8, =12, —1)}.

1.1.3. Megjegyzés. Ha azs = a+b ésp = ab szamokat fejezziik ki, a Viéte o0sszegfiiggések
alapjin a és b a
(19 —c)t+97—|c| =0

eqyenlet egész qyokei, tehdt a ¢ —34c — 27 =u?, ¢ > 0 ésac® —42c — 27 = u?, ¢ <0
egyenletek megolddsait kell meghatdrozni. Teljes negyzetek kialakitdsdval az (¢c—17—u)(c—
17,) = 316, ¢ > 0 illetve a (¢ — 21 — u)(c — 21 + u) = 468 egyenletekhez jutunk.

1.1.10. Megoldas. Jeloljiik R-rel az alaphatszog oldaldnak hosszat. Az oldallapokon meg-
jelend trapézok alapjainak hosszat jeloljik h-val illetve H-val valamint m-mel a V' csics
tdvolsagdt az alap sikjdtol. Ahhoz, hogy a ,teté” kongruens rombuszokbal dlljon teljesilnie
kell azm = 2H — h feltételnek. Ez azt jelenti, hogy a méhsejt térfogata megegyezik annak a
H magassagi hasabnak a térfogatdval, amelynek az alapja ugyanaz, mint a méhsejtnek. fgy
V= %H. Az alap teriilete A, = 3’"22*/§, az oldallapok teriilete Ay = 6#1‘2 =3(h+H)R
és a tetd felszine A, = 3YEMY (lisd az 1.4 dbrdt). Mdsrészt 1> = R® + (H — h)?,
MN = RV3 és VK = /412 — MN? = \/R2 + 4(H — h)?, tehdt a teljes felszin

3R%3  3RV3
2[+ 2\[\/

A=3(h+H)R+

R? + 4(H — h)2.



Ha azt szeretnénk, hogy adott térfogatra minimadlis felszine legyen a méhsejtnek, akkor az

F(h,H,R)=3(h+ H)R + VR?+4(H — h)?

3R%V3 3RV3
5 T3

fuggvény minimumdt kell meghatdroznunk a

3R2\/3
2

H=YV,

feltétel mellett. A Lagrange-multiplikdtorok maodszerét haszndlva az

%4 M
________________ [
N l K
gl "
m
h
0]

1.4. abra. A méhsejt alakja

2 2
L(h, H, R,\) = 3(h + H)R + 2 V3 + ?’R;g\/}z2 FA(H —h)2 + A <3R Vg VO>

2 2

ligguény szélsGértékeit keressiik. A 2% = 0 egyenletbdl kovetkezik, hogy
oh

VK = /R?>+4(H — h)? = 2v/3(H — h)

€s gy a g—é = 0 egyenletbdl

4
A= ———.
RV3
A % = 0 egyenletbdl az 1.3 és az 1.4 alapjan kovetkezik, hogy
R2
2h = RV3+ ——.
V3t TR

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Az kapott egyenldségek és a %H = Vy feltétel alapjin a kovetkezd egyenloségekhez
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Jutunk:
2 >
h— ﬁ: V2
5
H = f‘g Vip
3v2
= V2
R
VK = ?R

R=¢ Vo
VsvB(V2+VE)

Ezek alapjan a rombuszok ¢ tompaszogére cos ¢ = —% és az dsszes (derékszogtdl kiilonbézd)
lapszog mértéke 120°. A kapott ardnyok és szogek megfelelnek a valosdgban létezé méhsejt
méreteinek.

1.2. Versenyfeladatok

1.2.1. Megoldas. Elébb igazoljuk, hogy a C, pontoknak az AB-tél valo tdvolsdga tart
0-hoz. Ehhez tekintsik az ABC,_1 hdromszioget (ldsd a 2.1 dbrdt). Legyen M a C,,_1C,,

G

Pn—l PN M B

2.1. abra.

szogfelezd metszéspontja az AB-vel és leqyenek C, P, és C,_1P,_1 merdlegesek az AB-re,
ugy, hogy Pn1, P, € AB.
Mivel C, P, || Cy,—1 P,y ezért igaz, hogy

Mcn—l - Pn—lcn—l B rn—l’
ahol r,-el jeloltik a C,, tavolsdigat az AB-tél.

Veguyiik észre, hogy AC,, szogfelezdje a C’:JB szognek, mivel C,, az ABC,,_1 hdromszégbe
irt kor kézéppontja, tehdt alkalmazva a szégfelezd tételt, kapjuk, hogy

AM__ MG, _  AM L6)
ACn—l B CnCn—l AM + ACn—l B T'n—1 '




kapjuk, hogy

Muivel MC,,_ szogfelezoje az ABC,,_1 haromszognek, ezért alkalmazva a szégefelezo tételt,
AM  AC, N AM AC, 4
MB — BC,_,

B N AM AB
AB BC,_,+ AC,_, =~ AC,., BC,,+ AC,_;
AM

=
B AB
AM + AC,_, AB+ BC,_, + AC,_,
Innen az (1) alpjdn felirhatd, hogy

Tn AB
T'n—1 N AB + BCn—l + ACn—l ’
A hdromszog egyenldtlenség alapjdn felirhato, hogy

AB < BC,_1 + AC,,_1 = 2AB < AB+ BC,_1 + AC,_1 =
Ami alapjan teljestil, hogy

T

AB 1
A _ -
ABrBo, T AC1 <

2
vagyis v, < %rn_l, amibol kovetkezik, hogy r, — 0.
Mdsrészt mivel AC,_, szigfelezdje a Cr_oAB szignek, ¥n € N (ldsd a 2.2 dbrdt),
ezért felirhato, hogy C’:JB =

Tn—1

1
27

Cn_2AB

~

,VnENim:;n,VnEN.

Gia

Hasonloan 673\14 = ——,Vn € N. Most alkalmazva a szinusztételt az ABC), hdromszogben,

kapjuk, hogy

AC, sinZ
BC,  sin ;}1
Ezek alapjdn felirhato, hogy
AC sin(2) sin(2) 4
lim " = lim 22 — lim 2 2"
. (B
SIN( 55
mivel lim ;2 )

B_
o sin(4) A
P

o

= |

Y
szakaszon van, melyet % ardnyban oszt.

= 1. Tehdat a (Cp)n>0 sorozat konvergens és Co, hatdrértéke az (AB)
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1.2.2. Megoldas. Mivel nx — 1 < [nz] < nx irhatjuk, hogy

I [nx]_l, [nz] ny x _w

n—o0 [ny] e nr [ny] Yy B y'

A feltételek alapjin az x, = % sorozat egész tagokbol dll és konvergens. Ez csak akkor

lehetséges, ha a hatdrérték is egész szam és a sorozat eqy id6 utan dllando. fgy % €geész

szdm és létezik no, k € Z tigy, hogy 8 = 2 =k £ 1, ha n > ng. Ebbél kivetkezik, hogy

[
[nky] = klny], Yn > ng. Feltételezhetjiik, hogy k > 0. Igy [ny] < ny < [ny] + +, Vn > ng
vagyis ny tortrésze kisebb, mint %, Vn > ng. Ez csak akkor lehetséges, ha y egész szam.

1.2.3. Megoldas. Jelolje x1, xo €s x3 az egqyenletek egész gqyokét. fgy az

ar? +br; +c=0
a+bxd+ cry =0
ars +b+cxi =0

egyenletrendszerhez jutunk, az a,b €s ¢ ismeretlenekre nézve. Mivel ennek a rendszernek
létezik nemtrivialis megoldasa, a rendszer mdtrizanak determindansa 0, tehadt
232575 + 117973 + 1 = 23wy + 2373 + 2377

Az egyenlet alapjan mindhdrom gydok nem lehet negativ. fgy ha az xq, xo €s x3 kozul eqyik
sem l-es, akkor mivel 0 eqyikiik sem lehet, a pozitivak mindegyike legalabb 2. Ebben az
esetben viszont

riwyrs > daiTs,

rivivi > dasxs,

riviv: > daix,

tehat
2 2 9

3
riwir; + viwars + 1> 15102y > 23wy + 1513 + 1311,
Mivel ez lehetetlen, x1, xo €s x3 kozil legalabb az eqyik 1-es. Ez viszont azt jelenti, hogy
a+b+c=0, vagyis az 1 kozos gyoke mindhdrom egyenletnek.

1.2.4. Megoldas. A hdromszog alaku tartomdnyokat aszerint csoportositjuk, hogy hany
olyan csiucsa van, amely az eredeti sokszognek is csucsa. fgyj € {0,1,2,3} esetén jelolje
S; azoknak a hdromszog alaki tartomdnyokanak a szamdt, amelyeknek a csiucsar kozt
az eredeti soksz0g csicsai kézil pontosan j darab csics van. Vildgos, hogy S3 = C2 és
So = CS (ldsd az 1.2.4 dbrdt). Ha egqy hdromszig alaki tartomdnynak az eredeti sokszig
csucsai kozt két csucsa van, akkor a tartomanyt korbehatdrolo dtlok tovabbi két csucspontot
hatdroznak meg és a négy csicshoz ésszesen 4 hdromszog tartozik, tehdt Sy = 4C% (ldsd
az 1.2.4 dbrdat). Ha egy hdaromszdég alaki tartomdnynak az eredeti sokszdg csiucsai kizt
pontosan eqy csucsa van, akkor a tartomanyt korbehatdrolo datlok tovabbi négy csicspontot
hataroznak meg az eredeti sokszogben és az ot csucshoz osszesen b hdromszog tartozik,
tehdt Sy = 5C° (ldsd az 1.2.4 dbrdt). Igy a keresett tartomdnyok szdma

C8 4+ 4C3 +5C) + C8.

1.2.5. Megoldas. A bizonyitas megtaldlhato az Andrds Szildrd: Dinamikus rendszerek,
Editura Didactica si Pedagogica, 2008 konyv 121. oldaldn (és a 122. oldal 3. feladatdban).
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2.3. dbra.

> W

2.4. 4bra.

TN

2.5. 4bra.




