Dezvoltare de algoritmi corecti din specificatii

Elemente de teorie

* Notatie: prin [c1, c2] este notata o propozitiec Pseudocod nestandard in care executia porneste
dintr-o stare in care preconditia ¢1 este adevarat si se termina intr-o stare in care postconditia ¢2
este adevarata

* Daca n este un predicat, atunci prin n[x|e] se noteaza rezultatul substituirii in predicatul n| a
variabilelor x cu expresiile e

* Daca variabila v apare si in preconditia si in postconditia unei parti de algoritm, in postconditie
ea este notata prin v' pentru a sublinia ca are alta valoare dupa executia acestei parti de algoritm
* Reguli de rafinare

R1:regula atribuirii:
[cl,c2] poate firafinat prin
Ve—exp
daca c2 devine adevarata dupa atribuirea v<—exp, sau formal
cl — c2(v|exp)
(‘ase citi “c1 implicd c2 devine adevarata dupa substituirea lui v prin exp”)

R2: regula compunerii secventiale: [cl, c2] este rafinat la
[c1, mijloc]
[mijloc, c2]  pentru orice conditie mijloc
R3: regula alternantei (DACA)
Fie ¢ o conditie (expresie booleana) si b negatia sa. Atunci
[cl,c2] poate firafinat la
DACA ¢
atunci [c A cl, c2]
altfel [qcAcl, c2]
SFDACA
R4: regula iteratiei:  [cl, cl si c] este rafinat la
cattimp ¢ executa
[c] si ¢, cl sicond.de terminare]
sfcat
{aici 4 c este adevarat }
c este o conditie (expresie booleana)

Exemplu 1
Inserare

Fie A = (a, ay,...,a,) un vector cu n componente ordonate nedescrescator si fie x o valoare
arbitrard. Inserati in vectorul A pe o pozitie potrivitd pe x astfel ca A sd ramana ordonat si sa contina
0 noud componentd egala cu x.

Fie ORD urmatorul predicat:

ORD(n,A) = ( Vi): I<1,j<n, 1) = a<a))
care este adevarat cand componentele vectorului A sunt ordonate nedescrescator.



¢::= ORD(n,A) A (n natural)
vy :=ORD(n+1,A) si (A contine componentele initiale plus o componenta egala cu x)

Prin

Ay (9, v]

notam un algoritm abstract care cere inserarea lui x in vectorul ordonat A cu pastrarea ordinei.

Deoarece sunt 2 posibilitati, (x<a, s1 n0) sau ( x>a, sau (n=0) )avem

Ar: Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a,sin#0
atunci [@ A (x<a,) A n20, v |
altfel [ A ((x>a,)v(n=0)), v |
sfdaca
st-Insert

A doua propozitie nestandard se rafineaza printr-o atribuire

Az Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a, si n#0
atunci [ A (x<a,) A 120, v |
altfel (n,an) < (n+1,x)
sfdaca
st-Insert

Sa notam prin n urmatorul predicat
ORD(n,A) A [ (x<a1) A (p=1) V (ap.1=x<a,) A (1<p=<n)]
Care este o postconditie pentru o problema de cautare si sa folosim regula secventei. Ajungem la:

As: Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a, si n#0
atunci [@ A (x<a,) A n#0, 1]

M,wv]
altfel (n,an) < (n+1,x)
sfdaca
sf-Insert

Vom satisface postconditia ) in urma apelului subalgoritmului de cautare, astfel ca ajungem
la:



As: Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a, si n#0
atunci Cheama SEARCH(x,n,A,p)

M, wv]
altfel (n,an) < (n+1,x)
sfdaca
sf-Insert

In urma cdutdrii stim cd x se afld intre a, $i a, astfel cd x trebuie inserat pe pozitia p, deci
' «<— a;, pentru =n,n-1,...,p
iar a)p — X
n'«n+1

Realizam aceasta prin atribuirile

1<—n;

Cattimp >p executa
Aj+1<—3q;
1«—i-1

sfcat

astfel ca ajungem la versiunea finala:

As: Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a, si n#0
atunci Cheama SEARCH(x,n,A,p)
<n
Cattimp i>p executa {iscade}
Aj+1<3q;
1«—i-1
sfcat
a,—X
n<n+1
altfel (n,an) < (nt1,x)
sfdaca
sf-Insert

Mai putem rafina acest algoritm observand ca atribuirea n—n+1 apare pe ambele ramuri ale
propozitiei DACA, astfel ca o putem scrie o singura data dupa aceasta propozitie. Obtinem



As: Subalgoritmul Insert(n,A,x) este:
Daca x<a, si n#0
atunci Cheama SEARCH(x,n,A,p)
I<n
Cattimp i>p executa
Aj+1<3q;
1«—i-1
sfcat
a,—X
altfel ap«<x
sfdaca
Fie nen+1
sf-Insert

Exemplu 2
Sortare prin Inserare

Fie A = (a;, a,...,ay) un vector cu n componente intregi . Se cere sa ordonam crescator
componentele vectorului A, deci sa scriem un algoritm pentru urmatoarea specificatie:

¢::=n>2, A are elemente numere intregi
y == ORD(n,A) si A are aceleasi elemente ca la inceput

deci
Ao | [, v]
Folosind regula secventei si observand ca
ORD(k,A) A (k=n) = v
obtinem
A;: | Subalgoritmul InsertSort(n,A) este:
[¢, ORD(k,A)]
[ORD(k,A), ORD(k, A) si (n=k)]
st-InsertSort

Prima propozitie nestandard se rafineaza la atribuirea k<1, astfel ca obtinem

Ay | Subalgoritmul InsertSort(n,A) este:
Fie k1
[ORD(k,A), ORD(k, A) si (n=k)]
st-InsertSort

Propozitia nestandard ramasa se rafineaza cu regula iteratiei si obfinem:



As: | Subalgoritmul InsertSort(n,A) este:
Fie k1
Cattimp k<n executa
[ORD(k,A) si k<n, ORD(k,A) si 0]
sfcat
st-InsertSort

Pentru a asigura terminarea ciclului conditia 0 k trebuie sa creasca. O prima posibilitate ar fi ke—k+1.
Pentru a mentine predicatul n(k)::=ORD(k,A) invariant trebuie ca prin inlocuirea lui k cu k+1
predicatul n(k|k+1) sa fie adevarat. Ajungem la versiunea

Ay4: | Subalgoritmul InsertSort(n,A) este:
Fie k1
Cattimp k<n executa
[k<n si n(k), n(klk+1)]
sfcat
st-InsertSort

Sa observam ca propozitia nestandard
[ (k<n) A ORD(k,A), ORD(k+1,A)]
correspunde urmatoarei probleme, care pentru noi devine o subproblema:
Daca ORD(k,A) (deci primele k elemente ale vectorului A sunt ordonate) atunci faceti ca
primele k+1 elemente sfie ordonate. Aceasta se poate face prin apelul unui subalgoritm de inserare a
componentei ay; astfel ca dupa inserare sa fie adevata postcondifia ORD(k+1,A).

Ay4: | Subalgoritmul InsertSort(n,A) este:
Fie k1
Cattimp k<n executa {n-k scade}
Cheama INSERT(k,A, ay)
sfcat
st-InsertSort

Exemplu 3
Impartirea intreaga prin scideri repetate

Specificare
P: (x20) A (y>0)
Vs (x=q*ytr) A (0<r<y)

Ag: | Subalgoritmul CATREST(x,y,q.r) este:

[, V]
st=CATREST

Sa consideram urmatorul predicat
n:  (x=q*y+1) A (0<r)



s sa folosim regula secventei R1:

A1t | Subalgoritmul CATREST(X,y,q.r) este:

[P, 1]

M, v ]
sECATREST

Intrucat m devine adevarat prin atribuirea (q,r):= (0,x), iar (r<y ) A n implica y, avem:

Az: | Subalgoritmul CATREST(x,y,q.r) este:
Fie (q,r)<—(0,x)

[N, M sir<y]
sECATREST

Observam cd m este predicat invariant si putem folosi regula iteratiei, pentru a ajunge la

Azt | Subalgoritmul CATREST(X,y,q.r) este:
Fie (q,r) « (0,x)
Cattimp r>y executa
[r>y sim, n st scade]
sfcat
st-=CATREST

Observam ca terminarea executiei ciclului se obtine dacd r scade, ceea ce se poate obtine prin
atribuirea r<—r-y intrucat r>y. Pentru ca invariantul 1 sd rdmana adevarat va trebui sa schimbam si
pe q. Intrucat

qQ*ytr=(qtD)*y + (r-y)
o solutie posibila este atribuirea (q,r) < (q+1, r-y), astfel ca ajungem la versiunea finala:

Az: | Subalgoritmul CATREST(x,y,q.r) este:
Fie (q,r) « (0,x)
Cattimp r>y executa {r scade}
(qar) — (q+19r'Y)
sfcat
sz=CATREST

Exemplu 4
Cel mai mare divizor comun

In cele ce urmeaza vom nota prin cmmdc(m,n) cel mai mare divizor comun al numerelor m

sin.
Specificarea problemei:
@:x>0,y>0
vy d=cmmdc(x,y)

Ay

Subalgoritmul CMMDC(x,y,d) este:

(o, V]
s.CMMDC



Predicatul

N::= cmmdc(d,s)=cmmdc(x,y)
poate deveni adevarat pentru (d,s)=(X,y), st daca d=s atunci | implica y. Ca urmare, o versiune
corecta a algoritmului este:

A
Subalgoritmul CMMDC(x,y,d) este:
[, ]
[N A (d=9)]
st-=CMMDC
Ay

Subalgoritmul CMMDC(x,y,d) este:
{® e adevarat}
Fie (d,s) < (x,y) {n devine adevarat}
Cattimp d+#s executd
(@Pastreaza 1 adevarat si asigura terminarea
sfcat
{Aici d=s, ca urmare 1 implica v}
{y}
s-=CMMDC

Pentru d#s avem d>s sau d<s. Ca urmare, din matematica stim ca pentru d>s avem
cmmdc(d,s)=cmmdc(d-s,s)
ca urmare atribuirea d «—d-s pastreaza m invariant. Ca urmare, o varianta corecta (finala) a
algoritmului este:

As

Subalgoritmul CMMDC(x,y,d) este:
{® e adevarat}
Fie (d,s) < (x,y) {n devine adevarat}
Cattimp d#s executd  {s+d scade}
Daca d>s
atunci de—d-s {Pastreaza | adevarat}
altfel s«—s-d  {Pastreaza n adevarat}
sfdaca
{d+s descreste, si acest lucru asigura terminarea}
sfcat
{Aici d=s, ca urmare 1 implica v}
{y}
s-=CMMDC

Exemplu 5
Rédacina patrata intreaga.

Se cere sa se determine partea intreagd din radical din 7.



Daca notam prin r aceasta valoare, trebuie s avem
r <radical dinn <r+1
deci predicatul de iesire este
r <n<(r+1)’

Specificarea:
@: n>1
4 r <n<(r+1)’
Ay
Subalgoritmul RADICALINT(n,r) este:
[0, v]
s-RADICALINT

Pentru a-1 gasi pe r il vom initializa cu o anumita valoare ceruta de contextul programului si vom
modifica aceasti valoare pana cand ea va satisface predicatul de iesire. Intrucat in forma in care se afla
nu putem ghici valoarea care satisface acest predicat, vom introduce o noua variabild care sa ne ajute
la determinarea unui predicat invariant si in final a valorii dorite pentru r. Mai exact, predicatul de

iesire va fi adevarat daca
(F<=n<q’) A(q=r+l)

Predicatul de mai sus nu poate fi satisfacut direct intrucat e imposibil sd “ghicim” valori
pentru g si  care sa satisfacd ambii termeni ai conjunctiel. E mult mai usor sa satisfacem doar prima

paranteza, motiv pentru care predicatul
n = <n<q) A (@r+l)
ne sugereaza un invariant pentru programul dorit.

A

Subalgoritmul RADICALINT(n,r) este:

(¢, M]
[n.n A (g=rtD)]

{v}
sERADICALINT

Observam ca 1 devine True pentru =0 si g=n+1, deci obfinem urmatoarea varianta:

As

Subalgoritmul RADICALINT(n,r) este:

{p=..}
Fie (q,r) «— (n+1,0)
Cattimp g>r+1 executd

(@Pastreaza 1 adev si asigura terminarea micsorand diferenta g-r

sfcat
{Aici g=r+1, ca urmare 1 implica y}

{v}
sERADICALINT



Propozitia nestandard din ciclu cere ca invariantul 1 sd rdménd invariant, iar conditia de
terminare fiind g=r+1 sugereaza functia de terminare t=g-r, care in final g-r trebuie sa devina 1.

Intrucat valoarea p=(q+r)/2 satisface inegalitatea r<p<q, diferenta g-r se Injumatdteste daca
schimbam intervalul [r,q] cu unul din subintervalele [r,p], respectiv [p,q], ceea ce ar asigura
terminarea.

Pentru a pastra 1 invariant avem nevoie sa stim daca (p°<n) sau (p>>n). Daca (p’<n) atunci
atribuirea r < p pastreaza n invariant. Daca (p*>n) atunci atribuirea q < p pastreaza 1| invariant. Ca
urmare algoritmul este:

As
Subalgoritmul RADICALINT(n,r) este:
{®=..}
Fie (q,r) « (n+1,0)
Cattimp g>r+1 executd {q-r scade}
Fie p— (qtr)/2
Daci p’<n atunci rp
altfel q<p
sfdacd {m ramane adev si g-r descreste}
sfcat
{Aici g=r+1, ca urmare 1 implica y}
{v}
s-RADICALINT
Exemplu 6
Ridicarea la putere prin inmultiri repetate (rapide)
Calculati z=x" prin inmultiri repetate.
Specificare:
AO: @: (x>0)A(y20)
y: z=%X
Observam ca predicatul
n:= (z¥u'=x") A (v>0)

implica y daca v=0. Folosindu-I ca predicat de mijloc (invariant), putem aplica regula compunerii
secventiale si obtinem versiunea:

Al: [P, n]
M. v]

Deoarece n e adevarat daca (z,u,v) = (1,x,y) prima linie trebuie inlocuita cu o atribuire multipla. Ca
urmare, urmatoarea versiune corecta a algoritmului, definit sub forma unui subalgoritm, este:

A2: Subalgoritmul Putere(x,y,z) este:
{A: @ is true}
(z,u,v) < (1,x,y)

M, v]
sf-Putere

In propozitia nestandard [, y ] predicatul n este un invariant, a.i. este rafinat la o structura




iterativa Cattimp:

A3: Subalgoritmul Putere(x,y,z) este:
{A: @ is true}
Zuy) — (1xy)
Cattimp v£0 executd {B: m is true}
(@Pastreaza 1 invariant si asigurd terminarea ciclului
sfcatimp
{C: vy is true}
st-Putere

Pentru a asigura iesirea din ciclu, adica v sa devina 0, v trebuie sa descreasca. Cel mai simplu

v-1

mod de a asifura acest lucru este prin atribuirea v«—v-1. Deoarece z*u' = z * u*u
atribuirea (z,v)«—(z*u,v-1) pastreaza ) invariant. Obtinem urmatorea versiune corecta:

A4: Subalgoritmul Putere(x,y,z) este:
{A: @ e adevarata}
Zuy) — (1xy)
Cattimp v£0 executd {B: n e adevarat}
(z,v) < (z*u,v-1)
sfcatimp
{C: vy e adevarat}
st-Putere

Urmatoarea posibilitate de a descreste v ar fi, daca v este par, atribuirea v«—v div 2. Deoarece
D . [ . . .
z*u'= z* (u*u)" e nevoie de atribuirea (u,v) < (u*u,v/2) pentru a pastra 1 invariant, in acest caz.
Ca urmare, obtinem a doua varianta:

Subalgoritmul Putere2(x,y,z) este:
{A: @ e adevarat}
Zuy) — (1xy)
Cattimp v£0 executd
Cattimp v 1s even executa {v scade}
(u,v) « (u*u,v/2) {n s true}
sfcat {Aici v e impar si il putem descreste cu 1}

(z,v) « (z*u,v-1) {n e adevarat}
sfcatimp
{C: vy e adevarat}
st-Putere2
Exemplu 7

Inmultire prin adunéri repetate

Specificare:
¢: (x20) A (y20)
v z=x%y



Subalgoritmul Produs(x,y,z) este:

[0, v]
st-Produs

Intrucat postconditia w nu poate fi satisfacutd direct printr-o atribuire vom introduce
urmatorul predicat:
n:= (ztu*v= x*y) A (v>0)
Acest predicat devine adevarat prin atribuirea
(0,v,2) < (xy,0)
iar
n A (v=0) -y
ceea ce ne sugereaza urmatoarea versiune de subalgoritm:

A

Subalgoritmul Produs(x,y,z) este:
[¢,n]
[nn A (v=0)]
{w}

sf-Produs

Folosind regula iteratiei, obtinem

As

Subalgoritmul Produs(x,y,z) este:
(z,u,v) < (0,x,y) {n e adevarat}
Cattimp v=0 executa
(@Pastreaza z+u*v = x*y invariant adevarat si micsoreaza pe v
sfcat {aici v=0 sin e adevarat, deci y va fi adevarat}

{w}
sf-Produs

Exista doud posibilitati de a-1 micsora pe v. Prima, cu valoarea 1 prin atribuirea v:=v-1. In
acest caz, pentru a-1 parstra pe n adevarat este necesara si atribuirea z:=z+u deoarece
zHu*v=z+u+u*(v-1)
A doua se poate aplica numai pentru v par cand v poate fi impartit cu 2. Cum
zHu*v =z + (u*2)* v/2
rezultd ca n ramane adevarat la atribuirea (u,v):=(u+u, v/2). Ajungem la varianta finala

As

Subalgoritmul Produs(x,y,z) este:
(z,u,v) < (0,x,y) {n e adevarat}
Cattimp v>0 executa  {v scade}
Cattimp v e par executa
(u,v) « (utu,v div 2)
sfcat { z+tu*v = x*y e invariant}




{aici v e impar}
(ZaV) ~ ( Z+u: V'l)
sfcat {aici v=0 sin e adevarat, deci y va fi adevarat}

{w}
st-Produs

Exemplu 8
Cautarea pozitiei de inserare a unui element x intr-un sir A ordonat crescator.

¢::= ORD(n,A) A n>1
v = [(x<a) A (p=1)] v [(ap15x<ap) A (1<p<n)] V[(x>a,) A (p=n+1)]



