UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Proba scrisa a examenului de licenta, 1 iulie 2019
Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

. 1 2
Fie A = (1 3) € M>(R).

1. Sa se arate ca functia f : Ma(R) — M2(R), f(X) = AX — X A este R-liniara i sd se determine matricea
[f]e.e, unde e este baza canonica a R-spatiului M3(R).

2. Sa se arate ca multimea V = {X = (i ?Z) € M>(R) | AX = XA} este subspatiu al lui M>(R) si sa se
determine o baza a lui V.

3. S4 se determine dimensiunea imaginii Im(f) a functiei f, precum gi o baza lui Im(f).
SUBIECTUL II. Analiza matematica

9 .. . af +a¥ +...+a®
1. S& se calculeze limita lim — 2 T n
n—00 nlta

,unde @ € R si (an)n>1 este un sir cu termeni pozitivi,
a
pentru care lim — =1 € (0, +00).
n—oo M

1
2. Calculati: / (Jz + 2°°1%) e da.

-1
SUBIECTUL III. Geometrie

1. In planul euclidian raportat la reperul ortonormat xOy se dau dreptele:

di : dx—y—-T7=0
dy @ z4+3y—31=0
ds : x4+5y—7=0.

Fie {A} = d1 mdg, {B} = dg mdg §1 {C} = d3 Odl.

a) Determinati coordonatele punctelor A, B si C.
b) Determinati ecuatiile perpendicularelor din A pe dreapta ds si din C pe dreapta ds.
¢) Determinati coordonatele ortocentrului triunghiului ABC.

d) Calculati aria triunghiului ABC.
2. Se dau dreptele AB, unde A(—1,0,1) si B(—2,1,0), respectiv

d- r+y+z—1 = 0
) 20 —y—5z = 0

Sa se calculeze distanta dintre cele doua drepte.

Nota.

e Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
e Nota lucrarii este media aritmetica a notelor de la cele trei subiecte.

e Nota miniméa ce asigura promovarea este 5,00.

e Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebra

OfICIU (1p)
1. Avem f(aX +0Y) = A(aX +bY) — (aX +bY)A = a(AX — XA)+b(AY —YA) =af(X)+bf(Y)
pentru orice a,b € R g1 X,V € Ma(R) oottt e e (0,5p)
Fie e = (E11, E12, E91, Fa2) baza canonica a lui Ms(R), unde Fy; = (é 8>7 Ei, = (8 é),
0 0\ . 0 0
Egl = (1 0) Sl E22 = (0 1> ................................................................ (0751))
0 -2 1 -2 2 0 0 2
Avem f(E11> = (1 0 ), f(Elg) = (O 1), f<E21) = (2 2), f(EQQ) = <1 0) .......... (1p)
0 1 2 0
. -2 —2 0 2
Rezultd c& [fle,e = 10 2 al (1p)
0 -1 -2 0
2. Observiam c8 V = Ker(f), deci V este subspatitl .........c.ooiiiiiiiiii i, (0,5p)

(Altfel, se verifica direct ca 03 € M3(R) si aX 4+ bY € V pentru orice a,b € Rsi X, Y € V;
intr-adevar, avem A0z = 024 = 02; A(aX +b0Y) = aAX + DAY =aXA+ DY A= (aX +bY)A)

NEENY 3 —(TrE VA E ) G xa= (TTY 2T
FleX—(z t),calculandAX—(_x+32 —y—|—3t> §1XA—<Z_t 95+ 3¢

sau folosind matricea [f]e e, obtinem sistemul omogen

y+2z =0
[fleelzy 21" =[0000]", care devine {z+y—t =0;

Rangul matricei sistemului este rang[f]... = 2 si putem alege necunoscutele secundare z = «, t = 5 € R.
Obtinem solutia sistemului: (z,y, 2,t) = 2a+ 8, —2a, o, 8) = «(2,-2,1,0) + 5(1,0,0,1),

unde «, f € R sunt parametri independenti ......... ..o (1p)
Rezulta ca dim V' = 2 gi matricele By = (? _02> si By = <(1) (1)> formeaza o baza a lui V' ...... (0,5p)
3. Stim ca dimKer(f) + dimIm(f) = dim M3(R) =4, deci dimIm(f) =2 ........... ..., (1p)

Matricele E;;, ¢,7 = 1,2, de mai sus formeaza baza canonicd a lui M>(R),

deci matricele f(E;;), i,j = 1,2, formeaza o familie de generatori ai lui Im(f) ...................... (1p)
Deoarece coloanele 1 si 2 ale lui [f]e, = 2 sunt liniar independente, rezulta ca matricele f(E11)

si f(E12) calculate la 1) formeaza o bazd a lui Ma(R) ... (1p)

(Sunt posibile si alte alegeri a doud coloane liniar independente.)



SUBIECTUL II. Analiza matematica

1. Cazul a+1 > 0.

«
at +ay +...+ap aniq

Aplicam teorema lui Cesaro-Stolz: L := nh—>Holo o = nh_)ngo (i E D)o —pia (1,0p)
N «@ 1 «@ 1 1
L= lim (2t nt n =1 M (1,0p)
n—oo \ 1+ 1 n (1+l)+a_1 n—>oo(1+l)+o‘_1
Aplicim regula lui L'Hospital: L = [® lim —— =% lim ! _n (1,0p)
P & prat & =2 0 o)™ 1 ' st +ta)e 1+ta P
Cazul a = —1.
1
. no_ o1 dno
nh_>rr010 aI = nh—>HéO = L E (0,400 ettt (0,5p)
Seria Y, L este diVergemba . ... ...o.uiit (0,5p)
. 1, 1 —1
.. o 00 e 2
nh—>Holo (a7 +a3'+...+a,') =400 (0,25p)
Cazul a+1 < 0.
1
T al>*@ _-a
nh—>Holo T = T}l_}rr;o ( - =T € (0,9 00) et (0,5p)
Seria 3, 5, —L_ este convergenta (—a > 1) ... (0,5p)
Seria 3, -, a;a este convergenta (—a > 1) ... o (0,25p)
D 72 T = 00 (0,25p)
n—oo
¢ S+ ... o 1 1 1
fim A0t T e (L L LN (0,25p)
n— oo nlta n— 00 aj @ ag « CLna
1 2 0 2 1 2
2.1 ;:/ (lz] +2*1) e da z/ (—a+a?19) 72 dx+/ (x4 229 e dz i (1,0p)
—1 —1 0
Schimbare de variabild @ = —t pentru integrala consideratd pe intervalul [—1,0]................... (1,0p)
1 1 1 1 -1
I= / (t —t*°19) et +/ (z +2°") e dy = / e dr=—" | =S . (1,0p)
0 0 0 0 €
Solutie

1. Distingem urmatoarele trei cazuri:

(a) Cazul a + 1 > 0. Aplicdm teorema lui Cesaro-Stolz si ipoteza lim In _7.
- n—oo M
I~ lim af +ay+...+ap lim (af +a§ +...+a5, ) — (af + a5 + ... +af)

n—oo n1+o¢ n— oo (n + 1)1+a _ n1+a
= lim @1 = lim Antl NEEA %
= e (Tl + 1)1+a _ n1+a n—oo \ 1 + 1 n (1 + l)lJra 1
n
1
= % lim n

n—o00 (1 + %)lJra o 1-
Aplicdm regula lui L'Hospital:
x 1 Za

L=0lm > = - .
st —1 ' sw(lta)(ltz)® 1ta

In continuare vom aplica urmétorul criteriu: daca E an §i g by, sunt doud serii cu termeni pozitivi
n>1 n>1
PN PRV a . .. . . o
astfel incat exista lim ilgys (0, +0), atunci seriile E an §° E b, au aceeast naturd.

n—o00
n n>1 n>1



1

(b) Cazul o = —1. Avem lim % = lim —
n—o00 P n—oo M

=1€ (0,+00). Dar seria 3, ., = este divergenta, astfel

lim (a7’ +a;' +...+a,') = +oo.

n— oo

m T — i @)70‘ _ |« i 1
(c) Cazul a+1 < 0. Avem n11_>1r010 = nh_}n;@ ( - = 1" € (0,+00). Dar seria }_, -, == este
an
convergenta, deoarece —a > 1, astfel seria ) -, a,% este tot convergenti. Evident lim n~'~% =
— n n—oo
+o00. In concluzie
.aftay+...tay . 1eaf 1 1 1 -
2. Descompunem integrala data in doua:
1 2 0 2 1 2
I:= / (Jz| + 2*°") e da = / (—z+2*") e dz —|—/ (z+2°) e da.
—1 -1 0
Efectuam schimbarea de variabila @ = —t pentru integrala consideratd pe intervalul [—1,0]. Atunci
' 2019\ —t> ' 2019 2 ' 2 2t _e—1
I:/ (t—t )e_ dt+/ (x—l—x )e_”” dacz/ 2ze”™" dr=—e"7 | = .
0 0 0 0 e
SUBIECTUL III. Geometrie
OfICIU (1,0p)

de—y—-7 =0
1. a) Coordonatele punctului A se obtin rezolvand sistemul vy .
r+3y—31 =0

Rezultd A(4,9). oot (0,5p)
c+3y—31 =0

r+5y—7 =0

RezUlbA B(67, —12) .ottt e e e (0,5p)
c4+5y—7 =0

dr—y—7 =0

Coordonatele punctului B se obtin rezolvand sistemul {

Coordonatele punctului C' se obtin rezolvand sistemul {

RezUIEA C(2,1) ottt e e e e (0,5p)
b) Panta dreptei d3 este f%. Panta perpendicularei din A pe ds este 5.
Ecuatia perpendicularei din A pedzestey —9=5(x—4) &bz —y—11=0 ............... (0,5p)

Panta dreptei ds este —%. Panta perpendicularei din C' pe dsy este 3.
Ecuatia perpendicularei din C pedyestey—1=3(x—-2) <3z —y—5=0 .........c...... (0,5p)
S5r—y—11 =0

¢) Coordonatele ortocentrului H se obtin rezolvand sistemul {3 5 0
T —y— =

RezUIEE H (3,4) .« ottt e e e e e e e (0,5p)
1 TA YA 1

d) Aria triunghiului ABC este: 5 [lep yp 1| =273 (o (1,0p)
ro yo 1

- - - 1 -1
2. Ecuatiile dreptei AB sunt: TTTA _YThA _ ETEA T tr_v AL (1,0p)
TB—TA YB—YA ZB— 24 -1 1 -1
Ecuatiile dreptei d prin punct si vector director se obtin (de exemplu) rezolvand sistemul

r+y+z—1

=0
. Multimea solutiilor este
20—y — 5z =0

format de ecuatiile celor doua plane: {



S ={(H, 25 a) | a € R}. Un vector director al dreptei d este d(4,—7,3). Un punct
pe dreapta d este P(—1,3,—1).
z+1 y—3 =241

Rezulta iile dreptei d: = e 1,0
ezulta ecuatiile dreptei 1 — 3 (1,0p)

|(PA, AB, d)|

Distanta dintre dreptele (necoplanare) AB si d este §(AB,d) = = ~—, unde
| AB x d ||
PA(z4 — xp,ya — yp, 24 — 2p) < PA(0,—3,2), AB(—1,1,—1), d(4,-7,3).
L 0o -3 2
Avem produsul mixt (PA,AB,d) = |—1 1 —1| =9 .ot (1,0p)
4 -7 3
B A )
Produsul vectorial AB xd=|—-1 1 —1|=—4i—j+3k ... (1,0p)
4 -7 3
Rezulta distanta 0(AB,d) = 9 (1,0p)
, GG T ,0p



