UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

CONCURS DE ADMITERE, 22 iulie 2016
Proba scrisi la MATEMATICA

SUBIECTUL I (30 puncte)
1) (6 puncte) Cate numere naturale de 3 cifre se pot forma astfel incat in fiecare numar toate cifrele
sa fie distincte?
2) Fie polinomul f = X4+ aX2+ a + 2 € Zs[X].
a) (8 puncte) Sa se determine a € Z3 pentru care f are radacina in Zs.
b) (8 puncte) Aratati ca polinomul f este reductibil in Z3[X| pentru orice a € Zs.

3) (8 puncte) Demonstrati ca propozitia matematica
P(n) : n® + 5n se divide cu 6

este adevarata pentru orice n € N.
SUBIECTUL II (30 puncte)

1) (15 puncte) Se dau dreptele
(d1):3x—4y+6=0si
(d2) :4x —3y —9=0.
Fie M si N punctele in care dreapta de ecuatie y = —z+ A (A € R) intersecteaza dreptele dy, respectiv

dy. Aflati \ € R astfel incat MN = 5v/2.
2) a) (8 puncte) Aratati ca

arccos x + arcsinx = g, Vo e [-1,1].

b)(7 puncte) Rezolvati ecuatia

. ™
arccosr — arcsinx = 6

SUBIECTUL III (30 puncte)
Consideram functia f: D — R, definita prin
x

J() = 22 -3z +2’
unde D C R este domeniul maxim de definitie al functiei f.
1) (4 puncte) Determinati multimea D.
2) (4 puncte) Calculati f'(x), daca = € D.
3) (4 puncte) Determinati asimptotele functiei f.
4) (8 puncte) Alcatuiti tabelul de variatie al functiei f gi determinati intervalele de monotonie ale
functiei f.
5) (4 puncte) Determinati constantele A si B astfel incat relatia

fa)=-2 4 B

+
r—1 x—2
sa fie adevarata pentru orice x € D.
5

Ve e D,

3
6) (6 puncte) Aratati ca /f(x)dw = —3In2.
4
3
NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Barem de corectare pentru proba de MATEMATICA
a concursului de admitere, 22 iulie 2016

SUBIECTUL I (30 puncte)
1) Solutia 1:

Fiind nenula, cifra sutelor poate fi aleasa in 10 — 1 =9 moduri ..............coiiiiiiiiii ... 1p
Odata aleasa cifra sutelor,

cifra zecilor poate fi oricare dintre cele 10 — 1 = 9 cifre ramase disponibile.................... 2p
Odata fixate primele 2 cifre,

raman 10 — 2 = 8 posibilitati de a alege cifra unitatilor............. .. ... ... L 2p
Prin urmare, se pot forma 9-9 -8 = 648 NUMETe. . . ... ..ot e 1p

Solutia 2:
Fiecare numar de 3 cifre distincte corespunde (bijectiv) unei submultimi ordonate cu 3 elemente diferite

(aranjament de 10 luate cate 3) care nu are pe 0 prim element.............. ... 1p
Numarul aranjamentelor de 10 luate cate 3 este Ai’o =10-9-8, . 1p
iar aranjamentele de 10 luate cate 3 care incep cu 0 corespund (bijectiv) perechilor de cifre nenule cu
componentele diferite, ... ... .. o 1p
prin urmare numarul lor este AZ = 9 - 8 ... ... 1p
Deci numarul cautat este A3) — A2=10-9-8—-9-8=(10—1)-9-8 =648 .......c..cceevrun.... 2p
2) a) f are raddcind in Zs = {0,1,2} daci si numai daci
F0)=0sau f(I) =081 F(2) = 0. vt e 2p
FOO) =00 a4+2=0 a=—2= 1. 1p
FO) ST A a4 a2 = 200 oo 1p
F@ =16+da+a+2=T+a+a+2=20 ..o 1p
Prin urmare, f() 08 f(2)=0020=0a="0.000coii 1p
Concluzie a € 0, T 1p
b)a=0=f=X"+2= f(1) =0 = f are radacind in Z3 = f reductibil in Z3[X]............. 3p
a=1=f=X*"+X%= f(0)=0= f are radicind in Z3 = f reductibil in Zs[X].............. 3p
a=2= f=X"+2X2+1 = (X2+1)2 rezulti c& f este reductibil in Zs[X].................... 2p
3) Solutia 1: Prin inductie matematica.
Etapa verificaril .. .. ... e 1p
Etapa demonstratiei:

Scrierea propozitiel P(1 4 1) oo e 2p

Demonstratia propozitiel P(1 4 1) . ..ot 5p

Solutia 2: N3+ 5N = N3 — N A 6N . oo 2p
N3 =61 = (1 — D)0 A 1) 60 ettt 2p
2813 divid pe (n — 1)n(n 4 1) o oottt 3p
CONCIUZIA . ..o e 1p
SUBIECTUL II (30 puncte)
1.

(i) intersectia cu prima dreapta data: M (4/\7_ 6, 3)\;_ 6) ................................... 3p
(ii) intersectia cu a doua dreapta data: N <3>\7+ 9, 4)\; 9) .................................. 3p

V2

(iii) distanta M N = 7])\ D 3p



2

(iv) ecuatia MN = \7[|)\ R 1 Y 4 L 2p

(V) solutian A1 = B0 .o 2p
(Vi) solutia Ao = —20 ... o 2p
2. a) Solutia 1: Folosind analiza matematica.
Fi[=1,1] 5 R, f() = arcCoST 4 arCSIIT. ..ottt ettt ettt 2p
f’(x):ﬁ+ﬁ:0,V$E(—l,l) ....................................................... 2p
FZ) = e (=L, ) e 1p
T 2p
CAZUl T = 1 Sl & = — L 1p

Solutia 2: Folosind elemente de trigonometrie.

a = arccos z, atunci cosa = T §1 & € [0, 7] vttt 2p
sin(g—a):cosa:x ......................................................................... 2p
™ ™ T

3 [N [—57 §:| ................................................................................ 2 P
z ;

G T QT ATCSIILE .« ettt et 2p
b) Adunarea membru cu membru a relatiei de la a) cu cea din enunt .......... ... ...l 3p
ECUALIA ATCCOST = § ottt ettt ettt ettt e 2p
solutia x = % .................................................................................... 2p

SUBIECTUL III (30 puncte)

1. D=R\ {1,2} (sau D = (=00, 1) U (1,2) U (2,00)) «+ ettt 4p
1-(22-32+2)—x- (22 —3 2 — 22
2. fl(x) = (@ r+2) - (2 ): TR 4p
(22 — 3z + 2)? (22 — 3z + 2)?
3. y = 0 asimptota orizontala la 00 ... 2p
x =1 asimptota verticala ........... .. 1p
x = 2 asimptota verticala . ........ e 1p
4. Realizarea tabelului de variatie ......... ... i e 6 p
f este descrescitoare pe intervalele (—o0o, —v/2], [V/2,2) respectiv (2,00) ....vvvniiea.... 1p
f este crescitoare pe intervalele [—v/2,1), (1,V/2] . ..oieiii i 1p
5 x Az —-2)+B(x—-1) (A+B)r—-2A-B )
o mt2 @-Da-3 P T MERNRSRAAR TR LR L L LR R ERERRRREEES p
—2A =B i A4 B = 1 o 1p
A = gl B = 2 i 2p
5 5 5 5
= f@dr= (=2 + 2 Vao=— L derof—d 2
6. I = = =— | ——dr+2| ——=dr ... ...
éff(x)‘f { r—1 )T TR 5" P
3 3 3 3
5 5
IT= —In(z—1)[i4 2In(2—@)|5 ... 2p
3 3
I=-InZ+mmi+2ni—-2m2=3(ni-In2)=3mIni=-3mn2 ...................... 2p

NOTA: Orice alti solutie corectad va fi punctata corespunzator.
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FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

SOLUTII
CONCURS DE ADMITERE, 22 iulie 2016
Proba scrisi la MATEMATICA

SUBIECTUL I (30 puncte)
1) Solutia 1:
Cifrele 0,1, ...,9 sunt in numar de 10. Fiind nenula, cifra sutelor poate fi aleasd in 10 —1 = 9 moduri.
Odata aleasa cifra sutelor, cifra zecilor poate fi oricare dintre cele 10 — 1 = 9 cifre ramase disponibile.
Odata fixate primele 2 cifre, raman 10 — 2 = 8 posibilitati de a alege cifra unitatilor. Prin urmare, se
pot forma 9 -9 -8 = 648 numere.

Solutia 2:
Fiecare numar de 3 cifre distincte corespunde (bijectiv) unei submultimi ordonate cu 3 elemente diferite
(aranjament de 10 luate cate 3) care nu are pe 0 prim element. Numaérul aranjamentelor de 10 luate
cate 3 este A%o =10-9 -8, iar aranjamentele de 10 luate cate 3 care incep cu 0 corespund (bijectiv)
perechilor de cifre nenule cu componentele diferite, prin urmare numarul lor este A3 = 9 - 8. Deci
numdrul ciutat este A3, — A2 =10-9-8—-9-8=(10—1)-9 -8 = 648.
2) Solutia 1: a) f are radicind in Zs = {0,1,2} daci si numai daci f(0) = 0 sau f(1) = 0 sau f(2) = 0.

£(0) =

~

®a+§:6®a:—2zf

o)

f)=T+a+a+2=2a
f@) =16+4da+a+2=1+a+a+2=2a

~

Prin urmare, f( )—O@f( )=0e2a=0<a=0,dec ac {0,1}.
b) Daci o € {0,1} atunci [ are radacind in Zs, rezultd ca f este reductibil.
a=2=f=X"4+2X24+1=(X2+1)2= f este reductibil gi in acest caz.
Solutia 2 (cele doua subpuncte sunt rezolvate simultan):
aeZs={012}a=0=f=X"+2= f(1) =0 = f are ridicini in Z3 = f reductibil in
Zs[X]. R R
= f=X'4+X2=> f(0 0)=0= [ are rddécina in Z3 = f reductibil in Z3[X].
2= f=X'42X2+1= ( X2 +1)2 rezultis cit f este reductibil. In acest caz, f(0) = f(1) =
f (/2\) =1 = f nu are nici o ridicing in Zs, deci raspunsul la prima intrebare este a € {6, T}
3) Solutia 1:
Pentru n = 0, 6|0 si afirmatia este adevarata. Consideram n € N gi presupunem prin inductie ca
6|n3 + 5n.

a =
a =

(n+13+5n+1)=n3+3n2+3n+1+5n+5=(n+5n) +3n(n+1)+6.

2|n(n+1) (fiind produs de numere naturale consecutive) deci 6/3n(n+1). 6|n®+5n (ipoteza inductiei),
6/3n(n + 1), 6/6, deci si suma acestor numere este divizibil cu 6, adica 6|(n? 4 5n) + 3n(n + 1) + 6.
Conform principiului inductiei matematice 6|n3 + 5n pentru orice n € N.
Solutia 2:

n3+5m=n3—n+6n=(n—1)n(n+1)+6n. (n—1)n(n+1) se divide cu 6 deoarece printre 3 numere
consecutive exista unul divizibil cu 3, unul divizibil cu 2 si 2 este relativ prim cu 3, deci produsul
(n —1)n(n+1) se divide cu 2 -3 = 6. 6n este divizibil cu 6, deci suma (n — 1)n(n +1) + 6n = n® + 5n
se divide cu 6.



SUBIECTUL II (30 puncte)
1. Daca intersectam dreapta de ecuatie y = —x+ A cu prima dreapta din problema, obtinem sistemul
3r—4y+6=0
y=—-x+A
AN—6 3XA+6
T T

din enunt, obtinem sistemul

cu solutia M ) Daca intersectam dreapta de ecuatie y = —x + A cu a doua dreapta

dr—3y—9=0
y=-—x+A

3A+9 4X-9
cu solutia IV ( 7+ — ) Distanta dintre punctele M si N este data de lungimea vectorului
—A+15 A—-15 A—15
M Z@ < ;_ — > = (—=1,1). Prin urmare, distanta dintre cele doua puncte este

5
MN = {IA— 15].

Avem, prin urmare, de rezolvat ecuatia
A — 15| = 35,
ceea ce ne conduce la Ay = 50 si Ay = —20. [

2. a) Consideram functia f : [-1,1] — R, f(z) = arccosz + arcsinz. f este derivabila pe (—1,1) si

-1 1

"(z) = + =0,
f@) V1I—22 V1 -— 22
deci functia este constanta pe (—1,1). f(0) = 7, deci f(z) = §, pentru orice # € (—1,1). Pentru z = 1
avem f(1) = arccos 14arcsin1 = 0 = sl pentru x=—1, avem f(=1) = arccos(—1)+arcsin(—1) =

s
+3
T —§ = 5. Astfel f(x) = §,Vz € [-1,1].
Solujm 2: Daca notam a = arccos z, atunci cosa = z si o € [0, 7]. Astfel

. ™
S1n 5-0& = CoOsx =X

si din relatia a € [0, 7] rezulta

deci aplicand arcsin in ambii membri ai egalitatii precedente obtinem § —a = arcsin z, adica egalitatea
dorita.
b) Daca adundm membru cu membru a relatia de la a) cu cea din enunt, obtinem ecuatia

27
2 arccosx = ER

adica
T
arccos r = 3

de unde rezulta solutia z = %



SUBIECTUL III (30 puncte)

Solutie. 1. Pentru ca functia f sa fie corect definita f(x) trebuie sa aiba sens i sa fie un numar

real pentru orice z € D. Fractia are sens pentru toate valorile reale  pentru care

2?2 —3x +2
22 — 3z + 2 # 0. Solutiile ecuatiei 22 =3z +2=0sunt 2y = 1 sizo =2 (A =32 —-4-2=1s5i

z12 = 3F), deci D =R\ {1,2} (sau D = (—o0,1) U (1,2) U (2,00)).

2. Daca = € R\ {1,2}, atunci pentru a calcula f’(x) se poate aplica formula de derivare a unei
fractii si astfel obtinem
1-(a*=32+2)—x-(2z—3) 2 —a?
(22 — 32 + 2)2 (22 — 31 4 2)2

fi(z) =

3. lim f(z)= lim

oz
T—+00 z—+oo T2 —3T+2
cand la numarator o functie polinomiala de grad 1.

= 0, deoarece la numitor avem o functie polinomiala de grad 2 pe

. . x 1
lim f(@) = lim o= “or - T
<l <l

T 1
ml—>rnl f(.’L') :vl—% (.Z'— 1)((13—2) 0— o0
x>1 r>1
lim f(z) = lim ———~ = = = —
e T G T ) —2) o
r<2 <2

T 1
1' = 1. -—— — — =
ml—%f(x) :vl—% (.Z'— 1)((13—2) O+ +OO’
z>2 r>2

deci x = 1 si x = 2 sunt asimptote verticale si y = 0 este asimptota orizontala spre +oc.

4. Alcatuim tabelul de variatie folosind prima derivata.

T —00 —\/5 1 \/§ 2 00

2 — 2?2 - - 0 + + + 0 - - - -
(22 —3x+2)2 | + + + + 0 + + + 0 + +
f(x) - - 0 + | + 0 — [ - -
f(x) 0 N =34+2v2 S TR S 342V2 N e[t N 0

V2 V2(4+3V2)
4-3v2 -2

f(=V2) = 41\5@ = —3+2V2.

Folosind tabelul de variatie deducem ca functia f este descresciitoare pe intervalele (—oo, —v/2],
[v'2,2) respectiv (2,00) si este crescitoare pe intervalele [—v/2, 1), (1,v/2].

f(v2) =

- —%(6 +4v2) = —(3+2v2) = -1+ v2)*,

5. Prin aducere la numitor comun in membrul drept obtinem

x _ Alx—-2)+B(zx—-1) (A+B)x—-2A-B

2-3z+2  (z-1)(x-2) 22 —-3x+2

deci x = (A+ B)xr — 2A — B,Vx € R\ {1,2}. Pentru z = 0 obtinem —2A = B si pentru
xz € R\ {0,1,2} deducem A + B = 1. Rezolvand sistemul format din cele doud ecuatii obtinute
pentru A si B, obtinem A = —1 ¢i B = 2, deci
—1 2
= ——,Vz e D.
L

r—1




Observatie. Argumentarea, sau modul de calcul poate fi diferit, constantele se pot obtine
inmultind cu (z —1), respectiv (z —2) si trecand la limita in relatiile obctinute (x — 1, respectiv
x — 2), sau pur gi simplu observand descompunerea x = 2(z — 1) — (z — 2), etc.

6. Folosind rezultatul precedent si faptul ca {%,% C (1,2), obtinem

5 5

5
3

2 1 2 ro ro
/f(a?)da:—/(H+x_2)dm——/x_1dx+2/$_2dx—
% 4 4

4
3

wl
w|

= —In(z—1)" + 2In(2 — 2)

2 1 1 2 1 2
=—-In-4+In-+2ln-—-2In- = In-—-—In-| =
n3—|—n3—|— 1r13 1r13 3<n3 n3)

Wi Wl
Wi olut

1
:31n§ = —-3In2.
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