MATEMATIKAI ANALIZIS

Matematika szak



1. fejezet

Valos szamsorozatok

A valo6s szamsorozat fogalméat a kovetkezSképpen értelmezziik.

1. Ertelmezés. Legyen X tetszileges nem dires halmaz. Az f N — X
leképzést sorozatnak nevezzik. Az a, = f(n) € X elem a sorozat
dltaldnos tagja. A sorozat jelolése: (a,). Ha X = R, akkor valds
szdmsorozatrél, ha X az (A;)ic; := {Ai | i € I} halmazesaldd, akkor

halmazsorozatrdl beszélink. Jelolése: (A,).

2. Ertelmezés. Az (a,) sorozat hatdrértéke a € R, ha a bdrme-
ly V kérnyezete esetén létezik ny € N gy, hogy a, € V, barmely
n > ny esetén. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens, ha
van hatdrértéke. Ellenkezd esetben a sorozatot divergensnek nevezziik.

Konvergens sorozat hatdrértékének jelélése: lim a,,.
n—o0

A kornyezet értelmezése és az abszolut érték segitségével a

hatarérték fogalmat masképpen is megfogalmazhatjuk.

1. Tulajdonsag. lim a, = a akkor és csak akkor, ha minden ¢ > 0

n—oo
valos szamhoz létezik olyan n. természetes szam, hogy minden n > n.

esetén |a, — a| < e.



1.0. Valbs szamsorozatok 3

3. Ertelmezés. Az (a,) sorozat hatdrértéke +oo(—o0), ha bdrmely
c € R szamhoz létezik n. € N gy, hogy minden n > n. esetén a, > c
(an < c). Jeldlése: lim a, = +00 (hm a, = —oo) :

n—oo n—oo

n—oo

L Példa. lim (1+52) =1, mert

(="

n

1
'1+ —1’:—<5,han>na,

n

ahol n. = [1/¢] ([z] az = egész részét jelli).

2. Példa. lim S22 — 0, mert
n—oo

son 0| <L <e han>[l/e].

3. Példa. nh_)rgoqin =0, ha |q| > 1.

Elsszor igazoljuk azt, hogy az {|q|* : k € N} halmaz feliilr6l
nem korlétos. Ellenkez6 esetben létezik a sup{|q|* : k € N} =s € R. A
felss hatar értelmezése alapjan létezik m € N ugy, hogy b < lg™ < s.

Ekkor s < |g|™"!, ami ellentmond az s értelmezésének. Ezért barmely

1
lq|™e

e > 0 szdmhoz létezik n. € N gy, hogy < g, ha

1 O 1
1 = = <
q ‘ lq|™

n>n..

4. Ertelmezés. Az (a,) sorozal korldtos, ha létezik M > 0 gy, hogy
la,| < M, barmely n € N esetén. Az (a,) sorozat feliilrél (alulrdl)
korldtos, ha létezik M € R gy, hogy a, < M (M < a,), bdrmely

n € N esetén.

5. Ertelmezés. Az (a,) sorozat névekvd (szigorian névekvd), ha
ap < apyq, barmely n € N esetén (ha a,, < a,.1, bdrmelyn € N esetén).
Az (ay) sorozat csékkend (szigorian csokkend), ha any1 < ay,

barmely n € N esetén (ha any1 < ap, barmely n € N esetén).

2. Tulajdonsag. a) Konvergens sorozatnak csak egy hatdrértéke van.
b) Minden konvergens sorozat korldtos.
¢) Bdrmely ndvekvd és felilrdl korldtos sorozat konvergens;

barmely csokkend és alulrol korldtos sorozat konvergens.
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Bizonyitds. a) Feltételezziik, hogy lim a, = a és lim a, = d/, ahol
n— oo n—oo

a # a. A 1. Tulajdonsag alapjan barmely € > 0 esetén léteznek az

n.,n” € N 1dgy, hogy minden n > max{n.,n’} természetes szamra

a, —a| < £ és |a, —d'| < £ Igy |a—d| < |a, —a| + |a, — /| < e, ha

'l esetén

n > max{n.,n’}. Mivel € > 0 tetszéleges, ezért 0 < e < |a —a
ellentmondashoz jutunk.

b) Legyen nll_{go a, = a. A 1. Tulajdonsagot alkalmazzuk ¢ = 1
esetén. Igy létezik n; € N, amelyre |a, — a| < 1, barmely n > n,
esetén. Innen |a,| < |a, — a| + |a|] < 1+ |a|, ha n > ny. Legyen M >
max{|ai|,...,|an,|,1 + |a|}. Ekkor |a,| < M minden n-re, tehat (a,)
korlatos.

¢) Legyen (a,) novekve és feliilrsl korlatos. Ekkor az {a, | n €
N} halmaz feliilr6] korlatos, tehat létezik sup{a, | n € N} =: a € R. Igy
barmely € > 0 esetén létezik n. € N tgy, hogy a — ¢ < a,_. Mivel (a,)
novekvd, ezért n. < n esetén a,. < a,. Tgy a—e < ap, < a, <a<ate,
vagyis |a, — a| < €, ha n > n.. Innen, a 1. Tulajdonsag miatt (ay,)

konvergens és lim a, = a. O]
n—oo

6. Ertelmezés. Ha (a,) és (b,) adott szdmsorozatok, akkor az (a,+by,)
sorozatot a két sorozat 6sszegének, az (a, -b,) sorozatot a két sorozat
szorzatanak, és az (‘g—:) sorozatot a két sorozal hdnyadosdnak
nevezziik (feltételezve, hogy b, # 0, bdrmely n € N esetén).

3. Tulajdonsag. Adottak az (a,) és (b,) sorozatok igy, hogy lim a, =
n—oo
a és lim b, = b. Ekkor

n—oo

a) lim (a, +b,) = a+b;

8) lm (a, -b,) = a-b

c)yllgrgo‘;—::%, ha b, #0 (n € N) és b # 0.
4. Tulajdonsag. a) Adottak az (a,) és (b,) konvergens sorozatok:
lim a, = a és lim b, = b. Ha lélezik ny € N gy, hogy a, < by,

n—oo n—oo
barmely n > ng esetén, akkor a < b.
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b) Ha (a,) és (b,) konvergens sorozatok: lim a, = a, im b, =b
ugy, hogy a < b, akkor létezik ng € N, amelyre 07:20 by, bdrr;;(;;on > nyg
esetén.

c) Az (ay), (bn) €s (¢,) sorozatok esetén létezik ng € N gy,
hogy a, < b, < ¢, bdrmely n > ny természetes szdimra. Ha (a,) és
(cn) konvergens sorozatok, és lim a, = nlggo Cn, akkor a (b,) sorozat is

n—ro0
konvergens és lim a, = lim b, = lim c,.

n—oo n—oo n—oo
Megjegyezziik, ha a 4. Tulajdonsag, a) pontjaban az a, < b,
(n > nyg) feltétel teljesiil, akkor is a < b a kdvetkeztetés.

4. Példa. A valos szamok halmaza bijektiven leképezhet§ azon p-
adikus tortek halmazara, amelyeknek a 0 nem peri6dusa.

Egy olyan (s,,) sorozatot, amelynek altalanos tagja

C1 Cn
Sn:CO+—+...+—n
p p
alaki, ahol ¢y € Z, ¢, € {0,1,...,p — 1}, p > 1 természetes szam,
p-adikus tortnek nevezziik, és a (cg,ci¢a...¢p ... ), szimbélummal
jeldljiik.

Azonnal lathatd, hogy (s,) névekvs és feliilrsl korlatos:

Cn+1
5n+1:Sn+__Sn
pn+1
és .
1 1 1= p
Sn<00+1+_+~~+ﬁ:CO+ 1 <cy+ —,
p p 11— p—1

p

barmely n € N esetén. Igy a 2. Tulajdonsag, c¢) pontja szerint (s,)

konvergens. Jelolje a = lim s,. Ezért a 2. Tulajdonsag, a) pontja
n—oo

alapjan minden (cp,cic2...¢, ... ), p-adikus torthoéz hozzarendelhetd

az egyértelmien meghatarozott o szam.
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Forditva, legyen o € R tetsz6leges, és jeldlje

lof = [a] =1, ha a€Z
' la], ha a¢Z.

Legyen ¢y = Jaf és ¢, = |p"(a — ¢) — p™ !

- Cl_pn_ 62_"-_pcn—1[7

ne€N. Nyilvin ¢, € Z,0< ¢, <p—1és

C1 Cn C1 Cn 1

Co+—+...+—n<O{§CO+—+...—|——n+—n, neN

p p p p p

Ekkor
. C1 Cn
a = lim (co+—+...+—),

igy az a-hoz hozzarendelhetjiik a (co, cica. .. ¢y ... ), p-adikus tortet.

Végiil igazoljuk, hogy a (co,c1c2...¢, ... ), p-adikus tortnek 0

nem periddusa, vagyis nem létezik olyan £ € N, amelyre 0 = ¢ =
Ckyo = ...

Valoban, ez utobbi egyenlGségekbdl azt kapjuk, hogy s, =
Sg+1 = ..., ahonnan

1
Sktm = Sk < O < Sgym +

pk—i-m '

pk+m =Skt
Tehat 0 < a — s, < # . me’ minden m € N esetén. Innen

ellentmondas.

Ugyanakkor a valds szamoknak olyan p-adikus tortek alakjaban
val6 meg-adéasa, melyeknek a 0 nem periddusa, egyértelmd.
Valoban, ha (cg,cic...¢p
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mondas. Hasonléan jutunk ellentmondasra akkor is, ha ¢; < ¢.

5. Példa. lim qﬂn =0, haqg>1.

n—oo

Legyen a, = 2, n € N. Ekkor #24 = 2t mivel Tim 25 = 1 <
Tn nqg n—00 ngq q

< 1, barmely n > ng esetén. Igy

zn+l

1, ezért 1étezik ng € N ugy, hogy ==
(T )n>n, Szigorian csokkend sorozat. Masrészt x,, > 0, barmely n-re. A

2. Tulajdonsag, ¢) pontja szerint (z,),>n, konvergens sorozat. Legyen

x = lim x,. Az x, 1 = ”—“xn Osszefiiggés alapjan x = éx vagyis x = 0.
n—oo

Hasonl6 6tlettel igazolhato, hogy

is teljesiil, ahol ¢ € R.

6. Példa. lim /n = 1.

n—oo

Legyen € > 0. A 5. Példa szerint T}Lrlgoﬁ

n. € N agy, hogy 1 < n < (1 + ¢)", barmely n > n. esetén. Innen
1 < Yn<1l+evagy |/n—1| <e han>n. Tehat lim {/n=1.

n—o0

= 0. Igy létezik

7. Példa. Az (e,) sorozat konvergens, ahol e, = (1+2)", n > 1.
Azt igazoljuk, hogy e, < e,y1 (n € N) és e, < 3 (n € N).
Ekkor a 2. Tulajdonsag, ¢) pontja alapjan létezik nh_>ngo en. Vezessiik be
az e := lim e, jelolést (Euler szerint).
Kﬁsogémtani és mértani kozéparanyosok kozotti egyenlGtlenség

alkalmazasabdl az a1 = ... = a, = 1 + % és ap1 = 1 szamok esetén

n(1+%)+1> - (1+l>"
n

n—+1

kapjuk, hogy

vagy (1+ n—H)nH > (1+ %)n Igy az (e,) sorozat szigortian novekvd.
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Tovabba,
1\" - —1)...(n— 1) 1
S U A SR o N T VIR (et S I
n k! nk
k=1
"1 1 k—1
k=1
"1 "1
S AHY S SIHY gy =2t gt gy <3
k=1 k=1

Igy az (e,) sorozat feliilrél korlatos.

7. Ertelmezés. Az (a,) sorozatot fundamentdlisnak vagy Cauchy-
sorozatnak nevezzik, ha barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik n. € N gy,

hogy minden m > n. és n > n. esetén |a, — a,| < €.

5. Tétel. (Cauchy). Az (a,) valds szamsorozat akkor és csak akkor

konvergens, ha (a,) fundamentdlis.

Bizonyitds. Sziikségesség. Feltételezziik, hogy lim a, = a. A 1. Tulaj-
n—oo
donsag szerint barmely € > 0 szamhoz létezik n. € N Ggy, hogy minden

m > n. és n > n. esetén |a,, —a| < 5 és |a, —al < 5. Innen

e €
|am—an|g\am—al+]an—a|<§+§:5,

vagyis (a,) fundamentalis sorozat.

FElégségesség. Legyen (a,) fundamentalis sorozat, és ¢ > 0 adott.
A 7. Ertelmezés alapjan létezik k. € N ugy, hogy |a, — ax| < 5, ha
m > k. és k > k.. Rogzitsiik az m = k. értéket; a k > k. esetén

3 €
Qg — g <ap < ag + § (101)
gy az (ax) sorozat korlatos. Az n € N esetén jeldlje: x, := inf{ay |

k > n} és y, = sup{ax | £ > n}. Mivel (a,) korlatos sorozat, ezért
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TnyYn € R, barmely n-re. Tovabba, az x, és y, értelmezése alapjan
Tn < Tpit < Ynae1 < Yn, 1 € N. Egy ismert tulajdonsig alapjan létezik
a € R, amelyre z,, < a <y, barmely n-re. Masrészt x, = inf{ay | k >
n} < ap <sup{ax | k > n} =y,, ha k > n. Innen

lag —a| <y, —xn, k>n. (1.0.2)

Viszont (1.0.1) alapjan

£

ay, _gSinf{ak’]{;Zn}:xngynzsup{ak|k2n}§ak5+§a

£

ha n > k.. Igy y, — 2, < % <&, han > k.. Ekkor az (1.0.2) alapjan

lap —a| < e, ha k > k.. Kovetkezésképpen (ay) konvergens sorozat. [

8. Példa. A 4. Példdban bevezetett (s,) sorozatrol igazoljuk, hogy
fundamentalis.

Valéban, s, = (cg,c1...¢,)p = co + % + ...+ 1%' Ha m > n,
akkor

S — 8a| =

<(p-1 ! L) =
S =l

1
p’VLE
< g, ahol n > n.. Tehat (s,) fundamentalis. A 5. Tétel

Ha adott az ¢ > 0, akkor létezik n. € N gy, hogy < e Igy |sm —

1
pne
alapjan (s,) konvergens R-ben.

sal < o5 <

9. Példa. Az (a,) sorozat nem konvergens, ha a, = 1+ 5+ ...+ 1,

n € N. Igy lim a, = +o0.
n—oo
Mivel

1 n . 1 1
n+1 ~ n+n on 2

|a2n - an‘ =
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barmely n € N esetén, ezért a 5. Tétel alapjan az (a,,) sorozat divergens.

8. Ertelmezés. Adott az (a,) sorozat és azng <ng < ... <np <...
természetes szamok szigorian novekvd sorozata. Ekkor az (a,,) soroza-

tot az (a,) sorozat részsorozatdnak nevezzik.

10. Példa. Az 1,3,5,... pératlan természetes szadmok sorozata az
1,2,3,... természetes szamok sorozatanak részsorozata, viszont a
3,1,5,7,9,... sorozat mar nem részsorozata a természetes szamok

sorozatanak.

6. Tétel. (Cesaro; Bolzano-Weierstrass). Minden korldtos valds szdm-

sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen E := {a, | n € N}, ahol (a,) korlatos sorozat. Ha E
véges halmaz, akkor létezik a € F ésny <ng <...<np<...,np € N
gy, hogy a,, = a,, = ... = a. Igy az (a,,) részsorozat konvergens.

Ha FE végtelen, akkor E' # (). Legyen a € E'. Ekkor létezik n; € N

gy, hogy |a,, —a| < 1. Ha n; € N gy, hogy |a,, — a| < ¢, akkor

a torlodasi pont értelmezése alapjan létezik ni 1 € N, ng < ngyq agy,

1 1
k+1° k

konvergens és lim a,, = a. O
k—o0

hogy |an, , —a| < Mivel klim = 0, ezért az (a,,) részsorozat
—00

7. Tulajdonsag. Minden valds szamsorozatnak van vagy konvergens
részsorozata vagy olyan részsorozata, amely (+00)-be vagy (—o0)-be

tart.

Bizonyitds. Ha (a,) korlatos sorozat, akkor a 6. Tétel szerint van kon-
vergens részsorozata. Ha (a,) felilrgl (alulrol) nem korlatos, akkor
barmely k € N esetén létezik n, € N agy, hogy a,, >k (an, < —k) és

ng < Npy1. lgy az (a,, ) részsorozat (+00)-be ((—oc)-be) tart. O

9. Ertelmezés. Tekintsik az (ax) sorozatot. Ha (ay,) alulrdl korldtos

sorozat, akkor értelmezziik az i, = inf{ay | k > n} szdmokat. Mivel i,, <
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Int1, barmely n € N esetén, ezért vagy lim i,, véges vagy lim i,, = +o0.
n—oo n—oo

A lim i, hatdrértéket az (ay) sorozat alsé hatdrértékének nevez-

n—oo
zik. Jelolése: lim ay. Ha az (ay) sorozat alulrdl nem korldtos, akkor
értelmezés szerint lim a; = —oo.
k—o00
Hasonloan értelmezziik o felsé hatdrértéket: lim ap =

k—o0

lim s, ahol s, = sup{ax | k > n}, ha (ay) felilrél korldtos. Ha az (ay)

n—oo

sorozat felilrdl nem korldtos, akkor értelmezés szerint khm ap = +o0.
—00

Azonnal ldthato, hogy lim a; < hm Q.
k—o0

11. Példa. Ha a; = (—1)*, k € N, akkor

lim a; = lim inf{(—=1)" | k > n} = lim (-1) = —1
k—o00 n—oo n—oo
és
lim a;, = hm sup{(=1)* |k >n} = lim 1 = 1.

k—o0 n—o0

12. Példa. Ha a;, = kY k € N, akkor

lim a;, = hm inf{k" | k>n} = lim 0=0
k—o0 =00
és
lim a;, = hm sup{k; " k> n} = lim (+00) = +0o0.
k—o0 n—o0

13. Példa. Ha a, = S & € N, akkor

) o (—1)* ) —%, ha n paratlan
lim ap = lim inf |k >np = lim =
k—o00 n—oo k nreo _#1’ ha n péros
és
_ —1)k L1 ha n paros
limak:hmsup{( ) |k2n}:lim " =
koo e k "7 | =&, ha n pératlan
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14. Példa. Ha a, = (—1)*k, k € N, akkor

lim a, = lim inf{(—1)"k | k > n} = lim (—00) = —c0  és
k—o0 n—00 n—00

lim a, = lim sup{(—1)*k | k > n} = lim (+00) = +o0.
k—o0 n— 00 n—s00

Az also és felsG hatarérték jobb megértéséhez vezessiik be a

kovetkezs fogalmat:

10. Ertelmezés. Egy valds szdm (vagy +00 vagy —o0) egy sorozat
parcidlis hatdrértéke, ha a sorozatnak van az adott szamhoz konver-

gens részsorozata.

8. Tulajdonsag. Egy korldtos sorozat alsé hatdrértéke illetve felsd

hatdrértéke a sorozal legkisebb illetve legnagyobb parcidlis hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen (ay) korlatos sorozat és i = lim ax. Az (i), i, =
k—o00
inf{ay | & > n} sorozatrdl tudjuk, hogy i, < i,.1 és i = lim i,. Az

n—oo
als6 hatar értelmezése alapjan minden n-re létezik £, € N agy, hogy

in < a, <in+ 5 88 ky < knpr. Mivel lim i, = lim (in + ) = 4, enért
n—0oo n—0o0

a 4. Tulajdonsag, ¢) pontja szerint lim ay, = i. Ezzel igazoltuk, hogy
1 parcialis hatarérték. n_m

Most igazoljuk, hogy ¢ a legkisebb parcidlis hatarérték. Valoban,
a lim ¢, = 7 miatt barmely ¢ > 0 esetén létezik n € N gy, hogy
z'—n_em< in =1inf{ay | k > n} <ap,hak>n Azi—e <ay, k >n,
egyenlGtlenség azt jelenti, hogy az (aj) sorozatnak minden parcialis
hatarértéke > i —e. Viszont ¢ tetszéleges, ezért az (ay) sorozat parcialis
hatarértékei > i. Kovetkezésképp ¢ a legkisebb parcidlis hatarérték.

Hasonléan jarunk el a felsé hatarérték esetében is. O]

Tekintettel a 10. Ertelmezésre és a 8. Tulajdonsagra kijelenthetd

a kovetkez6 tulajdonsag:
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9. Tulajdonsag. Bdrmely sorozat esetén az also hatdrérték a legkisebb
parcidlis hatdrérték, mig a felsd hatarérték a legnagyobb parcidlis

hatarérték.

10. K6vetkezmény. Fgy sorozat akkor és csak akkor konvergens vagy
tart (+00)-be vagy (—o0)-be, ha a sorozat alsé hatdrértéke egyenld a
felsd hatdrértékével.

Bizonyitds. Ha lim a; = lim a; = a € R, akkor
k—o0 k—oo

in=1inf{a | k > n} <a, <suplax | k > n}=s,

alapjan lim a,, = a. Ha lim a; = lim ay = —o0, akkor
n—00 k—oo k—o00

angsup{ak ‘ kzn}:sn—>—oo,

tehat lim a,, = —oo0. Ha lim a; = lim a, = +o00, akkor
n— 00 k—s00 k—o0

a, > inf{a; | k > n} =i, = +o0,

tehat lim a, = +o00. O

n—o0

11. Kovetkezmény. Konvergens sorozal minden részsorozata konver-

gens, és hatdrértéke eqyenld az eredeti sorozat hatdrértékével.

Bizonyitds.

Valéban, a sorozat barmely részsorozatanak als6 hatarértéke és felss
hatarértéke az adott sorozat als6 hatarértéke és fels6 hatarértéke kozott
talalhatd. Mivel a sorozat konvergens, ezért als6 hatarértéke egyenls a
fels6 hatarértékével. Kovetkezésképp a részsorozat alsé hatarértéke is
egyenld a fels6 hatarértékével, ami a 30. Koévetkezmény alapjan azt je-
lenti, hogy a részsorozat konvergens. Mi t6bb, a részsorozat hatarértéke

egyenl6 az adott sorozat hatarértékével. O]



2. fejezet

Valos szamsorok, végtelen

szorzatok

2.1. A szamsorokrol altaldban

A szamsor fogalma az okori gorég matematikusok munkaiban
is megtalalhato az infinitezimalis modszerek kidolgozaséval kapcso-
latosan. Az okori Gordgorszagban koran felfigyeltek az olyan sajatos
problémékra, melyek meg-oldasahoz hataratmenet, végtelen folyamat,
folytonossag stb. vizsgalatara volt sziikség. Mar az Gsszemérhetetlen
mennyiségek felfedezése felvetette a hasonld problémak racionalis mag-
yardzatanak feladatat.

A problémék e csoportjat révidesen a geometria oldalarol
kozelitették meg. Azonban itt is hasonldé nehézségekkel iitkoztek
(tavolsagok, térfogatok nagysaganak meghatarozasa). Az okori tudo-
sok egyes csoportjai ugy kerestek kiutat ezekbsl a nehézségek-
b6l, hogy az atomista filozofusok nézeteit a matematikara is
alkalmaztédk. Elgondoldsaik Démokritosz (i.e. kb. 460-370) ter-
mészetfilozofiai iskolajaban jutottak kifejezésre, amely szerint min-

den test végtelen kicsiny atomokbol tevédik Ossze. A testek atom-

14
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jainak alakjaban, elhelyezkedésében és Gsszekapcsolodasuk modjaban
kiilénboznek egyméstol. Ez az atomisztikus szemlélet a matem-
atikdban is elterjedt annak ellenére, hogy tobb kifogas is megfo-
galmazodott ezen szemlélettel szemben. Ezek az tn. Zéndén apor-
idi; ezekhez a logikai paradoxonokhoz akkor jutott, amikor a
folytonos mennyiségeket végtelen kis részecskék végtelen halmazabol
probalta megkapni. Az aporidk koziil a legismertebbek:

a) felezés (dichotomia), vagyis a mozgas megvalosithatatlansaga;
mivel az utat végtelen sok részre lehet osztani (felezések vég nélkiili is-
métlésével), ezért az tszakaszok végtelen egymasutanjat kell lekiizdeni
(matematikailag kifejezve, ez a i 2% = 1 tény tagadasahoz vezet);

b) Akhilleusz nem tudjakjlltolérni a tekndsbékat; mivel egymés
utan el kell érnie azokat a helyeket, ahol a teknGsbéka pillanatnyilag
tartozkodik, vagyis az ttszakaszok végtelen sorozatat kell kimeritenie
(matematikailag ez ellentmond annak az akkor mar imert ténynek, hogy
i#Zﬁ;
k=0

¢) a nyil repiilése lehetetlen, ha az id6t diszkrét pillanatok, a
teret pedig diszkrét pontok Osszességének tekintjiik.

Zénon aporiai meggyozéen igazoltak, hogy ha feladatok pon-
tos bizonyitasat és logikailag kimeritd megoldasat keressiik, nem sz-
abad a végtelent a naiv atomista felfogasra tdmaszkodva hasznalni.
Hasonl6 célok eléréséhez ki kell dolgozni és a kutatasba be kell vonni
olyan modszereket, amelyek a végtelen kicsiny elemek kiilénféle fajtai-
val egyiitt a hataratmenetiikre vonatkozd kovetkeztetéseket is tartal-
mazzak. Az egyik legkordbbi ilyen médszer a kimerités modszere volt.
Felfedez6jének altaldban Eudokszoszt tartjak. Alkalmazasara példakat
talalhatunk Euklidész Elemek cimi mivében, tovabba Arkhimédész
egész sor miivében. Arkhimédész f6ként levél alakjaban irta miveit. Tiz,
aranylag nagy és néhany kisebb matematikai jellegii mtive maradt fenn.

Matematikai miiveinek alapveté tulajdonsiga a szigori matematikai
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modszerek alkalmazasa a mechanika és fizika teriiletérdl vett kisérleti-
elméleti anyag kidolgozésaban. Ez a tulajdonsag avatja Arkhimédész
munkait az alkalmazott matematikai ismeretek, a szamolasi technika, az
1j matematikai - kiilonosen az infinitezimalis - modszerek fejlédésének
alighanem legfényesebb példaképévé a késé antik korban.

A kimerités modszerét sikidomok teriiletének, testek térfo-
gatdnak, gorbe vonalak hosszusaganak kiszamitasara, gorbékhez hu-
zott érint6k meghatarozasara stb. hasznaltak. A modszer matematikai
lényege a kovetkez6 miiveletek egymasutani végrehajtasabol all:

a) Ha példaul a B alakzatot kell négyszogesiteni, akkor els6
lépésként beirjak ebbe az alakzatba a Ay, Ao, ..., A,,... alakzatok
sorozatat, amelyek teriiletei monoton noévekednek, és a teriilet a sorozat
minden egyes tagjara meghatarozhato (2.1. abra).

b) Az Ay (k=1,2,3,...) alakzatokat oly modon valasztjak ki,
hogy a pozitiv B \ Ay kiilonbség tetszdlegesen kicsivé tehetd legyen.

¢) Abbol a ténybdl, hogy létezik koriilirt alakzat, tovabba en-
nek a koriilirt alakzatnak a felépitésébdl arra kovetkeztetnek, hogy a
"kimerit&" beirt alakzatok sorozata feliilr6l korlatos.

d) Burkolt forméban, rendszerint mas elméleti és gyakorlati
megfontolasok segitségével, megkeresik a beirt alakzatok sorozatanak
A hatarértékeét.

e) Bebizonyitjak, minden feladatra kiilon-kiilon, hogy A = B. A
bizonyitas rendszerint indirekt.

A kimerités modszerével ily modon igazoljak a hatarérték
egyértelmiségét. Mas eljarasokkal kombinalva e modszer alkalmas
a hatarérték megkeresésére is. Azonban a hatarérték létezésének
kérdésére e moédszer nem tud vélaszt adni.

A kimerités modszerének logikai szigorusagat évszazadokon at
nem tudtak feliilmilni. Lényegében csak a XIX. szazad hozta meg ezt.

Ekkor kezdtek megoldodni azok a problémék, amelyek a kimerités an-
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tik modszerének logikai 1ényegébdl kozvetlentil kovetkeztek. Azonban a
kimerités mod-szerének forméja még igen tokéletlen volt. A modszert
csak a konkrét feladatokkal kapcsolatban fejtették ki, tehat még nem
érte el a fejlett alapfogalmak rendszerével és egységes algoritmusokkal
rendelkez6 absztrakt modszer rangjat. A hatarérték egyértelmiiségét
minden feladatban Gjra bebizonyitottak. E negativumok fennéllasa nem
valami kiilonos véletlen. Az a helyzet, hogy minden erre vonatkozo
kisérlet, hogy a feladatok elég széles osztalyara ezt a bizonyitast egysz-
er s mindenkorra bevezessék, elkeriilhetetleniil maga utian vonta an-
nak sziikségességét, hogy egy sor infinitezimélis természetii fogalmat
megmagyarazzanak. Racionalis magyarazatot kellett volna adni az
olyan fogalmakra, mint végtelen kicsiny fogalma, minden hataron tuli
megkozelités stb. Az ezekkel kapcsolatos nehézségeket az 6kori matem-

atika nem tudta legyGzni.

2.2. Val6s szamsorok

1. Ertelmezés. Tekintsik az (a,) valds szdmsorozatol, és értelmez-
zik az (s,) sorozatot igy, hogy s, = a1 + ...+ a, (n € N). Ekkor az

((an), (sn)) sorozatpdrt valdés szdmsornak nevezzik. Jelilése: Zan

n>1
00

vagy E an. Az (s,) sorozat a részletésszeg sorozat, s, az n-ed
n=1 .
rendd részletosszeg, mig a, a sor dltaldnos tagja.

2. Ertelmezés. A Y a, sor konvergens, ha az (s,) sorozat konver-
n>a

gens; ebben az esetben a sor 6sszege a lim s, hatdrérték. Ellenkezd
n—oo

esetben a Y a, sor divergens.
n>1

1. Példa. A > % harmonikus sor divergens.

n>1
Valoban, az 1. Fejezet, 9. Példaja szerint az (s,), s, = 1+ 3 +

o+ % sorozat divergens. Igy a harmonikus sor is divergens.
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2. Példa. A > ﬁ sor konvergens.
n>1

Mivel
L + L +...+ L
Sp = —+—=+...+—F——= =
1-2 2.3 n(n+1)
o 1+1 1+ +1 1 . 1
a 2 2 3 7 'mn n+1 n+1’

ezért lim s, = 1. Igy a sor konvergens és Osszege 1.
n— oo

3. Példa. A > ¢q"', q € R, mértani sor akkor és csak akkor konver-
n>1

gens, ha |g| < 1.

=T hag#1
Azonnal lathato, hogy s, = 1 Ha |¢| < 1,
n, hagq=1.
akkor lim s, = ﬁ; ha ¢ = 1, akkor lim s, = 4+o00; ha ¢ = —1, akkor
n—00 n—oo
(s,) divergens; ha ¢ > 1, akkor lim s, = +o0; ha ¢ < —1, akkor (s,)
n—oo

divergens. Igy valoban a mértani sor akkor és csak akkor konvergens,

ha |¢| < 1.

1. Tulajdonsag. A > a, sor konvergencidjinak sziikséges feltétele az,
n>1
hogy lim a, = 0.
n—oo

Bizonyitds. Ha ) a, konvergens, akkor lim s, = s. Ekkor lim s, 1 =

s. Igy

lim a, = lim (s, —s,_1) =s— 8§ =
n—oo n—oo

]

Megjegyezziik, hogy a tulajdonsiag nem elégséges: a > % sor
n>1

divergens, de lim 1 = 0 (lasd az 1. Példat). Ellenben, ha a sor dltaldnos
n—oo

tagja nem tart nulldhoz, akkor a sor divergens.
2. Tétel. (Cauchy dltalinos konvergencia kritériuma). Annak szik-

séges és elégséges feltétele, hogy a > a, sor konvergens legyen az, hogy
n>1
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barmely ¢ > 0 esetén létezzen n. € N dgy, hogy minden m > n > n.
esetén

lpi1 4.+ an| <e.

Bizonyitds. A bizonyitas azonnali, ha az (s,) sorozatra alkalmazzuk az
1. Fejezet, 5 Tételét. O

3. Kovetkezmény. a) Ha a sor véges szami tagjanak a sorrendjét
megudltoztatjuk, akkor a sor természete és dsszege nem vdltozik meg.
b) Ha egy sor tagjaihoz hozzdadunk vagy elveszink véges szami

tagot, a sor természete nem vdltozik meg.

Alabb értelmezziik a valtakozo elGjeli sor fogalmat, és megadjuk

a Leibniz-féle elégséges konvergencia kritériumot.

3. Ertelmezés. A > (-1)"'a, = a; —ag + ... + (=1)"ta, + ...
n>1
sort, ahol a, > 0, barmely n € N esetén, vdltakozo eldjeld sornak

nevezzik.

4. Tétel. (Leibniz-féle kritérium). Ha az (a,) sorozat csokkend és
lim a, =0, akkor a > (—1)""'a, sor konvergens.

n—00 n>1

Bizonyitds. Mivel s,, = a1 + ... + ap, ezért so,10 = (a1 —az) + ...+
(agn—1 — a2n) + (A2n+1 — Gang2) = Son + (Go2n41 — A2pg2). Viszont (ay)
csokkend, 1gy aopi1 — Gonio > 0. Innen so, < S9,19. Masrészt sg, =
a;—(ag—ag) —...—(agp—2 —a2,_1) — ao,. Mivel (a,,) csdkkend sorozat és
agn > 0, ezért sy, < ay. Igy igazoltuk azt, hogy az (s,,) sorozat névekve
és feliilrdl korlatos, tehat (sq,) konvergens. Mivel s, 11 = Sop + Gopi1
és lim agnyy = 0, ezért lim Sy, = lim s9,. Igy az (s,) konvergens

n—o0 n—oo n—o0
sorozat, ami azt jelenti, hogy a > (—1)""'a, sor konvergens. O

n>1

4. Példa. A )" (—1)"'- L sor konvergens (Leibniz-sor).

n>1
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5. Tétel. (Dirichlet-Abel-féle kritérium). Ha a >, a, sor dltaldnos tag-

n>1
ja a, = ay,x, alaki, és teljesiilnek a kévetkezd feltételpdrok:

a) (o) csokkend sorozat és lim a,, = 0;
n—oo

b) a > x, sor részletisszeq sorozata korldtos,
n>1

vagy

¢) (o) monoton és korldtos sorozat;

d) a > x, sor konvergens,
n>1

akkor a > a, sor konvergens.
n>1

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy az a) - b) feltételpar teljesiil. Legyen
Sp = T1+...+2,, n € N. Ab) feltétel alapjan létezik M > 0 agy, hogy

|sn| < M, barmely n-re. Az a) feltétel szerint lim «,, = 0, ezért barmely
n—oo
3

e > 0 esetén létezik n. € Nugy, hogy |a,| < 557, barmely n > n. esetén.

Tovabba, figyelembe véve, hogy a,, — a1 > 0 tetsz6leges n-re, irhato:

|@nt1 + .ot Gngp| =
= |t 1Tpt1 + oo+ Qg pTngp| =
= |ans1(Snt1 = 8n) + - o+ Qnip(Sntp — Snap-1)| =
= | — ant18n + (g1 — Qnya)Sppr + ... +
+ (Qnip-1 = Qnyp)Snyp-1 + QnipSnip| <
< apylSn| + (i1 — Qngo)|Sna| + .+
+ (Qnip-1 = Qnap)[Snap-1] + Qnip|Snip| <
< M(Qnt1 4 Qni1 = Qnga + o F Qngpo1 = Qngp + Q) =

= 2M06n+1 <eg,
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barmely n > n. esetén. Igy minden £ > 0 esetén létezik n. € N ugy,
hogy |ant1+ ...+ anip| < &, barmely n > n. és p € N esetén, ami a 2.

Tétel szerint azt jelenti, hogy > a, konvergens.

n>1
Ha a c) - d) feltételpar teljesiil, akkor a d) szerint a »_ z,, sor
n>1
részletdsszeg sorozata korlatos és lim s, = x, ahol s, =21 + ... + x,.
n—o0
Feltételezziik, hogy (o) cstkkend sorozat. Ekkor létezik lim a, =: a.
n—roo
lgy az (ay, — a) sorozat is csokkend és lim (o, — ) = 0. Viszont
n—oo
Zakxk —Z ap — xk—i-Zozxk—Z ap — Q)T + asy.
k=1 k=1

Mivel a ) (a,, — @)z, sor konvergens az a) - b) feltételpar miatt, ezért
n>1

a ., apT, = Y a, sor is konvergens.
n>1 n>1
Ha («,) névekvs sorozat, akkor az eljaras hasonlé az el6bbihez,

tekintve az (o — «,) csokkend sorozatot. O

Az a) - b) feltételpart a Dirichlet-féle feltételeknek, mig a ¢)
- d) feltételpart az Abel-féle feltételeknek nevezziik.

5. Példa. A > (—1)""'- 2 sor konvergens.

n>1
Valoban, ha o, = & és x, = (—1)"', n € N, akkor az (ay)

sorozat csokkend és hatarértéke 0. Viszont
0, ha n péros

Sp=T1+ ... 4T, =14+... + (=)=

1, ha n paratlan.

Ezért az (s,,) sorozat korlatos. Igy a Dirichlet-kritérium biztositja, hogy

a sor konvergens.

6. Példa. A > Lsinn sor konvergens.

n>1

Legyen «,, = % és x, = sinn, n € N. Az (a,,) sorozat csokkend
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és lim «, = 0. Tovabba
n—oo

G i nAl
Sin B} Sin 5
1 )

S111 2

Sp,=x1+...+x, =sinl+...4+sinn =

ezért |s,| < (sin%)_l, barmely n-re. Igy a Dirichlet-kritérium alapjan
a sor konvergens.

A tovabbiakban az tn. pozitiv tagi sorokat tanulményozzuk.

4. Ertelmezés. A Y a, sor pozitiv tagi, ha a, > 0, birmely n € N
n>1
eselén.

6. Tulajdonsag. A pozitiv tagi > a, sor akkor és csak akkor konver-
n>1
gens, ha a részletosszeq sorozata felilrdl korldatos.

Bizonyitds. Az allitas azonnal kovetkezik a 17. Ertelmezésbél és az

Snt1 — Sn = ant1 > 0, n € N| egyenlGtlenségbdl. O]

7. Tétel. (dsszehasonlitdsi kritérium). Adottak a >, a, és > by, pozitiv
n>1 n>1
tagu sorok. Ha létexik ng € N gy, hogy a, < b,, barmely n > ng

esetén, akkor a Y b, sor konvergencidjabol kovetkezik, hogy > a, is
n>1 n>1
konvergens, mig ha > a, divergens, akkor »_ b, is divergens.
n>1 n>1

Bizonyitds. Ha a > b, sor konvergens, akkor az s/, = by + ... + b,
n>1
altalanos tagu részletosszeg sorozat feliilrél korlatos. Az a, < b,, n >

ng feltétel alapjan az s, = a1 + ... + a, altaldnos tagu részletosszeg

sorozat is feliilr6l korlatos. Igy a 14. Tulajdonsig miatt a > a,, sor is
n>1
konvergens. Tovabba, ha > a,, divergens sor, akkor az s, = a;+...+a,
n>1
altalanos tagu sorozat feliilr6l nem korlatos. Tekintettel az a, < b,

(n > nyg) feltételre kovetkezik, hogy az s/, = by + ...+ b, altalanos tagu

sorozat sem korlatos feliilrsl. Igy a 14. Tulajdonsag alapjan a > b, sor
n>1
divergens. O
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7. Példa. A > n% dltaldnositott harmonikus sor divergens, ha o < 1.
n>1
Mivel £ < L haneNésa<1,é Y = divergens (lasd az
n>1
1. Példat), ezért az altalanositott harmonikus sor divergens a 7. Tétel

alapjan.

8. Tétel. (Cauchy-féle kondenzdldsi kritérium). Ha a; > ay > ... >

a, > ... >0, akkor a Y a, sor akkor és csak akkor konvergens, ha a
n>1
2k aq. sor konvergens.
2
k>1

Bizonyitds. Jelolje s, :=a;+...+a, és s, :=2as+...+2"agn, n € N,
Mivel az (a,,) sorozat csokkend, ezért ay < as < ay, 2a4 < az+ay < 2as,
dag < a5+ ag + ar + ag < 4dayg, ..., 2"agn+1 < agngg + ..+ Agngon <

2"aqn. Osszegezve 1s/ < Sognt1 —ay; < s, 4+ ap, n € N. Innen az

29n+1
kovetkezik, hogy ha > a, konvergens, akkor az (s

/

') sorozat korlatos,

n>1
igy a 6. Tulajdonsag alapjan > 2¥a.x konvergens; ha 3 a,, divergens,
k>1 n>1
akkor lim spn+1 = 400, tehat lim s/, = +oo, vagyis > 2¥ay divergens
n—00 n—00 k>1
SOr. O

8. Példa. A > n%l altalanositott harmonikus sor konvergens, ha oo > 1.

n>1
A 8. Tétel alapjan a ) n% és
n>1
S 2k 13" S (2
2k )
k>1 k>1

sorok azonos természetiiek (egyidében konvergensek vagy divergensek).

De a 3. Példa szerint a > (2!7%)* sor konvergens, ha 27 < 1 vagyis
k>1
ha a > 1.

9. Tétel. (hdnyados vagy d’Alembert-féle kritérium). Tekintsik a
> a, pozitiv tagi sort.

n>1
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a) Ha létezik q €]0,1] és ng € N digy, hogy = < q, barmely n > ny

an

esetén, akkor a Y a, sor konvergens.
n>1

b) Ha létezik ng € N gy, hogy ‘ZZ% > 1, barmely n > ngy esetén,

akkor a > a, sor divergens.
n>1

Bizonyitds. a) Mivel a, 1 < qa,, n > ng, ezért a, < qa,_1 < ¢*a,_o <

o< g™ a1, ha no > ng. Mivel ¢ €]0,1], ezért a >, ¢!
n>ngp+1
sor konvergens (3. Példa), tehat a 7. Tétel biztositja, hogy a > a, sor
n>1
konvergens.

b) Ha a,41 > an, n > ng, akkor a, > a,—1 > ... > apys1 > 0.

Igy a (a,) sorozat nem tart nullahoz, tehat az 1. Tulajdonsag szerint a

> a, sor divergens. O

n>1

10. Kévetkezmény. Ha ) a, pozitiv tagi sor és létezik a lim 1 =
n>1 n—00 n

| hatdrérték, akkor
a) a sor konvergens, ha l < 1;
b) a sor divergens, ha | > 1;
¢) a kritérium nem alkalmazhatd, ha l = 1.

Bizonyitds. a) A konvergens sorozat felhasznalasaval barmely ¢ > 0
szamhoz létezik n. € N agy, hogy minden n > n. esetén | —e < 4 <

[+e. Mivel [ < 1, ezért megvalaszthato az ¢ > 0 1gy, hogy [+ =: ¢ < 1.

gy ¢ €]0,1] és L < ¢, ha n > n.. Ezért a 9. Tétel, a) pontja alapjan

an

> a, konvergens.
n>1

b) Ha [ > 1, akkor az e-t ugy valasztjuk meg, hogy [ — e > 1.
Ekkor “2 > 1, han > n., ami a 9. Tétel, b) pontja alapjan azt jelenti,
hogy > a, divergens.

n>1
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¢) Az 1. Példa, 7. Példa és 8. Példa alapjan a > -1 divergens,

n

n>1
ha o <1 és konvergens, ha a > 1.
Mivel )
lim Y% — g
n—co  —-
n
ezért | = 1 esetben a kritérium valéban nem alkalmazhato. O]

11. Tétel. (gyok vagy Cauchy-féle kritérium). Tekintsik a » a, poz-
n>1
iv tagu sort.

a) Ha létezik q €]0,1[ és ng € N gy, hogy /a, < q, barmely n > ny
esetén, akkor a Y a, sor konvergens.
n>1
a) Ha létezik ng € N gy, hogy /a, > 1, barmely n > ng esetén,

akkor a > a, sor divergens.
n>1

Bizonyitds. a) Mivel a, < ¢", n > ng és > ¢" konvergens ¢ €]0,1]
n>1
esetben, ezért a 7. Tétel alapjan > a, konvergens.
n>1
b) Mivel a, > 1, ha n > ng, ezért az (a,) sorozat nem tart

nullahoz. Igy az 1. Tulajdonsig szerint a > a,, sor divergens. O
n>1

12. K6vetkezmény. Ha Y a, pozitiv tagi sor és létezik a lim /a, =

n>1 n—o00

[ hatdrérték, akkor

a) a sor konvergnes, ha l < 1;

b) a sor divergens, ha l > 1;

¢) a kritérium nem alkalmazhatd, ha l = 1.
Bizonyitds. Az allitas a) és b) pontjait a 10. Kévetkezményhez hason-
16an igazoljuk. A ¢) esetben a > -, o € R harmonikus sort tekintjiik,

n>1
amely konvergens o > 1 esetén és divergens o < 1 esetén. Viszont
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lim {/-L = 1, tehat a kritérium nem alkalmazhato az [ = 1 eset-
n—00 n
ben. N

13. Tétel. (Raabe-Duhamel-féle kritérium). Tekintsik a > a, poziliv
n>1
tagu sort.

a) Ha létezik q €]1,00[ ésng € N dgy, hogy n (#11 — 1) > q, bdrme-

ly n > ng esetén, akkor a Y a, sor konvergens
n>1

b) Ha létezik ny € N gy, hogy n( n_ _ 1) < 1, bdarmely n > ng

An41

esetén, akkor a Y a, sor divergens.
n>1

Bizonyitds. a) Mivel ¢ €]1, 00|, ezért legyen d :== g — 1 > 0. Az adott

egyenlGtlenséget irjuk fel més alakban:

1
na, —napr1 > (1+d)ayr vagy apig < a[nan — (n+ Va1

Innen
Upgra < é[(n0+ Dang+1— (no+2)ang42], - an < é[(n —1)an_1 —nayl;
a kapott egyenlGtlenségeket Osszegezve:
Ungt2 + oo+ ap < é[(no + Dapy+1 — nay) < nO; 1 Ang+1
vagy
ng+ 1

Sp=a1+...+a, <ar+ ...+ apy1 + 7 Qg 1-

Igy az (s,) részletdsszeg sorozat feliilrsl korlatos. Ekkor a 6. Tulajdon-

sag alapjan > a, konvergens.
n>1
b) Ebben az esetben na, — (n + 1)a,+1 < 0 vagy na, < (n +

1)@y, 41, ahonnan kévetkezik, hogy (nay,)psn, Novekvé sorozat. Igy (ng -+
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Dany+1 < na, vagy a, > (no + 1)ang+1 - =, ha n > ng. Viszont a ) <

n>1
harmonikus sor divergens (1. Példa), ezért a 7. Tétel szerint a ) a,

n>1
sor is divergens. O

14. Kévetkezmény. Ha Y a, pozitiv tagi sor és létezik a
n>1

. a
Iim n " _1)=
n—oo an+1

hatdrértek, akkor

a) a sor konvergens, ha l > 1;
b) a sor divergens, ha l < 1;

¢) a kritérium nem alkalmazhatd, ha l = 1.

Bizonyitds. a) A feltétel alapjan barmely € > 0 szamnak megfelel n. €

N tgy, hogy minden n > n. esetén

l—5<n( n —1)<l+5.

Qp+1

Mivel [ > 1, ezért megvalaszthato ¢ > 0 agy, hogy 0 < ¢ < 1 — 1. Igy

q:=1—¢>1¢s n( dn_ _ 1> > ¢, ha n > n.. Kévetkezésképpen a

An41

> a, sor konvergens a 13. Tétel, a) pontja alapjan.
n>1

b) Ha | < 1, akkor az e-t agy valasztjuk meg, hogy 0 < e < 1—1.
Ekkor [ +¢ < 1, ezért n ( dn_ 1) < 1, ha n > ng, ami a 13. Tétel, b)

Gn+1

pontja szerint azt jelenti, hogy > a, divergens.

n>1
c¢) Tekintsiik a > a, sort, ahol a, = az ... «a, és
n>3
1 2
Oy =1———

n nlnn’
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Azonnal lathato, hogy lim n (a“il — 1) = 1. Tgazoljuk, hogy > a,
konvergens. Valoban, mivel

lim {n (anH — 1) + 1} Inn = -2,
n—oo Ay,

ezért létezik ng € N gy, hogy barmely n > ng esetén

{n (anH — 1) + 1] Inn < —§
a, 2

(az € = 1-del). Innen

an+1

‘nlnn—(n—1)lnn < —=
an, 2

vagy

an+1

- -nlnn—(n—l)ln(n—1)<—;—i—(n—l)lnn—(n—l)ln(n—l)

vagy

. 3 n—1
aa:1-nlnn—(n—l)ln(n—l)<—§+1n(nil> :

Kovetkezik, hogy

n 1
a+1-n1nn—(n—1)-ln(n—1)<—§
an

vagy

1
ap-(n—1)In(n—1) —ape1 -nlnn > 50n > 0, (2.2.1)
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ha n > ng. Mivel

n

> (ax- (k—1)In(k — 1) — apyr - kInk) =
k:n0+1
= Qpy+1 - NoInng — api1-nlnn < apyy1 - noInng,

ezért a

Z(an ‘(n—1)In(n —1) — apyq -nlnn)

n>no

sor konvergens. A (2.2.1) és a 7. Tétel alapjan ). ia, konvergens,

n>no
tehat a > a, sor is konvergens. A 3. Kovetkezmény biztositja, hogy
n>no
> a, konvergens.
n>3
Ugyanakkor ) + divergens és lim n (“—” - 1) =1, ahol a,, =
n>1 n—o00 n+1
L. Tehat a kritérium nem alkalmazhat6 az [ = 1 esetben. O

Bolyai Farkas tudomanyos tevékenységének
legfigyelemreméltobb terméke a kétkotetes, latin nyelvi Tentamen. En-
nek kiegészitésében taldlhatod a pozitiv tagi végtelen sorokra vonatkozo
kovetkezs megjegyzése: jelolje az *—™ alaku tort azt a tényez6t, amellyel

a sor a,_1-edik tagjat szoroznunk kell, hogy szorzatként a,-et kapjunk.

n—m
n

an
an—1

Vagyis a,_1 - =a,. Innen m=n—n- Bolyai Farkas szerint:

1) ham > k > 1, akkor a sor konvergens;

2) ha m < 1, akkor a sor divergens; m > 1, de nh_>nolom = 1 esetén
a sor viselkedésérél semmit sem mondhatunk.

Ha kissé més alakra hozzuk a Bolyai-féle kritériumot, akkor az
pontosan megegyezik a Raabe-Duhamel-féle kritériummal. Kétségtelen,

hogy Bolyai Farkas mindenkitél fiiggetleniil talalta eredményét.

9. Példa. Tanulmanyozzuk a

n!
Z($+1)(9:+2)..,(x+n)7 r>-—1

n>1
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sor termeészetét.

A 14. Kovetkezményt alkalmazzuk:

n!
(x4+1)(x+2)...(z+mn)

Ap —

és

. (07% . nx
lim n —1) = lim =x
n—00 Ap41 n—oomn 4+ 1

Igy, ha x > 1, akkor a 3_ a, sor konvergens; ha x < 1, akkor > a,
n>1 n>1

divergens. Ha z = 1, akkor ) a, = Y. — divergens sor (lasd az 1.

n>1 n>1

Példat).

2.3. Miiveletek szamsorokkal

5. Ertelmezés. A > a, sor abszolit konvergens, ha a > |a,| sor
n>1 n>1

konvergens. A > a, sor feltételesen konvergens, ha > a, konver-
n>1 n>1
gens, de nem abszolit konvergens.

10. Példa. A Y (—1)"*- 1 sor feltételesen konvergens a 4. Példa és
n>1

az 1. Példa alapjan.
15. Tétel. Minden abszolit konvergens sor konvergens.

Bizonyitds. Mivel ) |a,| konvergens, ezért a 2. Tétel alapjan barmely
n>1
e > 0 esetén létezik n. € N gy, hogy minden n > n. és p € N esetén

| 1|+ | angp| < e Mivel |api1+. . Fanip| < |ansi|+- . F|anipls
ezért barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik n. € N gy, hogy minden n > n.
és p € N esetén |ap41 + ... + ansp| < €, ami a 2. Tétel alapjan azt

jelenti, hogy > a, konvergens. ]

n>1

16. Tétel. (Weierstrass). Adottak a > a, és Y. b, sorok. Ha létezik

n>1 n>1
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no € N dgy, hogy |a,| < by, barmely n > ng esetén és > b, konvergens,
n>1
akkor > a, abszolit konvergens.
n>1

Bizonyitds. A 7. Tétel és a 3. Kovetkezmény alapjén azonnali az allités.
[

A szamsorok Osszegének a kiszamitasa tugy foghato fel, mint
véges szamu valos szam Osszeadésanak Aaltalanositasa. Ismerve az
Osszeadas tulajdonsagait (asszociativitds és kommutativitas), ter-
mészetesen vetGdik fel a kérdés: milyen tulajdonsigai vannak ennek

az altalanositott miiveletnek?

6. Ertelmezés. Legyen ki < ko < ... < k, < ... a természetes szamok
tetszdleges részsorozata és Y a, adott szamsor. A
n>1

(a1 + ... F+ap) + (Qrg1 + . Faw,) +. oo+ (Qpp + - Fap, )+

sort az adott sor dtcsoportositott sordnak nevezziik.

11. Példa. A > (—1)""! sor divergens, de a (1 — 1)+ (1 —1) + ...
n>1
atcsoportositott sor konvergens.

17. Tulajdonsag. Ha a Y a, sornak van dsszege, akkor barmely dtc-
n>1

soportositotlt sordnak ugyanaz az osszege.

Bizonyitds. Az allitds kovetkezik abbol, hogy az atcsoportositott sor

részlet-Osszeg sorozata az adott sor részletosszeg sorozatanak egy rész-

sorozata. O

7. Ertelmezés. Legyen o : N — N tetszdleges bijektiv fiiggvény és

> a, adott sor. A D ag(n) SoTt az adott sor dtrendezett sordnak
n>1 n>1

nevezzik.

18. Tétel. Abszolit konvergens sor barmely dtrendezett sora ugyanazon

0szszeqii abszolut konvergens sor.
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Bizonyitds. Legyen Y a, abszolut konvergens sor, amelynek Osszege
n>1
s. Je-16lje (s,) és (s),) a > a, illetve a ) a,(m) sorok részletosszeg
n>1 n>1
sorozatait. A 2. Tétel alapjan tetszéleges € > 0 szamhoz létezik n. € N

ugy, hogy barmely m > n > n. esetén

£

. (2.3.1)

\anﬂ\ + ...+ ’Clm‘ <
és
€
2

Legyen m. € N olyan nagy, hogy barmely m > m,. esetén az s/, tartal-

|Sn.41 — 8| < (2.3.2)

mazza az ai,...,G0,, +1 tagokat és jelolje an 114kyy- -y Qnot14k, AZ Sh,
tobbi tagjat. A (2.3.1) miatt

€
|1k, + oo Onet1n | S ne1im | A @1, | < B%

tehat

|t — snosa| < g, (2.3.3)

barmely m > m, esetén. Igy a (2.3.2) és (2.3.3) alapjan

e €
|87, — 8| < |87, = Sneg| + [Snes1 — 8] < B + 5= g,

ha m > max{n.,m.}. Ez viszont azt jelenti, hogy lim s/ = s, tehat
m—0oQ

az atrendezett sor is ugyanazon oOsszegl abszolut konvergens sor. [

Eszrevehets, hogy a 17. Tulajdonsag a sorok asszociativitasara,
mig a 18. Tétel a sorok kommutativitdsara vonatkozik.
A 18. Tétel nem teljesiil, ha a sor nem abszolut konvergens,

amint azt a kovetkezé példa mutatja:

12. Példa. Tekintsiik a > (—1)""' - L feltételesen konvergens sor

n>1
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kovetkez§ dtrendezett sorat:

1 1 1 1 1 1 1 1

e — -——+...
2 4+3 6 8+ +2n—1 4n — 2 4n+

(lasd a 10. Példat). Jelolje s a > (—1)" -1 sor dsszegét. Az atrendezett
n>1
sor részletdsszeg sorozatanak a kdvetkezG részsorozatait irhatjuk fel:

- 1 1 1 . 1 1
/ _ —_ R — _ — =
% = Z(Qk—l 1k — 2 4k) ;(4%;—2 4k)

k=1
1 1 1 n 1 1 n 1 1 1
2 2 3 4 2n—1 2n 2
/ / 1 .
Sant1 = Swmto o 08
, , 1 1
S3ny2 = Sznt

Mm+1 4n+2

Kovetkezésképp

lim s, = lim s. = lim ¢,

tehat az atrendezett sor konvergens és Osszege %s.

19. Tétel. (Riemann). Bdrmely csak feltételesen konvergens sor dtren-
dezhetd gy, hogy az dsszege tetszdlegesen eldre megadott érték legyen

az R halmazbél.

Bizonyitds. Legyen > a, feltételesen konvergens sor, és a € R tet-
n>1

szoleges. Jeldlje p, == 1(|an| + an) és ¢, = 3(Jan| — a,), n > 1. Mivel
> a, konvergens, > |a,| divergens, és p, — ¢n = Qpn, Pn + Gn = |an|,
n>1 n>1
ezért > p, és > g, divergens sorok.
n>1 n>1
Legyen Py, Py, ... és (1,Q2,... a Y a, sor pozitiv illetve
n>1

negativ tagjainak abszolut értékei. Nyilvan a (P,) és (Q,) sorozatok-

nak végtelen sok zérotol kiilonboz6 tagja van, mert ellenkezd esetben a
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>~ a, sor abszolut konvergens lenne. A > P, és > @, sorok a > p,
n>1 n>1 n>1 n>1
és Y gy soroktol csak a nullaval egyenld tagokban kiilonboznek, tehat
n>1
divergensek. Vegyiik az indexek névekvs sorrendje szerint a » | P, sor
n>1
annyi minimélis szamu tagjat, hogy a tagok S,,, Gsszege nagyobb legyen
mint a. A kapott 6sszegbdl vonjuk le a @, sor annyi miniméalis szamu
n>1
tagjat, hogy az S,,, 0j Osszeg kisebb legyen mint a. Az eljarast folytat-

va, az (S, ) sorozathoz és a ) a, sornak egy ) ay(,) Aatrendezett
n>1 n>1

sordhoz jutunk. (S, ) az atrendezett sor részletisszeg sorozatanak egy
részsorozata, amely konvergens és hatarértéke a, ugyanis, ha r parat-
lan, akkor S,,. — a kisebb mint az S,,, Osszeg utolsé pozitiv tagja, ha
pedig r paros, akkor az a — S,,, kisebb mint az S, utols6 tagjanak

abszolut értéke. Mivel a > a, sor altalanos tagja tart zérohoz, ezért
n>1

valoban S, tart a-hoz. Az atrendezett sor (S,,) részletdsszeg sorozata
is tart az a-hoz, mert minden m-re S, kozre foghaté az (S,,,) két olyan
tagja altal, ahol az egyik r index paros, mig a masik r index paratlan.

Ha a = 400, akkor a ) P, sorbdl vegyiink az elsGvel kezdve
n>1
annyi tagot, hogy 6sszegiik meghaladja az 1-et, majd ebbdl az 6sszeghdl

vonjuk le a > @, sor elsé tagjat. Az igy kapott 6sszeghez adjuk hozza a
n>1

>~ P, sor megmaradt tagjai koziil sorrendben annyit, hogy az 0j Gsszeg

n>1

nagyobb legyen mint 2, és ebbdl vonjuk le a > @, sor méasodik tagjat

n>1
stb. Konnyen belathato, hogy a > a, sor ezen atrendezett sordnak az
n>1
osszege +-00.
Hasonlé modon jarunk el, ha a = —oc. O]

8. Ertelmezés. Ha > a, é >.b, adolt szimsorok, akkor ezek

n>1 n>1

Cauchy-féle szorzata alatt azt a Y ¢, sort értjik, ahol
n>1

Cp — albn + agbn,1 + ...+ anbl.
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13. Példa. Szamitsuk ki a > (—1)""1- \/Lﬁ sor 6nmagaval képzett
n>1
Cauchy-féle szorzatat.

Ha a, = b, = (—1)"!. \/Lﬁ, n > 1, akkor a 8. Ertelmezés szerint
> ¢, az a sor, ahol
n>1
1 1 1
: + +.
Vvl V=142 V1y/n

Cn = (_1)n_1

Mivel
1 1

1
FatmEt et

ezért a Y ¢, sor altalanos tagja nem tarthat nulldhoz, tehéat divergens
n>1
(lasd 1. Tulajdonsag). Viszont a Leibniz-kritérium alapjan (4. Tétel) a

|cn| > =1,

3" a, sor konvergens. Igy két konvergens sor Cauchy-féle szorzata nem
n>1
feltétleniil konvergens.

20. Tétel. (Cauchy). Adottak a 3 a, és Y b, abszolit konvergens

n>1 n>1
sorok, amelyek dsszegei s és t. Ekkor a > ¢, Cauchy-féle szorzatuk is

n>1
abszolit konvergens és dsszege st.
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az a;b; alakt tagok barmely S véges
Osszege esetén létezik nyg € N ugy, hogy az s,, = a1 + ... + a,, és
tny = b1 + ... + by, Osszegek szorzata tartalmazza az S minden tagjat.
Ekkor

S| < D labl < Y laibil = > aal - bl =

1<i,j<no 1<i,5<no

- (S (B (2) (20)

Kovetkezésképp a > |¢,| sor minden részletosszege korlatos,
n>1
tehat a 6. Tulajdonsag miatt > |c¢,| konvergens, vagyis > ¢, ab-

n>1 n>1
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szolut konvergens. Alkalmazva a 18. Tételt kovetkezik, hogy a > ¢,
n>1
sor jol meghatarozott, a tagok sorrendjétdl fiiggetleniil. Sajatos eset-

ben a szorzatsor Osszege megadhatd, mint lim s,t, = st. ]
n—oo

14. Példa. Mivel a > ¢"~! sor abszolut konvergens, ha |q| < 1 és a

n>1
sor Osszege ﬁ, ezért a 20. Tétel szerint

_ n—1 n—1 . 2 n—1
l—q —(Zq >~(Zq >—1+2q+3q +o+ng T

n>1 n>1
ahol |¢| < 1.

21. Tétel. (Mertens). Ha a > a, és > b, sorok konvergensek,

n>1 n>1
osszegetk s €s t, és legaldbb az eqyik abszolit konvergens, akkor a kétl

sor Cauchy-féle > ¢, szorzata szintén konvergens és dsszege st.
n>1

Bizonyitds. Legyen s, = a1+ ...+ ap, t, = b1+ ...+ by, up, = 1 +
..+ ¢y, ahol ¢, = a1b, + .. . + a,b;y. Feltételezziik, hogy > b, abszolat

n>1
konvergens. Ekkor

U, = arby + (a1be + aghy) + ...+ (a1b, + ... + anby) =
= bpar +bp1(ar +a2)+ ...+ bi(ar + ... +a,) =
= S1b, + Ss3bp_1+ ...+ 8,01 =
= (s1—=8)bp+ (s2—8)bp1+...+(8p—8)b1 +8(by+...+b,) =
= (s1—=8)bp+ ...+ (sn — s)b1 + sty (2.3.4)

Mivel hm (sn —s)=0¢és > |b,| konvergens, ezért (lasd a 2. Tételt is)

n>1
barmely e > 0 szamhoz létezik n. € N tgy, hogy minden m > n > n.

esetén [s, — 5| < & és by 2| + ...+ |bn| < . Attérve hatarértékre m
szerint, |by. o] + |bn.s3| + ... <e.

Jelolje M := sup{|s, — s| : n € N} és legyen n > 2n. + 2. Ekkor
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n—mng > n. + 2, ezért

[(s1 = 8)bn + -+ + (Snct1 — 8)bn—n. + (Snet2 — $)bnn.—1 +
+. (s — 5| <

n n—me—1
<M D> |l +e D Il <
k=n—ng¢ k=1
<M Z |bk|+sz |bk,]<s<M+Z|b |>
k=ncs+2 n>1

ami azt jelenti, hogy

lim ((s1 — 8)bp+ ...+ (s, — 8)by) = 0.

n—oo

Innen és (2.3.4) alapjan hm un, = lim (st,,) = st, amit igazolni kellett.
n—oo
O]

22. Tétel. (Abel) Adottak a > a, és Y. b, konvergens sorok, dsszegeik

n>1 n>1

s ést. Ha Y ¢, konvergens, akkor a sor dsszege st.
n>1

Bizonyitds. 1tt is a 21. Tétel bizonyitasa soran hasznalt jeldléseket al-

kalmazzuk. Legyen lim u, = u. Ekkor barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik
n—oo

n. € N gy, hogy minden n > n. esetén |u, —u| < £. Igy

ul—i-...—i—un_u <

IN

1 1 1
—|uy —ul+ .o —|up, —ul + = |up —ul+ .+ —|uy —ul <
n n n n

n—n.

IN

1 €
—|uy —u|+ .+ = U, —u| + =<
n n 2

< Lu—ut 4] N+
—(luy —ul+ ...+ |u,. —u —.
n ! € 2

Viszont

1
lim —(ju; —u|+ ...+ |u,, —ul) =0,

n—oo M
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ezért létezik n. € N agy, hogy n > n. esetén

(=l o, = l) <
—(luy —u|+ ..+ U, —u =
nt ) 2
gy n > max{n.,n’} esetén
UL+ ... +u,
— "yl <e,
n
vagyis
i e U (2.3.5)
n—o00 n

Tovabba, az u, = s1b, + ...+ s,b; alapjan irhato (lasd a (2.3.4) egyen-
16ségeket), hogy

uF ..o tu, = sitbi+. o+ (s1hy ..o+ spby) =
= s1(by+ ... +by) +s2(b1+ ... Fbp1) ...+ Spby =
= Sntl + Sn_ltg + ...+ Sltn.

Innen
U+ ...+ Uy . Snt1+...—|—81tn_
n n
Sp—S)t1 + ...+ (81 — s)t, t1+...+1
Hasonléan a (2.3.5) egyenlséghez bizonyithato, hogy
t4 4t
lim 2Ty (2.3.7)
n—oo n

mert lim ¢, = t. Ezért elegendé azt igazolni, hogy
n—oo

lim (S — S)t1 + ...+ (51— s)tp _0
n—oo n o ’
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ami a (2.3.5), (2.3.6) és (2.3.7) alapjan azt jelenti, hogy u = st.
Mivel lim [s, — s| = 0, ezért a (2.3.5) egyenldséghez hasonloan
n—oo

igazolhato, hogy

. si—=sl 4+ s — s
lim

n—00 n

=0. (2.3.8)

Masrészt, a > b, sor konvergens, tehat a (¢,) sorozat korlatos, vagyis
n>1

létezik M > 0 gy, hogy |t,| < M, barmely n-re. Igy

(Sn— S)t1 + ...+ (51 — )ty SM’|51—3\+...+]sn—s]’
n n

ahonnan a (2.3.8) szerint a

lim (Sn—S)t1 4+ ...+ (51— S)tn

n—o0 n

=0

is teljesiil. O



3. fejezet

Valo6s valtozos valos fuggvények

differencialszamitasa

3.1. A végtelen kicsiny mennyiségek

analizise

A XVII. szazad matematikijaban a legnagyobb eredmény
kétségteleniill a differencidl- és integralszamitas felfedezése volt.
A differencidl- és integral-szamitast [. Newton és G.W. Leib-
niz, valamint legkozelebbi munkatarsaik és tanitvanyaik fogalmaztak
meg miveikben. Nagy jelentGségi atalakulas kezdetét jelentette
az, hogy a matematikiban megjelentek az infinitezimalis menny-
iségek analizisének modszerei. Ennek létrejétte hosszu folyamat,
ame-
lynek lényege a matematikan beliil a differencidl- és integralszamitas,
valamint a sorelmélet elemeinek felhalmozodasa és elhatarolodasa volt.
ElsGsorban a mechanika, az asztronomia és a fizika sziikségletei voltak e
folyamat inditookai. Ezek a tudoméanyok nemcsak bizonyos felada-

tok meg-oldasanak koévetkezményét allitottak a matematika elé, de

41



42 3. Valos valtozoés valos fiiggvények differencialszamitasa

a fliggvénykapcsolat lényegérél és megjelenési forméirol alkotott
elképzeléseket is gazdagitottak. Az infinitezimalis modszereket, a val-
toz6 mennyiségek matematikajanak alapjait a matematika és a rokon-
tudomanyok szoros kélcsonhatasa alapjan dolgoztak ki.

A XVII. sz. matematikidjaban kialakultak az elégséges feltételek
a végtelen kicsiny mennyiségekkel val6 szamolds megalkotasdhoz.
Ezek a feltételek a kovetkezGk: az algebra kialakulasa és a szamitési
technika fejlédése; a valtozdé mennyiségek és a koordindta-modszer
bevezetése; az Okoriak, de kiilonésen Arkhimédész infinitezimélis gon-
dolatainak elsajatitasa; kvadratira, kubatira kiszamitasara, tovabba
silypont, érints, szélsGérték stb. meghatarozasira vonatkozo felada-
tok megoldasi médszereinek felhalmozodésa. Ilyen természeti feladatok
megoldasidban, a megoldas altalanos modszereinek keresésében, tehat
végeredményben az infinitezimélis analizis létrehozasaban sok tudoés
mikodott kozre, koztiik J. Kepler, G. Galilei, B. Cavalieri, E. Tor-
ricelli, B. Pascal, J. Wallis, P. Fermat, R. Descartes, I. Barrow és
még sokan méasok. A matematikai analizis elemeinek kialakitédsa sza-
mos tudos sokoldala alkoté munkajinak eredménye.

Az analizis legkorabbi forméaja a fluxidelmélet volt, amelyet
Newton fedezett fel. A matematika Newton tudoményos vildgszem-
léletében a természettel foglalkoz6 Aaltalanos tudomanyok — a ter-
mészetfilozofidnak — részeként és a fizikai kutatasok eszkozeként jelen-
tkezett. Newton a mechanika matematikai apparatusaként dolgozta ki
modszerét, amely figyelembe vette a mozgast, és megragadta a sebesség
és gyorsulas fogalmat. Ezt a modszert a fluxiok modszerének, illetve
elméletének nevezte.

A fluxidelmélet a folytonos mechanikai mozgasok kiilonboz6
absztrakcidjaként bevezetett valtozé mennyiségeket tanulmanyozza.
Ezeket Newton fluenseknek nevezi. Minden fluens fiigg egy altaldnos

valtozotol, az id6t6l, amely absztrakt, egyenletesen folyo, fliggetlen



3.1. A végtelen kicsiny mennyiségek analizise 43

mennyiség. Ez nem okoz bonyodalmat, mivel a feladatokban szerepld
valtozok Osszefiiggését nem zavarja. A tovabbiakban bevezeti a fluens
folyasanak sebességét, vagyis az id§ szerinti derivaltjat, amelyet fluxio-
nak nevez. Mivel a fluxié maga is valtozé, ezért lehet beszélni a flux-
i6 fluxiojarol, stb. Ha a fluenst y jeloli, akkor az elsd, masodik stb.
fluxio jelolése: .1,y stb. A pillanatnyi sebességek, vagyis a fluxiok
kiszamitasdhoz a fluensek végtelen kicsinnyel valé megvaltoztatasara
van sziikség, ezeket momentumoknak nevezi Newton. Az id6 momen-
tumanak jele o; igy az y fluens momentuma oy lesz. Ezek szerint a pil-
lanatnyi sebességnek az id6 momentumaval val6 szorzata adja a fluens
momentumét. Lényegét tekintve a fluens momentuma nem més, mint a
fluens differencialja. Newton szimboélikaja nem olyan kényelmes, mint a
differencialas Leibniz altal bevezetett és napjainkban altaldnosan elter-
jedt szimbolikaja. Azonban a Newton-féle jelolés is fennmaradt, példaul
a mechanikaban.

A fluxidelméletben két {6 feladat megoldasa meriil fel, amelyeket
Newton mind mechanikai, mind matematikai terminol6giaval megfogal-
maz:

1) Meghatarozanddé a mozgés sebessége egy adott idGpillanat-
ban, ha adott az ut. Mas szoéval: meghatarozando a fluxiok kozotti
Osszefiiggés, ha adott a fluensek Gsszefiiggése;

2) Meghatarozandé az adott idépillanatig befutott 1t
ha ismeretes a mozgas sebessége. Matematikai terminologiaval:
meghatarozando a fluensek kozotti dsszefiiggés, ha adott a fluxiok dssze-
fliggése.

Az els6 feladat, a fluxidelmélet tgynevezett egyenes felada-
ta, altaldban implicit fliggvények differencidlasat és a természet elemi
torvényszertségeit kifejez6 differencidlegyenletek elGallitasat jelenti. A
mésodik pedig — a fluxidelmélet forditott feladata — a legaltalanosabb

alaku differencidlegyenletek integralasaval ekvivalens. Az utobbi fela-
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dat specialis eseteiben a primitiv fiiggvények elGallitasarol van szo. Igy
az integrél, a fluxidelméletben elGszor, hatarozatlan integral alakjaban
jelenik meg.

Az egyenes feladat megoldasara Newton egységes szabalyt
vezetett be — a fliggvények differencialéasi algoritmusat, amely soran al-
kalmazta a rola elnevezett binomialis tételt és a fliggvények hatvanysor
elgallitasat. Az a fiiggvényosztaly, amelyet Newton vizsgalt, még arany-
lag korlatozott volt, ezen beliil a fiiggvények hatvanysor elGallitasaval
nem meriilt fel kétség. A fluxidelmélet forditott feladata, amely sz-
erint meghatérozandé a fluensek kozotti Osszefiiggés a fluxiok kozotti
ismert Osszefiiggésbdl, ebben a megfogalmazasban rendkiviil altalanos.
Fokozatosan alakult ki az a modszer, amellyel Newton az ennyire al-
taldnos problémak megoldasat és a megoldas eszkozeit megragadta.
Mindenekel6tt, a fluxiok meghatérozasaval elért eredmények egysz-
erti megforditasa révén igen sok kvadratirdhoz jutott, amelyek segit-
ségével megallapitotta, hogy ez a megforditas csak egy additiv kons-
tans erejéig egyértelmid. Amikor az egyenes modszer kdzvetlen meg-
forditasa nem vezetett sikerre, Newton a fluxiéelmélet univerzalis mod-
szeréhez, a fliggvények hatvanysorba fejtéséhez folyamodott. A fiig-
gvények hatvanysorba fejtéséhez Newton a kdvetkezdket haszndlta a

leggyakrabban:

n
a) az (a+b)" = Y (})a*d"~* binomialis tételnek altalanositasat tort

és negativ hatvanykitevs esetére;

b) a raciondlis tortfliggvény szamlalojanak a nevezével valo

elosztasat;
¢) a hatarozatlan egyiitthatok modszerének kiilonféle formait;

d) a valtozok helyettesitését, valamint a koordinatarendszer transz-

“ e,

formaciojat;
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e) attérést az inverz fliggvény hatvéanysorara.

A hatvanysorba fejtés apparatusa hatékony alapjat képezte a
Newton-féle fluxioelméletnek. Ennek alapjan valt lehet6vé az anali-
tikus fiiggvények eléggé széles osztalyara a differencidlas és integralas
bevezetése, fliggvények szélsGértékeinek meghatarozésa, a fluxivelmélet
modszereinek szdmos alkalmazasa a geometridban, mechanikaban és
mas tudomanyokban. Newton egyik 1676-ban irt levelébdl lathato, hogy
milyen messzire jutott a fluxidelmélet nehéz kérdéseinek vizsgélatdban.

Ebben a binomialis differenciél integ-ralhatosaganak feltételét kozolte:

az iy = az’(e+ f2") csak akkor integralhato, ha (”Tl vagy (”Tl + A vagy
A egész szam.
A Newton altal

megalkotott fluxidelméletnek a legnagyobb hidnyossdga az volt, hogy
logikailag nem volt kielégitGen megalapozva. A valtozokkal és a végte-
len kicsiny mennyiségekkel végzett miiveletek bevezetése nagyszamu
Osszefiigegd alapfogalom és probléma racionalis magyarazatanak
sziikséges-ségét vetette fel. Newton ezt jol tudta, de a felmeriilt ne-
hézségekkel nem tudott megbirkézni. Ennek oka abban keresendd, hogy
a hatarérték fogalma, barmilyen alakban is jelenjen meg, nem algo-
ritmikus fogalom. Lehetetlen e fogalmat a meghatarozasihoz valoban
elvezetd miiveletek sorozataval kapcsolatba hozni. A hatarérték feltéte-
les targyalasatol (legyen adott e > 0; akkor talalhato olyan § > 0, hogy
stb.) Newton még tavol alt; e targyalasmod csak a XIX. sz. vége felé
nyert polgarjogot.

A végtelen kicsinyek analizisének egy mas forméaja a differen-
cidlokkal valé szamolasnak volt szentelve. Az 4j kalkulus szerzGje G.W.
Leibniz volt. A Leibniz-féle kalkulus nagy vonasokban a kovetkezd pre-
misszakbol keletkezett:

a) sorosszegezési feladatok (1673-t6l) és véges kiilonbségrendsz-

erek vizsgélata;
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b) az érint6meghatarozas feladatanak megoldasa a Pascal-féle
karakterisztikus haromszog segitségével, és fokozatos attérés a véges
elemek kozotti Osszefiiggésekrdl a tetszélegesekre, majd aztan a végtelen
kicsinyekre;

¢) érintGkre vonatkozo forditott feladatok vizsgalata, a végtelen
kis kiilonbségek Osszegezése, a differencidl- és integralfeladatok kolc-
sonos kapcesolatanak felfedezése (koriilbeliil 1676-ban).

Kozben az évek soran Leibniz sokat préobéalkozott a kényelmes
szimbolika kidolgozasaval. Ennek soran jutott arra a gondolatra, hogy
a végtelen kis kiilonbséget a d szimbolummal jeldlje (d a differencia
roviditése). Cavalieri és Pascal nyoman az integralt mint végtelen sok
ordinata Gsszegét fogta fel és az omn y vagy még gyakrabban az omn [
szimbolummal jel6lte. Kés6bb az omn szimbolumot [-ra véaltoztatta, a
Summa sz6 kezdSbetijébdl kiindulva. A feladatok kolesénos kapcesolatét
ugyancsak igyekezett a szimbolumokban visszatiikrozni: ha f [ = ax,
akkor | = %¢. Rovidesen arra a gondolatra jutott, hogy jobb d(ax)-
et irni; lévén a dr ugyanaz, mint az 7, mert mindkett§ a kozeli x-
ek kiilonbségét jeloli. De d(ax) = [-bdl az kovetkezne, hogy a d(ax)
differencial egyenls a véges | mennyiséggel. gy fokozatosan tisztazo-
dott, hogy az integral szimbolumanak olyan tovabbfejlesztése sziikséges,
amelyben a differencialargumentum szimboluma is szerepel: [y d.

Az 1684-es memoér a differencidlszamitést targyald értekezés
volt. Két évvel kés6bb, 1686-ban De geometria recondita cimmel
napvilagot latott Leibniz masik mive, amelyben az elemi fiiggvények
sokasaganak integraléasi szabdlyait gytijtotte Ossze, hangsilyozva az in-
tegralés és differencidlas miiveletének kolesonos inverz kapcesolatat.

A végtelen kis mennyiségek analizise ily médon tuljutott a meg-
fogalmazas stadiumén, és rendkiviil gyiimoles6z6 4j matematikai tu-
domannyé valt. Az 4j kalkulus gyors elterjedését elGsegitette az is,

hogy Leibniz és tanitvanyai, valamint kovet6i — akik koziil kiemelkedett



3.1. A végtelen kicsiny mennyiségek analizise 47

Jakab Bernoulli és Johann Bernoulli — aktiv propagandat fejtettek ki
ennek érdekében. Leibniz felfedezései azonban ezzel nem meriiltek ki.
1693-ban kiterjesztette az 0j kalkulust a transzcendens fiiggvényekre,
1695-ben publikalta az altalanos exponencialis fiiggvény differencialasi

szabalyat és a szorzat t6bbszoros derivaldsanak

m(m — 1)

) A" dPy L

d™(zy) = d™x - dy + ? A" dy +
képletét; ugyanekkor sikeriilt altalanositania a differenciél fogalmat a
negativ és tortkitevGk esetére; majd 1702-1703 folyaman kidolgozta
a racionalis tortfiiggvények integraléasi eljarasat. Az 4j kalkulus segit-
ségével Leibniz sikeresen oldotta meg a nehéz és gyakorlati fontossagu
feladatok sorat. 1691-ben meghatarozta azt, hogy milyen alakot vesz fel
a végein felfiiggesztett sulyos, de hajlékony homogén fonal, és levezette
a lancgdrbe egyenletét. 1696-t6l kezdve 1j, variacios feladatok foglalkoz-
tattak. Ezzel kapcsolatban megoldotta a brachystochron problémaéjat,
és modszert talalt a geodetikus vonalak prob-lémajanak megoldésara.

Az 1j kalkulus kidolgozésa és gyakorlati sikerei olyan szin-
tet értek el, hogy 1696-ban megjelenhetett a differencialszamitéassal
és annak geometriai alkalmazésaval foglalkoz6 elsé tankdnyv, G.F.
L’Hospital: A végtelen kicsinyek analizise cimi miive. A differencial-
szamitas rovid id6 alatt az egész matematika kdzponti teriiletévé valt.
De volt egy gyenge pontja: tisztazatlan maradt az, hogy az alapfogal-
maira — amelyek olyasmikre tamaszkodtak, mint a végtelen kozeliség,
végtelen kicsinység vagy valamely folyamat végtelen folytonossaga —
milyen racionélis magyarazat adhat6. A végtelen kicsiny mennyiségek
analizise megalapozésanak problémaja éppen gy meghaladta Leibniz
erejét, mint ahogy a Newtonét is. A matematikdnak ebben a fontos fe-
jezetében az alapok tisztédzatlanok maradtak. Ezt oldja fel a hatarérték-

elmélet kidolgozasa.
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A XVIII. sz matematikusai az infinitezimalis analizis
megalapozasanak szamos modszerét kiprobaltdk. De majdnem min-
den esetben gyorsan kideriilt e mddszerek ki nem elégité volta. Csak
a hataratmenetre alapozott modszerben nem talalt a kritika lényeges
hézagokat és ellentmondéasokat. A hatarérték modszert hivei — J.L.
d’Alembert, J. Liouville és méasok — igen &llhatatosan védelmezték,
és igyekeztek megmagyarazni a hatarérték fogalmanak értelmét és sz-
erepét. A differencidlasnak azonban d’Alembert sem tudott a végte-
len kicsinyek leibnizi elhanyagolasaval szembeéllitani valamilyen — a
hatarérték vizsgalatan alapulod — ésszerti modszert. Az altala javasolt

eljaras roviden az

g Leth) @
h h=0
formulaval irhato le. Ez az eljaras nyilvanvaléan feltételezi a fiig-
gvények sorbafejthetéségét; azonkiviil ebben lényegében még nincs szo
a hatarértékekkel végzett miiveletekrsl. A hatarérték fogalom és a vele
kapcsolatos fogalmak hasonlé meghatirozasa csupan az infinitezimalis
analizis megmagyarazasat és végiil eredményei helyességének igazolasat
szolgalhatta. Igy is fogtak fel a fogalmakat. De a hatarérték vizsgalatok
meghonositisa az analizisben tobbet kovetelt: azt, hogy e vizsgalatok
modszert adjanak az analizis problémainak megoldasahoz. Ezen az titon
nagy nehézségeket kellett legy6zni, mert:
a) nem volt tisztazva, hogy mikor létezik hatarérték;

b) nem volt algoritmus a hatéarérték kiszamitasara;

¢) hidnyzott a hatarérték olyan matematikai kifejezése, amely

lehetGvé

tette volna a veliikk végzett miiveleteket, és hianyzott a
megfelel§

szimbolika.

A XVIIL sz. végén, a XIX. sz. elején mér sok matematikus
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miive tiik-rozte a hatarérték-elmélet felépitésének sziikségszeriiségeét.
A matematikusok egyre inkdbb ebben lattdk a matematikai analizis
megalapozasdnak és gyokeres atépitésének utjat. Ezen a téren A.L.
Cauchynak vannak a legnagyobb érdemei. Itt kell megemliteni min-
denekel6tt Cauchynak a parizsi Ecole Polytechnique-on tartott hires
el6adéasait.

Cauchy 1807-ben fejezte
be tanulmanyait az Ecole Polytechnique-on. Ez a tanintézet — amelyet
hadmérnokképzé céllal 1794-ben a nagy francia polgéri forradalom ide-
jén nyitottak meg — késGbb az orszag vezeté mérnokszak-ember utan-
potlasanak legfontosabb bazisava valt. Az Ecole Polytechnique hall-
gatoi az elsé két évben alapveté matematikai, mechanikai és miiszaki
rajz képzést kaptak, azutan tovabbi két év alatt a specidlis mérnoki
ismereteket sajatitottdk el a tanintézet négy szakosztalydnak valame-
lyikében. Ezek koziil a legnagyobb hirnévnek a Kozlekedési Utak In-
tézete 6rvendett. Cauchy is itt tanult, majd utana (1813-ig) mérnokként
dolgozott.

1816-ban az Akadémia tagjava valasztottdk, és kinevezték az
Ecole Polytechnique professzorava, ahol Franciaorszag legjobb matem-
atikusaival dolgozhatott egyiitt. Azonban 1830-ban nyolc évre emigra-
cioba kény-szeriilt monarchiabarat meggy6z&dése miatt. Franciaorszag-
ba visszatérve, a
jezsuitak kollégiuméban tanitott, és csak 1848-ban nevezték ki a périzsi
Sorbonne professzorava.

Cauchy tudoményos produktivitiasa rendkiviili volt. A biogra-
fiskban 789 publikalt munkaja szerepel. Koziiliik a legtobb a matem-
atikai analizis kiilonb6z& teriileteivel és alkalmazasaival foglalkozik. A
komplex fiiggvénytan modszeres felépitése jelentés mértékben Cauchy-
nak koszonhets. A differencidlegyenletek elméletében elért legfontosabb

eredményei: az un. Cauchy-feladat; a valés és komplex valtozos ese-
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tre a megoldasok egzisztencidjanak alaptételei; a majoransmodszer és
az els6rendd parcidlis differencidlegyenletek integralasara a karakter-
isztikus savok modszere. Tovabbi fontos eredményei vannak a geome-
tria, a szamelmélet, az algebra terén, jelent&sek a rugalmassiagelméleti
és optikai munkai.

Cauchy az Ecole Polytechnique-on matematikai analizisb6l tar-
tott elGadésokat. El6adasainak anyagat tankonyvekben publikalta.
Koziiliik a legjelentdsebbek: Cours d’analyse (1821), Résumé des lecons
donneé sur le calcul infinitésimal (1823), Legons sur le calcul differ-
ential (1829). Ezeknek a konyveknek azért van kiilondsen nagy jelen-
tGségiik, mert a matematikai analizisnek a hatarérték-elméletre alapo-
zott kovetkezetes felépitése ezekben taladlhatdo meg elGszor. Cauchy
Cours d’analyse cimid konyvének tartalma mar sokban emlékeztet a
matematikai analizis alapjainak mai targyalasara. El&szor bevezeti a
végtelen kicsiny mennyiséget mint olyan valtozot, amelynek hatarértéke
nulla. A fiiggvény folytonossagat azzal értelmezi, hogy az argumentum
végtelen kicsiny névekménye mellett a megfelels fiiggvényérték noévek-
ménye végtelen kicsi. Nagyon gondosan targyalja a végtelen sorok kon-
vergenciajanak kérdését: szerinte egy végtelen sor akkor konvergens, ha
véges sok tagbol allo részletosszegeinek van hatarértéke. Hogy a kon-
vergencia fogalmét a sorok minél szélesebb osztéalyaira kiterjeszthesse,
a jelvaltozo sorok konvergenciajat kapcsolatba hozta a tagok abszolut
értékeibgl allo sor konvergenciajaval. Az ilyen médon bevezetett ab-
szolut konvergenciara vonatkozolag bebizonyitott egy sor tételt, pédaul
azt, hogy két abszolut konvergens sor szorzataként elGallo sor Osszege
egyenl$ a sorok Gsszegeinek szorzataval.

Cauchy méasodik kényvében (1823) ugyanaz a torekvés — az egész
analizisnek hatarérték-elméleti alapokon toérténd felépitése tiikrozédik.
A differencidlszamités olyan felépitésben jelent meg, amely mar egészen

kozeli az &ltalunk megszokott targyalasmodhoz. Cauchy differenciél-
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szamitasara jellemzé az

[z +h) - f(z)
h

= f(x+6h), 0<6<1,

kozépértéktétel modszeres alkalmazésa is.

3.2. Valos valtozés  valés  fliggvények

hatarértéke

Mint ismeretes, a V C R az zy € R pont kdrnyezete, ha létezik
d > 0 ugy, hogy z¢ €|xg — 9, xo + d [C V. Az xy pont kirnyezeteinek
halmazat jelolje V(zo).

Tovabba, o € R az A C R halmaz torlédasi pontja, ha barmely
V€ V(xg) esetéen V N (A \ {xo}) # 0. Az A torlodasi pontjainak

halmazat A’ jeloli.

1. Ertelmezés. Tekintsiik az f : A — R (A C R) fiigguényt és legyen
xg € A'. Azl € R pontot az f fligguény hatdrértékének nevezzik az
xo pontban, ha barmely V € V() esetén létezik U € V(xo) gy, hogy
minden x € U N A, x # xo pontra f(x) € V. Jeldlés: xhji}o f(z)=1.

Az értelmezés kiterjeszthets az xy = +00 vagy xg = —oo esetre
is. Ekkor U € V(4o00) (illetve U € V(—00)) azt jelenti, hogy létezik
b € R ugy, hogy |b,+oo[C U (illetve | — oo,b[C U). Hasonléan a
hatarérték fogalma [ = 400 és | = —oo esetekben is értelmezhetd. A

tovabbiakban mindig [ € R.

1. Tétel. Adottak az f : A - R (A CR),zp € A ésl € R. A

kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

a) lim f(z) =1,

Tr—T0
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b) bdarmely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan § = §(g) > 0 szdm, hogy

minden v € A, x # xy és |x — xo| < & esetén |f(x) — 1] < ¢

¢) (Heine) minden (x,), x, € A, x, # x9, lim z, = xy sorozat
n—0o0
= 1.

esetén lim f(z,)
n—oo

Bizonyitds. a) = b) Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel |l —e, [+¢[€ V(I),
ezért létezik U € V(x) Ggy, hogy f(x) € |l—¢, l4+¢ [, barmely z € UNA,
r # xy esetén. Ha U € V(xg), akkor létezik § = () > 0, amelyre
lzg — 0, 29+ 6[C U. Igy minden = €]xg — 6, zo + 0|, v # 2 pont
esetén f(z) €]l — e, | + ¢[. Kovetkezésképp barmely ¢ > 0 szamhoz
létezik 0 = () > 0 szam ugy, hogy minden x € A, x # xg, |T —xo| < ¢
esetén |f(x) — 1] < e.

b) = c) A feltétel szerint: barmely € > 0 szamhoz létezik 6 =
d(e) > 04gy, hogy minden x € A, x # xo, |[t—xo| < J esetén |f(x)—I| <
e. Ha (z,,) olyan tetsz6leges sorozat A-ban, hogy z,, # xq és 7»}1_>r20 T, =
xg, akkor a d(g) > 0 szamhoz létezik n. € N agy, hogy |z, — x| < 0(¢),
ha n > n.. gy |f(z,) — 1] < &, ha n > n., ami azt jelenti, hogy
lim f(z,)=1.
. ¢) = a) Feltételezziik, hogy létezik V' € V(I) gy, hogy minden
U € V(xg) esetén létezik x € U N A, x # xo, amelyre f(x) & V. Legyen

1 1
Up:= |zo——, o+ —| €V(xg), neN.
n n

Ekkor létezik z, € U,NA, x,, # x, ugy, hogy f(x,) ¢ V. Mivel z,, € U,
ezért |x, — xo| < %, n € N. Igy lim z, = x. Alkalmazva a feltételt
kovetkezik, hogy lim f(z,) = I. E?éﬁ létezik ng € N azzal a tulajdon-
saggal, hogy f(xngzmw ha n > ng. Ez viszont ellentmond az f(x,) € V,
n € N tetszéleges, allitasnak. Kovetkezésképpen nh_)rrolo flz) =1 ]

1
1. Példa. ling)xsin— =0, ahol z € Aés A =R\ {0}.
z—

T
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Valoban, barmely £ > 0 szamra legyen 6 = §(¢) = ¢ > 0. Ha
xr € A és |z| < 9, akkor

1
x31n——0’§|x|<5:5.
T

. 1
Igy az 1. Tétel szerint lim zsin — = 0.
x—0 €T

—1, hazxz <0
2. Példa. A sgn: R — R, sgnz = 0, hax =0 eldjelfiggvénynek
1, hazxz>0
nem létezik a hatarértéke az xy = 0 pontban (sgn a sign = jel
roviditése).
Valoban, az (z,), ©, = —% és (2), aj, = L sorozatokra
lim z, = lim 2/, = 0 és lim sgn(z,) = —1, lim sgn(a}) = 1, ami
n—oo n—oo n—oo n—0o0
az 1. Tétel alapjan azt jelenti, hogy nem létezik a lim sgn(x).
Tr—xTQ

2. Ertelmezés. Az f : A - Résg: A — R (A CR) figguények
0sszege, szorzata és hdnyadosa rendre a kovetkezd fligguények: f+g,
fr9. L A= R, ahol (f + g)(x) = f(a) + g(x); (f - 9)(x) = f(x)-
g(x) illetve (%) (x) = %, ha g(z) # 0, barmely x € A esetén. Ha
f:A—=Ré aeR, dkkor az af : A — R, (af)(x) = a- f(z)
sajdatos szorzatfigguényt az  fliggvénynek az o valos szammal valo
szorzatdnak nevezziik.

Az f A — R fiigguény abszolit érték fiiggvénye az |f| :
A =R, |fl(x) =|f(x)] figguény.

3. Ertelmezés. Az f: A — R (A C R) fiigguény korldtos, ha létezik
M >0, amelyre |f(x)| < M, birmely v € A esetén; f alulrdl (feliil-
rél) korldtos, ha létezik m € R (M € R) gy, hogy m < f(z) (f(z) <
M), barmely x € A esetén. Az f : A — R korldtos fiigguény eléri
hatdrait, ha létezik x1,29 € A dgy, hogy f(x1) = inf{f(x) : © € A}
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és f(xy) = sup{f(x) : * € A}; x1 az f mintmum pontja, x4 az f

mazximum pontja.

A bebizonyitott 1. Tétel alapjan, felhasznalva a sorozatok tula-
jdonsagait, az adott pontban hatarértékkel rendelkezé fliggvényekre az

alabbi tulajdonsigokat lehet megallapitani:

2. Tétel. a) A figgvények hatdrértéke egyértelmd.

b) Legyen f : A - R (A C R), zp € A" ésl € R. Ha létezik
U € V(xy) valamint h : UNA — R gy, hogy |f(z) —1| < h(x ) minden
reUNA, x# xy esetén és hm h( ) =0, akkor hm f(z) =

¢) Ha xlig;lof( x) =1, akkor hm |f(z)] = |l]

d) Ha lim f(z) = I, akkor letezzk U e V(xyg) és M > 0 gy,
hogy | f(x)| < gfg\z,xobdrmely x € UNA esetén (az f figguény korldtos az
U N A halmazon).

e) Ha xlggl() f(z) =1 € R\{0}, akkor létezik U € V(xy) tgy, hogy
minden x € U N A, x # xq esetén f(x) az l-lel azonos eldjeli.

f) Adottak az f : A —-R (ACR)ésg: B—R(f(A) CBC
R) fiigguények. Ha léteznek a J}Lrgo f(x) = up € B és ulggo glu) =1
hatdrértékek, tovdbbd, létezik U € V(xg) tgy, hogy f(x) # ug, barmely
r € UNA, x # xg esetén, akkor létezik a 1im (g o f)(z) hatdrérték és
eqyenld l-el. o

g) Ha az f,g : A — R (A C R) figgvényekre hm flz) =1 és
lim g(x) = I, akkor xli)mo( (x)+g(x)) =l + o -

h) Ha az f,g: A — R (A CR) fuggvenyekre lim f(z) =1 és
lin g() = b, akbor lim (f(z) - g(r)) = o

i) Ha az f,g : A — R (A C R) fuggvenyekre hm flz) = 14,

(z
g(x) # 0, barmely x € A esetén és lim g(x) =1y # 0, akkor lim {2 =

T—rT0 x—)xo ( )
I
la

j) Ha az f,g : A - R (A C R) figguények esetén léteznek a
lim f(x) = Iy, lim g(x) = ly hatdrértékek és U € V(xy) gy, hogy
Tr—TQ

Tr—T0
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f(x) < g(z) vagy f(x) < g(x), barmely x € UN A, x # xo esetén,
akkor [y <.

k) Ha az f,g : A — R (A C R) figguények esetén léteznek a
lim f(x) =1 és xli_gclog(x) = ly hatarértékek gy, hogy 1y < ly, akkor
létezik U € V(xy), amelyre f(z) < g(x), barmely x € UN A, © # xg

eseteén.
1) Ha az f,g,h : A — R (A C R) fiigguényekre f(x) < g(x) <
h(x), minden © € A, x # xy esetén és lim f(x) = lim h(x), akkor
T— T—T0

Zo
létezik lim g(x) és lim f(z) = lim g(z) = lim h(z).
T—T0 Tr—x0 T—T0 T—>T0

3. Példa. lim 2% = 1.

z—0

El6szor igazoljuk, hogy

9 sin x
cos”w <

T
<1, ha 0< < = 3.2.1

Tekintsiik az A(1,0), B(cosz,sinx), C(cos z,0) pontokat, ahol |OD| =
|OC| (lasd 3.1. abra).

Mivel az ¢ — cos’z és x — % fiiggvények parosak, ezért
elegend§ azt igazolni, hogy cos?z < 2% < 1 ha z €]0, 2 [. Osszeha-
sonlitva az OC D< és O AB< korcikkek teriileteit az OABA teriiletével
kapjuk, hogy

teriilet (OCD<) < teriilet (OABA) < teriilet (OAB<).

Tnnen 1|OC| - |CD| < 1OA| - |BC| < L OA| - |AB| vagy zcos?z <

sinz < x. Igy
2 sin x
cos”x <

T .
) 72

A (3.2.1) alapjan |sinz| < |z[, ha 0 < |z| < §. Viszont |sinz| <

T

1, barmely z € R esetén, ezért |sinz| < 1 akkor is teljesiil, ha |z| >

z > 1. Igy [sinz| < |z|, haz € R\ {0}. Az x = 0 esetén sinz = z = 0.
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Kovetkezésképp
|sinz| < |z, (3.2.2)

barmely x € R esetén. Innen azonnal kévetkezik, hogy lin%) sinz = 0
T—
(lasd 2. Tétel, b) pont).
A (3.2.1) alapjan
inx

. S s
1 —sin?z < —= <1, ha |z|< =.
x 2

MAésrészt

lim(1 —sin’z) = 1 — lim(sinx) - lim(sinz) =1 —0-0 =1
z—0 z—0 z—0

(alkalmaztuk a 2. Tétel, g) és h) pontjait). Tekintettel a 2. Tétel, 1)
pontjara kovetkezik, hogy

. sinz
lim = 1.
x—0 I

3. Tétel. (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az f : A - R (A C
R) figguénynek az xy € A’ pontban akkor és csak akkor van hatdrértéke,
ha barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan 6 = d(e) > 0 szdm, hogy
minden x,x' € A, © # xy, ¥ # xo, |T — 30| < 6, |2’ — 20| < I esetén

|f(z) = ()] <e.

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha lim f(x) = [, akkor az 1. Tétel, b) pon-
T—T0

tja szerint barmely ¢ > 0 szamhoz létezik 6 = d(¢) > 0 tugy, hogy

tetszbleges x, 2’ € A, x # x9 # 2/, |x — xo| < 0, |2' — 20| < § esetén

|f(x) =1 < §eés|f(2') =1 <5. Innen

€

’f(x)—f@/)‘S\f($)—l!+]f(x’)—l]<g+2

:87

amit igazolni kellett.

FElégségesség. A feltétel szerint: barmely ¢ > 0 esetén létezik
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0 = d(e) > 0 agy, hogy minden z, 2’ € A, v # xy # 2/, |z — x| < 6,
|2" — x| < J esetén |f(x) — f(2')] <e.

Mivel g € A, ezért létezik (zy), v € A, xx # xo (kK € N
tetszéleges) sorozat gy, hogy khi& Tr = To. A 0 > 0 szamhoz létezik
k. € N ugy, hogy |zx — x| < § és |z4p — x| < 0, barmely k > k. és
p € N esetén. Igy a feltétel szerint |f(zri,) — f(zr)| < &, ha k > k.
és p € N. Ez azt jelenti, hogy (f(zx)) fundamentalis, tehat konvergens.
Legyen | = klggj f(zx). Ekkor xli_gclo f(z) =1 is teljesiil, mert [ nem fiigg

az (xp) megvalasztasatol. O

4. Példa. A lir% }sgn (as sin %)‘ hatarérték nem létezik.
T—

Valoban, ha x, = = és a], = m (n € N), akkor

lim x, = lim z, =0

n—oo n—oo
és |f(zn) — f(z)] = 1. Igy a 3. Tétel alapjan a hatarérték valoban nem
létezik.

4. Ertelmezés. Tekintsiik az f: A — R (A C R) fiigguényt és legyen
rg € (AN] —o0,z0[). Az I, € R pontot az [ figgvény bal oldali
hatdrértékének nevezzik az xy pontban, ha minden V € V(l,) esetén
létezik olyan U € V(xg), hogy minden x € U N A, x < xq pontra
f(z) € V. Jelélése:

lh = f(zo—0) = mli/rgo f(z).

Hasonloan  értelmezzik az f  figguvény [; jobb oldals

hatdrértékeéet is az xy pontban. Jelolése:

lj = f(zo+0) = xh\rgo f(z).

Ez az értelmezés is atirhato az € — § nyelvezetre: [, = li/m f(x)
x /'To

akkor és csak akkor, ha barmely £ > 0 szdmhoz létezik § = d(¢) > 0
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tgy, hogy minden z € A, 0 < zp —x < § esetén |f(x) — | < &
l; = xh\rglo f(x) akkor és csak akkor, ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik
d =0(g) > 01gy, hogy minden z € A, 0 < z—x¢ < d esetén |f(x)—1;] <
. Innen azonnal kovetkezik az 1. Tétel alapjan a jobb és bal oldali

hatarértékekre érvényes kovetkezo tulajdonsag:

4. Tulajdonsag. Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy az f :
A — R (A CR) figgvénynek az o € (AN] — oo, z0[)' N (AN]xg, 00 [)
pontban legyen hatdrértéke az, hogy az f fiigguénynek az xog pontban

létezzenek a jobb és bal oldali hatdrértékei és ezek legyenek egyenldk.

5. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiigguény névekvd (szigorian
novekvd), ha barmely x1,xo € A : 11 < my esetén f(x1) < f(xq)
(f(z1) < fla2)).

Az f + A - R (A C R) figgvény csdkkend (szigorian
csokkend), ha barmely xi1,x9 € A : 11 < xo esetén f(xy) > f(x2)
(f(z1) > f(a2)).

A fent emlitett fligguénytipusokat monoton fliggvényeknek

(szigorian monoton fiiggvényeknek) nevezziik.

5. Tétel. Legyen f: A — R (A C R) monoton figgvuény és xy € A'.
Ha xy az A halmaznak mindkét oldalrol torloddsi pontja, akkor f-nek
az xo pontban van bal és jobb oldali hatdrértéke; ha xq csak bal (jobb)
oldalrol torléddsi pontja az A halmaznak, akkor f-nek van bal (jobb)

oldali hatdrértéke.

Bizonyitds. Megjegyezziik, hogy xo az A C R halmaznak bal (jobb)
oldalrol torloddsi pontja, ha xy barmely kornyezete tartalmazza A-nak
egy xo-nal szigortian kisebb (nagyobb) elemét (1asd a 4. Ertelmezést is).

Feltételezziik, hogy az f fliggvény novekvé. Legyen xy bal oldal-
rol torlodasi pontja A-nak. Ha xy # sup A, akkor létezik x; € A ugy,
hogy x¢ < z1. Mivel f névekvs, ezért f(x) < f(z1), barmely z < zg
esetén. Igy a H = {f(z) | * € A, v < x¢} halmaz feliilr6l korlatos.
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Ezért létezik sup H =: L € R. Igazoljuk, hogy L = f(xo — 0). Legyen
e > 0 tetszGleges és | L —e, L+ ec[€ V(L). Az 1. Fejezet, 4. Tulajdon-
sdga szerint létezik xo € A, o < xo gy, hogy f(xs) > L — . Ekkor
barmely = €] 1y, 7o [ esetén L —e < f(x3) < f(x) < L +¢. Igy valoban
L= f(xg—0).

Ha z¢g = sup A, zg € A’ és a fliggvény feliilrsl korlatos, akkor a
fenti gondolatmenetet megismételve kimutathato, hogy sup H = f(xg—
0). Ha xg = sup A, zg € A’ és [ nem korlatos, akkor f(zy — 0) = 400,
mivel minden K > 0 szamhoz létezik olyan x5 € A, r3 < x( pont,
amelyre f(z3) > K. Minthogy f novekvs, ezért minden = > x5, x € A
esetén f(x) > K, amit igazolni kellett.

Hasonl6 gondolatmenetet alkalmazunk akkor, ha zy # inf A és
xo jobb oldalrol torlodasi pontja az A halmaznak illetve ha xo = inf A,

xog € A'. Ebben az esetben igazolhat6, hogy létezik f(zo + 0). O]

3.3. Valés valtoz6s valés  fiiggvények

folytonossaga

6. Ertelmezés. Az f : A — R (A CR) fiigguény folytonos az xy € A
pontban, ha bdrmely V € V(f(xo)) esetén létezik U € V(xo) gy, hogy
minden x € U N A pontra f(z) € V. Jelolés: lim f(z) = f(xg).

T—T0

Az értelmezés tgy is megfogalmazhat6é, hogy f : A — R
folytonos az xy € A pontban, ha o ¢ A’ vagy ha létezik a fiiggvény
hatarértéke az xy pontban, akkor lim f(z) = f(zo).

T—T0

Az 1. Tétel megfelelGje a kovetkezs tétel:

6. Tétel. Tekintsik az f : A — R (A C R) figguényt és legyen xy € A.

A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

o) lim f(x) = ()
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b) barmely € > 0 szamhoz létezik olyan § = 0() > 0 szdm, hogy
minden
x €A, |v— x| <6 esetén |f(x) — fxo)| <e;
¢) (Heine) minden (x,), x, € A, nh—>nolo T, = Xo Sorozat esetén
Tim f(z,) = f(xo).
5. Példa. Az f: R — R, f(z) = ¢ allando fiiggvény folytonos minden
zo € R pontban. Valoban, barmely V' € V(c) esetén f(R) = {c} C V,
igy a 6. Ertelmezés szerint f folytonos az xy pontban.
6. Példa. Az f: R — R, f(x) = x fiiggvény folytonos minden xy € R
pontban: barmely € > 0 szamhoz létezik § = d(¢) = ¢ > 0 ugy, hogy
minden x € R, |x — x¢| < & esetén |f(x) — f(xg)| = |x — x| < 0 = €.
Igy f folytonos az xy pontban a 6. Tétel alapjan.
7. Példa. Az f : R — R, f(z) = sinzx fiiggvény folytonos barmely
o € R pontban, ugyanis

T — X T+ Xy
CoS <
2 2

|f(x) — f(xo)| = |sinz —sinzy| = |2sin

T — X9

sin

]swx—m

a (3.2.2) alapjan. Ha ¢ > 0 tetszdleges, akkor létezik § = d(e) =& > 0
agy, hogy | — zg| < d, x € Resetén |f(x) — f(x0)| < €, ami a 6. Tétel
szerint az f folytonossagat jelenti az xy pontban.

Adott pontban hatarértékkel rendelkezé fliggvények tulajdonsa-

gaibol (lasd a 2. és 3. Tételeket) azonnal kovetkeznek az alabbi allitasok:

7. Tétel. a) Az xy € A pontban folytonos f : A — R (A C R) fiig-
guények halmaza valds linedris tér a fiigguények dsszeaddsdra és valds
szdmmal vald szorzdsdra nézve.

b) Hao az f : A — R (A C R) figguény folytonos az xy €
A pontban, akkor létezik U € V(xy) dgy, hogy f korlditos az U N A

halmazon.
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¢)Ha f: A— R (ACR) figguény folytonos az xy € A pontban
ésg: B —R (f(A) C B CR) figgvény folytonos az yo = f(xo) € B
pontban, akkor go f : A — R fiiggvény folytonos az xo pontban.

d) Ha az f : A — R (A C R) fiigguény folytonos az xy € A
pontban és f(xo) # 0, akkor létezik U € V(xg) gy, hogy f eldjeltarto
az U N A halmazon.

e) Hao az f,g: A — R (A C R) figgvények az xy € A pontban
folytonosak, akkor az f - g, 5 : A = R fiigguények az xo pontban szintén
folytonosak (a hdnyadosfigguény esetében g(x) # 0, ha x € A).

f) Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy az f : A — R
(A CR) figgvény folytonos legyen az xo € A pontban az, hogy barmely
e > 0 szdmhoz létezzen 6 = §(g) > 0 szdm gy, hogy minden x,x’ € A,

|z —x0| <& €s|x' — x| <0 esetén |f(x) — f(2')] < e teljesiiljon.

A 4. Ertelmezéshez hasonloan beszélhetiink az f fiiggvény bal
oldali és jobb oldali folytonossagarol. Példaul: f az g € A N| — oo, ¢
pontban balrél folytonos, ha f(zo — 0) létezik és f(zo) = f(xo — 0).

A 4. Tulajdonsag kévetkezménye: annak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy az f : A — R fiigguény folytonos legyen az xqg € A
pontban (AN]—o0,x0] # 0 # AN [xg,+0[) az, hogy f(xog—0) =
f(zo) = f(z0+0).

7. Ertelmezés. Ha f : A — R (A C R) nem folytonos az xy €
A pontban, akkor az xo pontot az [ fiiggvény szakaddsi pontjinak

nevezziik, és azt mondjuk, hogy f az xo-ban szakaddsos.

Egy valos valtozos valos fliggvény szakadasi pontjainak osztaly-

ozasa a kovetkezs:

8. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiigguénynek xo € A pont-
ban megszintethetd szakaddsa van, ha létezik a véges lim f(x)
T—T0

hatdarérték, de nem egyenld f(xq)-val.
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sinx7 ha r ?é 0
8. Példa. Az f : R — R, f(z) = * fiiggvénynek az
0, haz=0

xo = 0 pontban megsziintethets szakadasa van, mert liH(l) flz) =1#
z—
f(0) =0 (lasd a 3. Példat).

9. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiigguénynek xo € A pont-
ban elsdfaji szakaddsa van, ha léteznek az f(xg + 0) és f(xg — 0)

hatdrértékek, de nem egyenldk.

9. Példa. A 2. Példdban bevezetett fliiggvénynek az xy = 0 pontban

els6faju szakadésa van, mert limsgnaz = —1 és limsgnx = 1.
z /0 \,0

10. Ertelmezés. Az f: A — R (A C R) fiigguénynek xo € A pontban
mdsodfaji szakaddsa van, ha az f(xo+0) és f(xg—0) hatdrértékek
kozil legaldbb az eqyik nem létezik.

10. Példa. A Dirichlet-fiigguény minden pontban méasodfaji szakadas-

sal rendelkezik.

A Dirichlet-féle fiiggvény a kovetkezs:

1, ha z€Q
0, ha zeR\Q.

D:R—>R, Dlz)=

Legyen zy € R. Ha (z,,) és (z],) olyan sorozatok, hogy x, € Q, x,

és 2, € R\ Q, 2, / x9, akkor lim D(x,) =1 és lim D(a’) = 0. Igy
n—oo n—oo

nem létezik f(xzq — 0).

11. Példa. Az

Ry | B B o= EEQV0) () =1

0, ha zeR\(Q\{0})

Riemann-féle fiigguény folytonos a tetszdleges zo € R\(Q\{0}) pontban

és megsziintethets szakadasa van minden x5 € Q \ {0} pontban.
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Vegyiik észre, ha az (x,) sorozat olyan, hogy x, = Z—Z, X, # g,

lim x, = xg, akkor lim ¢, = +o00. Ellenkez§ esetben a {g, | n € N}
n—oo n—oo

halmaz véges, igy az |zo — 1, 2o + 1[ N {2’—: | n € N} halmaz is véges.

Jelolje
1 n n
r=- min{:co—p—:p—e]xo—l,xo—l—l[}>0.
2 G| Gn
Ekkor | xg — 7, o+ r[N{x, | n € N} =0, ellentmondas a lim z, = xg

n—o0

feltételnek (z¢ a {z,, | n € N} halmaz torlodasi pontja).
Kovetkezésképpen, ha o € R\ (Q\ {0}), akkor az zy-hoz tarto

tetszéleges (x,,) racionalis sorozat esetén x,, = E= és

T

lim f(x,)= lim 1 0= f(xo),

n—o0 n—oo qn

mig ha (2/,) az x¢-hoz tartd tetszéleges irracionalis sorozat, akkor

lim f(z]) = lim 0= 0= f (o).

n—oo

Ha zy € Q\ {0}, akkor a fent emlitett eljarassal nh_{](r)lo flz,) =0
és lim f(z),) = 0, ahol (z,) és () az xy ponthoz tarté tetszdleges
I‘&C?()_;lo{;lis illetve irracionalis sorozat. Viszont f(xo) # 0. Ezért a 6. Té-
tel, ¢) pontja szerint f folytonos az o € R\ (Q \ {0}) pontban, és

megsziintethets szakadasa van az xo € Q \ {0} pontban.

8. Tétel. Az [ : [a,b] — R monoton figgvénynek legfeljebb elsdfaju

szakaddsar vannak. A szakaddsi pontok halmaza megszamldlhatd.

Bizonyitds. Az 5. Tétel alapjan léteznek az f(a+0), f(b—0), f(xo+0)
és f(zo —0) (20 €la,b] tetszoleges) hatarértékek. Igy azt kell igazolni,
hogy ezek végesek. Ha f novekvd fiiggvény, akkor f(a) < f(z) < f(b),
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barmely x € [a, b] pontra. Ezért

£la) < lim () < lim £(z) < F(b). F(a) < lim f(x) és lim f(2) < F0),

amit igazolnunk kellett.

Tovabba, ha xq,x9 € Ja, b, 1 < x9 az f fiiggvény els6faju sza-
kadasi pontjai, akkor | f(x1 —0), f(x1+0)[N] f(x2—0), f(z2+0) [= 0,
mert f(z1 +0) = inf{f(z) | z €]a,b[, 1 < 2} < f(i(z1+132)) <
sup{f(z) | = €]a,b[,z < 2} = f(z2 — 0). Legyen r, €] f(z — 0),
flz4+0)[NQ, r, € fa), fla+0)[NQésr, € f(b—0), f(b) [N Q.
Ekkor az x — r, injektiv leképezés az f szakadasi pontjait a racionalis
szamok halmazaba képezi le. Igy az f szakadasi pontjainak halmaza

megszamlalhato. O

A tovabbiakban ratériink a folytonos fiiggvények globalis tu-
lajdonsagainak a tanulmanyozéaséra, vagyis olyan tulajdonsagok bemu-

tatasara, amelyek a fiiggvény teljes értelmezési halmazara vonatkoznak.

11. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiiggvény folytonos az A
halmazon (réviden: folytonos), ha f folytonos az A halmaz minden
pontjiban. Az A halmazon folytonos valds értékd figgvények halmazd-
nak jelolése C(A,R) vagy C(A). Ha A = [a,b], akkor C([a,b]) helyett

szokds a Cla, b] jeldlést is haszndlni.

9. Tétel. (Bolzano-Cauchy). Ha az f : [a,b] — R fiigguény folytonos
az [a,b] intervallumon és f(a)f(b) < 0, akkor létezik ¢ € |a,b] gy,
hogy f(c) = 0.

Bizonyitds. Ha f(3(a + b)) = 0, akkor a keresett pont ¢ = $(a + b).
Ellenkez6 esetben osszuk fel az [a, b] intervallumot két egyenld részre.
Feltételezve, hogy f(a) < 0 < f(b), ezért a két intervallum koziil
legalabb az egyik olyan, hogy annak végpontjaiban a fiiggvény kiilon-
b6z6 elGjelid. Legyen [aq, b1] ez az intervallum, ahol f(a;) < 0 < f(by) és
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b1 — a1 = 3(b — a). Folytatva az eljarast, olyan [a,b] D [a1,b1] D ... D
[an,b,] D ... intervallumsorozatot kapunk, ahol f(a,) < 0 < f(b,)
és b, — a, = 5:(b — a). Alkalmazzuk az 1. Fejezet, 13. Tételét:
egyetlen ¢ € () l]an,b,] pont létezik. Mivel lim a, = lim b, = ¢,

n>1 n—oo n—o0

f(a,) <0< f(b,), barmely n-re, és f folytonos a ¢ pontban, ezért

lim f(a,) = f(c) <0< f(c) = lim f(by),

n—oo n—0o0

vagyis f(c) = 0, amit igazolni kellett. O

10. Kévetkezmény. Ha f : [ — R (I C R intervallum) folytonos
fliggvény, a,b € I, a < b és X az f(a) és f(b) kozotti tetszdleges érték,
akkor létezik ¢ €a,b|, amelyre f(c) = A.

Bizonyitds. A 9. Tételt alkalmazzuk a ¢ : [a,0] — R, ¢(x) = f(z) — A
segédfiiggvényre.

11. Kovetkezmény. Ha f : I — R (I C R intervallum) figguény
folytonos és létezik az f~1 : f(I) — I inverz fiigguény, akkor f szig-

oruan monoton.

Bizonyitds. Ha x1,x9,23 € I, 11 < 29 < w3 és f(x1) < f(x3) < f(z2)
teljesiilne, akkor a 10. Kovetkezmeény alapjan létezik ¢ €] xq, zo [ gy,
hogy f(c) = f(x3), ellentmondés. ]

12. Ertelmezés. Az f : [ — R (I C R intervallum) fiigguény teljesiti a
Darbouz-tulajdonsdgot, ha minden a,b € I, a < b esetén az f(a) és
f(b) kozotti barmely X értékre létezik olyan ¢ € |a, b| érték, hogy f(c) =
A

A Darboux-tulajdonsag azt jelenti, hogy barmely J C [ inter-
vallum esetén f(J) is intervallum. A 10. Kévetkezmény azt mondja ki,

hogy bar-mely intervallumon folytonos fiigguény Darbouz-tulajdonsdgi.



3.3. Valés valtozos valos fiiggvények folytonossaga 67

sini, hax#0

A forditott allitas nem igaz: az f: R — R, f(x) = v
0, haz=0
fiiggvény szakadasos az xqg = 0 pontban, de Darboux-tulajdonsag,

mert f(] —r,r]) = [—1,1]. Itt jegyezziik meg, hogy ha az f,g: I — R
(I C R intervallum) fiiggvények Darboux-tulajdonsaguak, akkor ezek
Osszeg-, szorzat- vagy hanyadosfiiggvénye nem feltétleniil Darboux-

tulajdonsagu.

12. K6vetkezmény. Ha f : [a,b] — R szigorian névekvd és folytonos,
akkor f=' : [f(a), f(b)] — |[a,b] inverz fiiggvény lélezik, szigorian

novekvd és folytonos.

Bizonyitds. Legyen f(a) < C < f(b). A 10. Kovetkezmény alapjan
letezik ¢ €la, b], tgy, hogy f(c) = C. A ¢ egyértelmiisége az f mono-
tonitasa miatt kovetkezik. Igy az f~' inverz fiiggvény létezik.

Legyen x1,29 € [a,b] és y1 = f(x1), yo = f(x2). Ha y; <
1y, akkor nyilvan z; < x,, ahonnan kovetkezik, hogy f~! szigortian
névekve. Legyen f(a) < yo < f(0), f(yo) = 70, a < z9—e < 29+ < b
és y €)f(xo —€), f(zo+¢e)|. Nyilvan |f~(y) — f1(y)| < &, azaz f~*
folytonos. O

13. Tétel. (Weierstrass). Az f : [a,b] — R folytonos fiigguény korldtos

és eléri hatdrait.

Bizonyitds. A 7. Tétel, b) pontja szerint barmely = € [a, b] pont esetén
letezik U, € V(x) nyilt intervallum ugy, hogy f korlatos az U, N [a, b]
halmazon. Mivel {U, | x € [a,b]} az [a,b] intervallum nyilt befedése,
ezért az 1. Fejezet, 14. Tétele alapjan létezik U,,, ..., U,, véges lefedése
az [a, b] intervallumnak. Mivel f korlatos az U,, N [a, b] halmazon (i =
1,...,n), ezért léteznek az M; > 0 (i = 1,...,n) szamok ugy, hogy
|f(x)] < M;, barmely = € U,, N [a,b] esetén (i = 1,...,n). Legyen
M = max{M; | i = 1,...,n}. Ekkor |f(z)] < M, barmely z € |a, b]

esetén, azaz f korlatos fiiggvény.
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Jelolje M = sup{f(z) | « € [a,b]}. Igazolnunk kell, hogy létezik
xg € |a,b], amelyre f(x¢) = M. Feltételezziik, hogy f(x) < M, barmely
x € [a,b] esetén. Ekkor értelmezhets a ¢ : [a,b] — R, p(z) = M+($)
segédfiiggvény. Mivel f € Cla,b], ezért ¢ € Cla,b]. A fent igazolt
tulajdonsag alapjan ¢ korlatos, vagyis létezik My, > 0 1dgy, hogy
0 < ¢(x) < My, barmely = € [a,b] esetén. Innen f(z) < M — MLO,
barmely x-re. Igy M # sup{f(x) | z € [a, b]}, ellentmondés. Hasonléan

jarunk el az als6 hatar esetén is. O]

13. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiigguény egyenletesen
folytonos az A halmazon, ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik 6 =
d(e) > 0 dgy, hogy minden x, 2" € A, |[x—a'| < § esetén |f(x)— f(2')] <
€.

A 6. Tétel, b) pontja és a 13. Ertelmezés alapjan azonnal

kovetkezik, hogy minden egyenletesen folytonos fliggvény folytonos is.
14. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) figguényt Lipschitz-
tulaydonsdgiunak nevezziik, ha létezik L > 0 azzal a tulajdonsdggal,
hogy | f(z) — f(2')| < L |z — |, barmely x,z" € A esetén.

12. Példa. Minden Lipschitz-tulajdonsagi filiggvény egyenletesen

folytonos.

13. Példa. Az f: R — R, f(z) = 22 fiiggvény folytonos R-en, de nem
egyenletesen folytonos az R-en.
Valoba, ha =, = v/n+ 1 és 2/, = \/n (n € N), akkor

1
lim (z, — z,) = lim (Vn+1—+/n) = lim

=,
n—00 n— o0 n—oo \/n + 1+ \/ﬁ

vagyis barmely § > 0 esetén, ha |z, —x! | < ¢, akkor | f(x,)— f(2,)| = 1.

Igy f nem egyenletesen folytonos az R halmazon.

14. Példa. Az f : R — R, f(z) = sin(2?) fiiggvény folytonos az R

halmazon (a 7. Tétel, ¢) pontja szerint), de nem egyenletesen folytonos
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az R-en, mert az x, = \/5(n+ 1) és x), = \/5n (n € N) esetén | f(x,)—

f(z))] =1, mig lim |z, — )| =0.
n—oo

15. Példa. Legyen a > 0. Az f : ]Ja,00[— R, f(x) = Inz fliggvény
akkor és csak akkor egyenletesen folytonos az ]a, oo[ intervallumon, ha
a > 0.

Legyen a > 0 és z, 2’ €]a, o] tetsz6legesek. A Lagrange-tétel
szerint (lasd alabb a 25. Kovetkezményt) létezik £ az x és 2’ pontok
kozott ugy, hogy |f(x) — f(2")] = |f(&)|- |x —2'|. Mivel £ €la, 00|, ezért
(&) = % < L. Tnnen |f(z)— f(a')] < L]z —2a'|, barmely z, 2’ €]a, oo
esetén, vagyis f Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény, ezért f egyenletesen
folytonos az |a, oo[ intervallumon (12. Példa).

Forditva, feltételezziik, hogy f egyenletesen folytonos az |a, co|

1

intervallumon, de a < 0. Ekkor a = 0. Tekintsiik az z, = + és 2, = 5-

(n € N) altalanos tagu sorozatokat. Ezekre

mig |f(z,) — f(2/)] = In2. Igy f nem egyenletesen folytonos, ellent-
mondas. Kovetkezésképp a > 0.

14. Tétel. (Cantor). Ha [ : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor f

egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon.

Bizonyitds. Feltételezziik az allitas ellenkezgjét: létezik € > 0 gy, hogy
minden § > 0 esetén léteznek az x, 2’ € [a,b], |v — 2’| < § értékek, ame-
lyekre | f(z) — f(2')| > €. Mivel § tetsz6leges, legyen § = L (n € N). Igy
az (x,,) és () sorozatokhoz jutunk, ahol z,, 2/, € [a,b] és |z, —a}| < 1,
mig | f(z,) — f(2)| > €. Az 1. Fejezet, 26. Tétele alapjan az (z,,) és
(;,) sorozatoknak léteznek az (w,,) és (7;, ) konvergens részsorozatai:
lim z,, =z és /}Lrgo T, = x0. Az |2y, — ), | < i (k € N) feltétel mi-

k—oo

att xg = xp. Az f € Cla,b] és | f(zn,)— f(z, )] > € (k € N) feltételekbsl
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kapjuk, hogy 0 = |f(xo) — f(x})| > €, ellentmondas. Igy az f fiiggvény

valoban egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon. [

3.4. Val6s valtozos valos fiiggvények differ-
encialszamitasa

A kornyezet fogalma lehetévé teszi a bels6 pont fogalménak

értelmezését.

15. Ertelmezés. Az zy € R az A C R halmaz belsé pontja, ha létezik
V € V(xg) dgy, hogy V C A. Az A halmaz belsd pontjainak a halmazdt

az A halmaz belsejének nevezziik és A-val jeldljik.

16. Példa. Ha A = [1,2] C R, akkor A =]1,2[. Ha A = [1,2[U{3},
akkor ;1 =|1,2[. Ha A = Q, akkor :Zl = (), mert barmely |a, b[ intervallum
esetén Ja,b[N(R\ Q) # 0. Ugyanis, ha a,b € Q, akkor a + %ﬁ(b —a) €
Ja, b[N(R\Q); ha a € R\Q, akkor a+r €la, bN(R\Q), ahol 0 < r < b—a
és r racionalis szam. Hasonloan, ha b € R\Q, akkor b—r €]a, b[N(R\Q),
ahol 7 €]0,b — a[NQ.

16. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) figguény differencidlhato
az xg € A pontban, ha létezik a € R gy, hogy létezzen a

lim f(x) = f(xo) — a(x — x0)

T—T0 T — :UO

=0

hatdrérték. Az f figgvény differencidlhaté az A halmazon, ha f

differencidlhato az A minden belsé pontjdaban.

A differencialhatosag értelmezésében szereplé hatarérték ekvi-

valens forméja a

hmf(370+h)—f($o)_a‘h

h—0 h =0
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hatarérték. A ¢ : R — R, ¢(h) = a - h fliggvényt az f fiiggvény differ-
encialjanak nevezziik, amely egyértelmiien meghatarozott, mert
f(@o +h) — f(x0)

lim =a
h—0 h

és a fliggvények hatarértéke egyértelmi (2. Tétel, a) pont). Jelolése:
df (xo) vagy Df(wo). Igy df (zo)(h) = a- h,

17. Ertelmezés. Az f : A — R (A C R) fiiggvény derivdlhatd az
xo € A pontban, ha létezik a

lim f(z) = f(@o) ~ lim f(zo +h) = f(zo)
T—x0 xr — X h—0 h
véges hatdrérték. Jelolése: f'(xo).
Az f fiigguény derivdlhato az A halmazon, ha [ derivdlhato

az A minden belsd pontjdban.

A
16. és 17. Ertelmezések alapjan azonnal lathato, hogy az f : A — R
fiiggvény akkor és csak akkor differencialhatoé az zy € A pontban, ha f
derivalhat6 az xo pontban.

A differencialhatosag értelmezése tgy is felirhato, mint
f(xo+h) — f(zo) = a-h+ ay(zo;h),

ahol lim M — 0. Ekkor

h—0

f(@o +h) = f(xo) = f'(w0) - b+ op(wo; ) (3.4.1)

vagy
f(xo+h) = f(xo) = df (xo)(h) + ay(zo; h). (3.4.2)

A Axo(h) = (ZL’O + h) — Ty = h és Af(.ﬁ(fg, h) = f(I(] + h) - f(ﬂi'o) men-
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nyiségeket argumentum nodvekménynek illetve fliggvénynovek-
ménynek nevezziik. Innen, a (3.4.2) alapjan, Af(zo;h) = df (xo)(h)+
agp(zo; h).

Legyen az f : A — R fiiggvény differencialhat6 az x € ;1 pont-
ban. Ekkor

df(x)(h) = f'(x) - (3.4.3)

Sajatos esetben, ha f(x) = x, akkor a 17. Ertelmezés alapjan f'(z) = 1,
tehat dx(h) = 1-h = h. Innen, a (3.4.3) szerint,

df (x)(h) = f'(x)dz(h) (3.4.4)

Igy df(z) = f'(z)dz, ami két fiiggvény egyenlGségének tekinthets (a
fiiggvények fiiggetlen valtozoja h). A (3.4.4)-bol kapjuk, hogy % ()(;L) =
f'(x) vagyis 7 (a df(x) és dx fiiggvények hanyadosa) allando fiig-
gvény és egyenls f'(z)-szel. Ezért, Leibniz jelolését kovetve, a derival-
tat L ( ) szimbolum is jelolheti az f'(x) jelolésmod mellett, amelyet J.L.
Lagrange javasolt.

Geometriai jelentés:

Az f fiiggvény grafikus képén tekintsiik az My(xo, f(z0)) és

M(xog + h, f(zo + h)) pontokat (lasd a 3.2. abrat). Az MM szel

fzoth)— f(wo)
n

ban, akkor E%M f'(xg); ezért az MyM szelGknek létezik
—>
a hatarhelyzete, amikor M — M, a fliggvény grafikonja mentén. A

irAnytangense: myy,n = Ha az f derivalhat6 az xy pont-

hatarhelyzet egyenest a fliggvény grafikonjahoz az M, pontban hiazott
érintének nevezziik, melynek egyenlete: y — f(zo) = f'(x0)(x — x0).
Fizikai jelentés: az anyagi pont szabad mozgasanal sebességen
azt a fizikai mennyiséget értjiik, amely szdmértékben megegyezik az
egységnyi idg alatt megtett uttal. Ez az értelmezés a sebességnek csak a
nagysagat adja meg. Iranya megegyezik a palyaéval, iranyitasa a mozgas

irdnyitésa. Ezek szerint, ha az anyagi pont At id6 alatt As nagysagu
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y=1(x)
y—f(x)=

f(xo +h)— (%)
h

(

y—f(Xg)=f'(Xo)(X=%p)
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utszakaszt tesz meg, a sebességet matematikailag a v := % Osszefiiggés
értelmezi.

A sebességet értelmezni kell tetszGleges mozgés esetén is. Legyen
az anyagi pont palydja a (), nem feltétleniil egyenes tutszakasz, a
helyzetét a t, és t, idGpillanatokban jelolje az M; és M, pont. A t4
és ty iddpillanatoknak megfelel6 helyzetét az O ponthoz viszonyitva
meghatarozzak az 7(t;) és 7(t2) helyzetvektorok (3.3. abra).

A At =ty — t; id6 alatt az anyagi pont helyzetvektora Ar :=
7(to) —7(t1) értékkel valtozik és a () mentén megtesz As utat. A At id6
alatti mozgas lefolyasarol felvilagositast ad a Ar/At vektormennyiség.
Ez a mennyiség a t idGpillanatbeli és ennek kdzvetlen kozelében 16v6
mozgast annal pontosabban irja le, minél kisebb a At idGintervallum.
A mozgés adott ¢t idépillanatban jellemezhets a Ar/At vektor At — 0
hataresetben szamitott hatarértékével, vagyis

v := lim A—F = d—F
Coas0 At dt
sebességvektorral, vagy egyszeriien a sebességgel. A At — 0 esetén
Ar-nek megfelels As 1t tart Ar'felé, ezért a di vektor nagysaga: ||dr]| =

ds. Ennek megfelelGen a sebesség szamértéke:

[drl] _ ds
dt  dt’

4] =

Mivel a sebesség a helyzetvektor idGszerinti derivaltja, az irdnya mege-
gyezik a helyzetvektor hodografjahoz, a t idépillanatnak megfelel pont-
ban hizott érintd iranyitasaval. A helyzetvektor hodografja nem maés,
mint az anyagi pont palyaja, ezért a sebesség irdnya azonos a palya
érintGjével, iranyitasa a mozgas lefolyasanak megfelel§en hatérozhato
meg (lasd a 3.4. abrat).

Az 7(t) helyzetvektor és az anyagi pont altal megtett s ut szoros

kapcsolatban van. Az 7(t) gy is felfoghat6, hogy az uton keresztiil fiigg
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az id6t6l. Ilyen értelemben a sebességre a

7= a7
v=— —=|v]| -7
ds dt
kifejezés adodik, ahol 7 := % a sebességgel azonos irdny1 és irdnyitasu

egységvektor.

A természetben gyakoriak az olyan mozgasok, amikor az anya-
gi pontnak tekinthets test egyenld idékozokben kiilonb6zé nagysagu
utakat tesz meg. Ekkor az anyagi pont sebességvektora az idé fiig-
gvényében véltozik, tehdt a mozgas kiilénb6z6 iddépillanataiban a
sebesség kiilonbozd értékekkel rendelkezik. A sebességvaltozés iitemét
jellemezni tudjuk, ha meghatérozzuk a At id6re es6 Av sebességval-
tozdsnak és a At-nek a hanyadosat, az a, = ﬁ—f mennyiséget, ame-
lyet kdzépgyorsulasnak neveziink. A kdzépgyorsulas annal pontosabban
jellemzi a sebességvaltozas litemét, minél rovidebb a At idGintervallum.
Célszert a At — 0 esetre értelmezni, igy kdvetkezik, hogy

a:= lim ay = lim M:d—g,

At—0 At—0 At dt
amelyet pillanatnyi gyorsulasnak, vagy egyszeriien gyorsulasnak
neve-ziink. Az el6bbi értelmezésben szerepld a vektor, a At — 0 idGin-
tervallumnak megfelel§ Av sebességvaltozas irdnyaval és iranyitasaval
megegyez6 vektor, mig szamértéke egyenld a sebesség id§ szerinti de-

rivaltjaval.

17. Példa. Legyen f(x) = sinx. Ekkor f'(z) = cosz.
Valoban,

sin(z + h) —sinz 2sin 2 cos (z + 2)

f(x) = lim = lim =

h—0 h h—0 h
h

. h . sin 3
= limcos|z+ = | -lim = = COoST
h—0 2 h—0 5
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(felhasznaltuk az x — cos x fiiggvény folytonossagat és a 3. Példat).

18. Példa. cos’ z = —sinz.

lim cos(x + h) — cosx

’ —2sin % sin (:1:‘ + %)
= 1m =
h—0 h h—0 h
o h\ . sing .
= —limsin|{z+ =] -lim —= = —sinx.
h—0 2 h=0 2

19. Példa. A parabolatiikor optikai tulajdonsdga: tekintsiik az y = %}x
egyenletii parabolat, p > 0 (lasd a 3.5. abrat).

2
Az (x0,y0) = <x0, Qipxg) pontban a paraboldahoz huzott érinté
egyenlete:
L,
— —x; = —xo(r —x
mert - -
—xf — 1
lim 2 20—~ fim (x + x0) = o
T—T0 T — X 2p T—T0
Innen Jao(z — o) — (y — yo) = 0.

Azn <—%:1:0, 1) vektor meréleges az érintére. Igazoljuk, hogy az
ey(0,1) és ey (—zo, 2 — yo) vektorok egyenls nagysagu szdgeket zarnak

be az n vektorral. Az e, vektor az Oy tengely egységvektora, mig ey az
(x0, Yo) kezdGponti és (O, ’5’) végpontu vektor. Ekkor

_ ey - 1
COS €y, N =

1
legll - linll— [lnll
és
1 1
cosep,n = A 5x3+§—5x3 =
N 2
d Inlly/23 + (8 — vo)

Py 1,2
_ 2 T 2,70 1

2 Il
Inlly/ (5 + %23)

2p*0
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Igy a tiikdr tengelyével (az Oy tengellyel) parhuzamosan érkezé fény-
sugér a tiikor fokuszan (a (0, %) ponton) halad at.
20. Példa. Legyen f(z) = |z|, z € R és xy = 0 Ekkor

f(x) = f(xo)

|z| — 0 -z

lim = lim = lim — = -1
x /w0 T — g z z0 x — 0 z/ w0 T
és
— -0
i J@) = flwo) _ 2 =0 @
2\ T — X aNzo £ — 0 e\ xo T

Kovetkezésképp az f fiiggvény nem derivalhato az zy pontban.

18. Ertelmezés. Legyen f : A — R (A C R) és xyp € A Az f

fliggvénynek létezik a bal (jobb) oldali derivdltja az xo pontban, ha
létezik a lim —f(x) — flzo) (illetve lim —f(x) — flzo)

xSz T — Iy \(To r — Xy
Jeldlés: fi(xo) (illetve fi(xo)).

) véges hatdarérték.

21. Példa. Ha f(x) = ¢”, z € R, akkor f'(z) = €”.

Val6ban,
_ z+h _ h _
lim fleth) = f(z) = limu:eﬂc-lime L =
h—0 h h—0 h h—0 h
X t X
- c =0 In(1 4 1) -
mivel
In(1
lim a( ) zhmln(1+t)% =In (lim(lth)%) =lne=1
t—0 t — t—0

A lim(1 + t)% = e hatarérték a

t—0
1\Y 1\Y
lim (1 + —) =e¢= lim (1 + —)
Y—00 Yy y——00 Yy
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1 Yy
hatarértékek kovetkezménye. A lim (1 + —> =e az

Yy—0o0 y

(”[y]1+1>[y]<(”i)y<(”ﬁ>w’ =1

egyenlGtlenségekbdl és a lim (1 + %)n = e hatéarértékbdl kovetkezik.

n—oo
Tovabba,

) 1\’ . 1\~ . 1 :
lim (1+ - = lim (1— - = lim [ 1+ =
Yy——00 Y 2—00 z 2—00 z—1
li 1+ L . 1+ L
= lim . =
2—00 z—1 z—1 &

1 Yy
ahol felhasznaltuk az y = —z jeldlést és a mar igazolt lim (1 + —) =

Y—0o0 y
e hatarértéket.
Hasonl6 6tlettel igazolhato, hogy f'(z) = 1, ha f(z) = In|z|,
x # 0; illetve f'(z) = a”lna, ha f(z) =a*, x € R, a > 0.

15. Tétel. Ha az f : A — R (A C R) fiigguény derivdlhaté az xg € A

pontban, akkor f folytonos az xy pontban.
Bizonyitds. Mivel x € A, x© # x( esetén

f (@) — flo)

T — X9

flx) = flxo) +

: ("E - CC()),

ezért a
lim f(z) — f(xo)

T—rx0 T — xo

= f'(20)
feltétel miatt lim f(z) = f(xo), vagyis f folytonos az xo pontban. [
T—T0

A forditott allitas altalaban nem teljesiil (lasd a 20. Példat).
A kovetkezs tételek a derivalhatosag és a fliggvényekkel

végezhet miiveletek kapcsolatara vonatkoznak.
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16. Tétel. Ha az f,g : A — R (A C R) figguények derivdlhatdak az
xo € A pontban, akkor
a) f+g: A— R derivdlhato az xo pontban, és

(f 4+ 9) (x0) = f'(w0) + ' (w0);

b) f-g:A— R derivdlhato az xy pontban, és

(f - 9) (x0) = f'(w0)g(wo) + f(x0)g (w0);

c) 5 : A — R derivdlhato az xo pontban (g(x) # 0, v € A), és

<f>/ (20) = f'(20)9(20) — f(20)g'(x0)

g 92(z0)

Bizonyitds. Az a), b) és ¢) pontok bizonyitasa hasonloan torténik, ezért
a c) esetet igazoljuk.
A (3.4.1) alapjan irhato:

(- (o=l

g(xo+h)  g(xo)
1

~ g(zo)glwo+h) [f (o + h)g(xo) — f(w0)g(wo + h)] =

1 , N o)
" gty (Ut e atb) - gt)
= 7(0) - (glan) + o'l + g )] =
1

N g(:zz )g(z0 + h) [(f(z0)g(x0) — f(w0)g (x0))h +

+ g(zo)as(xo; h) — f(wo)agy(wo; h)].

A 15. Tétel alapjan

1
lim = .
h—0 g(xo)g(zo +h)  g*(z0)
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lgy
(Qen-(©)
i h B
. 1 : / /
= ol Ty A (o)g(ze) = Flan)g/ (@) +
+ glzo) af@ho;h) = flag) - %(J;Lo;h) _
_ f'(x0)g(x0) — f(20)g'(20)
9*(o) 7
vagyis

f / _ J'(x0)g(wo) — f(20)g (o)
(E) (z0) = 9*(x0)

17. Kovetkezmény. o) Ha f,g : A — R (A C R) derivdlhato fiig-

guények az xqg € A pontban, és aq,as € R tetszdlegesek, akkor

(o1 f 4 azg)(z0) = a1 f'(z0) + g’ (x0).

b) Ha f1,...,fn : A — R (A C R) derivdlhato fiiggvények az
xo € A pontban, akkor

(fi-.. fn)/(%) = fi(%)f2($o) oo fu(zo) + f1($o)fé($0)f3($o) o fulwo) +
+ ot fixo) - fum1(wo) £ (20)-

22. Példa.

tg'r = L ctg'r = —
cos? x’

sin?x’
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Felhasznélva a 17. és 18. Példakat, a 16. Tétel, ¢) pontjat,

tgxr =

. / . .
, sin (2) sin’ x cosx — sinz cos’ x
) =
cos cos? x

cosTcosT + sinrsinx 1

cos? x cos? x’

Hasonloan a ctg fiiggvény esetén is.

23. Példa. Ha P(x) = ¢y + c1x + ... + ¢,2™ polinomfiiggvény, akkor
P'(z) = c1+2cz+...+nc,2" !, mert a % = 1 és a 17. Kévetkezmény,

dx
daj’VL

b) pontja alapjan - = na"'; igy a 17. Kovetkezmény, a) pontjanak

alkalmazasaval megkapjuk a kért allitast.

18. Tétel. (dsszetett figguény derivdltja). Ha az f : A - R (A C R)
fiigguény derivdalhaté az xy € ;1 pontban, a g: B — R (f(A) C B CR)
figguény derivdilhatd az yo = f(xo) € B pontban, akkor a gof : A — R
dsszetett fligguény derivdlhatd az xo pontban, és (g o f)(xo) = ¢'(yo) -
f' (o).

Bizonyitds. A feltételek alapjan (lasd (3.4.1)):

flxo+h) = f(zo) = f'(x0) h+ ay(xe;h) és
9o+ k) —glwo) = 9 (o) k+ ayyo; k),

ahol
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Bevezetve a k := f(zg + h) — f(xo) jelolést, irhato:

(g0 f)(zo+h) — (g0 f)(zo
= g(f(wo+h)) —
= g(f(z0) +k)—g
= g(yo+k) —9(yo) = ¢ (yo)k + ay(yo: k) =
9 (o) - [f(xo + ) — f(z0)] + ag(yo; k) =
= 9' (%) - [f' (zo)h + ay(@o; )] + ag(yo; k) =
g (o) f'(x0) - h + ¢ (yo) vy (wo; h) + ag(yos k) (3.4.5)

Masrészt, mivel f derivalhaté xg-ban, ezért f folytonos az xy pontban
(15. Tétel). Igy

lim k& = Um|[f(zo + h) — f(x0)] =0,

h—0 h—0
ezért
h—0 h h—0 k h
Innen, a (3.4.5) alapjan,
1 (g0 N0+ k) = (g0 ) _
h—0 h
o / Oéf($0; h) . O‘g(yo; k)
= g (o)f (zo) + 9" (o) }Zliﬂ 3 +}1L1L% A
= gl(yo)f/(fo),
vagyis (g o f)(zo) = ¢'(v0) - f'(w0) [

19. Ko6vetkezmény. Ha a derivdlhato y; = fi(x), ..., Y0 = fu(Yn_1)
figguényeknek létezik az f,o...0f1 dsszetett fiigguénye, akkor f,o...of;
derivdlhato és (fno...o f1) () = fl (Yn-1)f_1(Yn—2) ... fi(x).
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24. Példa. Ha h(z) = 2%, = > 0 és a € R, akkor //(z) = ax®™L.
Valoban, ha f(z) = alnx és g(y) = €Y, akkor h(z) = (go f)(z).
A 21. Példa és a 18. Tétel szerint

25. Példa. Legyen u és v derivalhato fiiggvények, u > 0. Ekkor

d v(x) d v(z) Inu(z) /
u(ézi _ € — _ ev(x)lnu(x) . (U’(I) . lnu(q}) + U(x) . Z((:‘:))

= w'@ Y (z) Inu(z) +v(z) - u(z)"@ W (z)

20. Tétel. (inverz fiiggvény derivdltja). Legyen f : A — B bijektiv
fiigguény, ahol A = :21 CRés B= é CR. Ha f derwdlhato az xo € A
pontban és f'(xg) # 0, akkor az f~' : B — A fiiggvény derivdlhaté az
yo = f(x0) pontban és (f~1) (yo) = (f'(z0)) ™ .

Bizonyitds. Mivel f bijektiv, ezért © # xy esetén f(z) — f(xo) # 0 és
FYy)—fyo) # 0, ahol y = f(x). Tovéabba, mivel f folytonos zg-ban
és f~1 folytonos az yo-ban, ezért (A 3 x — x¢) < (B > y — o). Ekkor

lim f‘l(y) — f_l(y(]) = lim e lim ! = !
Y—Yo y — ’yo T—TQ f(x‘) — f(gj‘0> T—T0 M f/(xo)’
r—x0

figyelembe véve a 2. Tétel, f) pontjat. Igy az f~' : B — A fiiggvény

derivalhato az yo pontban és (f~1) (yo) = (f'(w0)) " O
26. Példa.
1
arcsin’ y = ——, < 1.
V= Y]
Asin: [-2, 2] — [—1,1] fiiggvény inverze az arcsin : [—1,1] — [-5, %]

fiiggvény, és sin’z = cosx # 0, ha x € }—g, 3 [ gy a 20. Tétel alapjan
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y € ]—1,1] esetén

» 1 1 1 1
arcsin’ y = = = = :
Y= sz cosz V1—sin?z  1—42

Hasonl6 eljarassal

1
arccos'y = —————, haly| <1,
1—92
ha y € R.

arctg’y = hay € R; arcctg'y = —

1+y2’ 1+y2’

27. Példa. Hiperbolikus fiigguények: a
1 _
shxzi(em—e 7, z € R;

1
chz = §(em+e_x), x € R;

shx e*—e™®
tha = = , xR,
chx e*+e®

h X —X
CthxzC r_¢ re , v R\ {0}

sh z er — e~

fiiggvényeket rendre szinusz hiperbolikusz, koszinusz hiperbo-
likusz, tangens hiperbolikusz és kotangens hiperbolikusz fiig-
gvénynek nevezziik. Az értelmezésbol kovetkezik, hogy sh(—z) =
—sha, ch(—z) = chz, ch®x —sh®’2 = 1 és ch®’2 + sh’z = ch(2x).

A derivalési szabalyok szerint:

sh't =chz, ch'z=shz, th'za=-—— és cth's = ——.

ch*x sh®z

A hiperbolikus fiiggvények inverzeit area filiggvényeknek
nevezziik. A sha = y megoldasa: L (e"—e™") = y vagy €” = y++/1 + y2.

Igy © = In(y + /1 + y?); kovetkezésképpen arshy = In(y + /1 + 32),
y € R, amit area szinusz hiperbolikusz fiiggvénynek neveziink. A
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20. Tétel alapjan

1 1 1 1
arsh'y = = = = .
sh'z  chz /1 1sh?r V1442
A ch fliggvény nem monoton, viszont a | — 00, 0] és [0, 00| in-

tervallumokra valo lesziikitései monotonok. Mivel y = chx > 1, ezért
értelmezhets az archy : [1,00[— [0,00][, arch,y = In(y + /4% — 1)
illetve arch_ : [1,00[—] — 00,0], arch_y = In(y — 1/y% — 1) inverz
fiiggvények, melyek elnevezései area koszinusz hiperbolikusz fiig-

gvények. A 20. Tétel segitségével
arch’ ! >1 és arch’ !
r = — rch’ y = ————,
s L y I

A th és cth fiiggvények inverzei az area tangens hiperbo-

y > 1.

likusz fiiggvény:

1+y
1—y’
illetve az area kotangens hiperbolikusz fiiggvény:

1
arth: | —1,1[-> R, arthy = §ln

1 1
arcth : R\ [-1,1] = R, arcthy = - 1In vt
2 y—1
Ekkor
1 1 1
th/ — — — h2 — — , < 1
arhy th'x Chl% e 1—th%x 1—y2 v
Hasonldéan

1
arcth’'y = AT ly| > 1.

-1’
A 16., 18. és 20. Tételek atirhatok differencidlokra is. Ezt tar-

talmazza a kovetkezs tétel:

o

21. Tétel. a) Ha az f,g: A — R (A = A CR) figgvények differen-
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cidlhatéak az A halmazon, akkor az f+g, f-g és g 18 differencidlhatoak,

€s

d(f +9)(x) = df(z)+dg(x),
d(f-g)(z) = glz)df(z)+ f(z)dg(z)  lletve
d(f) () — g(r)df(x) — f(x)dg(x)

9% (x) ’

ha ¢g(x) #0 az x € A esetén.

b) Ha [ : A — R differencialhato az xo € ;1 pontban és g : B —
R (f(A) € B C R) differencidlhaté az yo = f(xo) € B pontban, akkor

go f: A— R differencidlhato az x¢ pontban, és

d(g o f)(wo) = dg(yo) o df (o).

¢) Legyen f : A — B bijektiv fiigguény (A = ;1 CRésB= é C
R). Ha f differencidlhatd az xo € A pontban és létezik a df (xo) fligguény
inverze, akkor az [~' fiigguény differencidlhaté az yo = f(xo) € B
pontban, és
df ~ (yo) = [df (z0)] ™"
A (3.4.3) alapjan megallapithato, hogy a 21. Tétel, ¢) pontjaban
[df (z0)] ! akkor és csak akkor létezik, ha f'(zq) # 0.

3.5. A differencialszamitas alapvet6 tételei

19. Ertelmezés. Adott az f : A — R (A C R) fiigguény. Az zo € A
pontot az f fiigguény helys mazimum (minimum) pontjdnak nevez-
ziik, ha létezik V€ V(xg), amelyre f(z) < f(zo) (illetve f(zo) < f(x)),
barmely v € VN A esetén. Az xog € A pont az [ fiigguény szigorian
helyi maximum (minimum) pontja, ha létezik V € V(xq), amelyre
f(z) < f(zo) (illetve f(xo) < f(z)), barmely x € VN A, x # xg es-
etén. Az xg € A pont az [ fiigguény helyis szélséérték pontja, ha xg
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az f fiigguény helyr maximum vagy helyr minimum pontja. Ekkor az f

fugguénynek az xo pontban hely: szélsGértéke van.

22, ha—-1<z<?2
28. Példa. Az f : [-1,00[— R, f(z) = fiig-
4, hax > 2
gvény szélsGérték pontjai: xp = —1 szigoriian helyi maximum pont;

xo = 0 szigorian helyi minimum pont; ¢y = 2 helyi maximum pont.

29. Példa. Az f: R\ {0} = R, f(z) = sin? fiiggvény szigortian helyi
maximum pontjai x; = (g + 2/{:7?)71, k € Z, mig a szigortan helyi

minimum pontjai z; = (% + 2k7r)_1 , ke

22. Tétel. (Fermat) Ha az f : A — R (A C R) fiigguénynek az xy €
A pont helyi szélsdérték pontja és [ derivdlhato az x¢ pontban, akkor

f/((L’()) = O

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy xy az f fliggvény helyi maximum pon-
tja. Mivel z¢ € ;1, ezért létezik 0 > 0 gy, hogy |xg — d, 29 + J[C A
és f(z) < f(zo), barmely = € Jzg—d,20+ 0] esetén. Innen, ha
x € |rg — 9, 20], akkor %ﬂ)x“) > 0 illetve ha = € |z, xo + d[, akkor
[@)=fwo) <, Kovetkezésképp:

T—x0

/ o f(l’) - f(x0> ,
f ($0) N a:h/‘rgclo r — X 20 o
f’(xo) — lim f(:)j) _ f(x()) S 0.

Igy f'(x0) = 0. H

A Fermat-tétel geometriailag azt jelenti, hogy az (xo, f(x¢))
pontban a fiiggvény grafikus képéhez hizott érinté parhuzamos az
Ox tengellyel. Fizikailag azt fejezi ki, hogy az egyenes vonali mozgas

sebessége zérd, amikor a mozgas iranyitésa ellentétes lesz.
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23. Tétel. (Rolle). Ha az f : [a,b] — R figguény folytonos az |a, b
intervallumon, derivdlhatd az |a, b| intervallumon és f(a) = f(b), akkor
létezik € €]a, b] dgy, hogy f'(€) = 0.

Bizonyitds. Mivel f € Cla,b], ezért a 13. Tétel alapjan léteznek az
Tm, Ty € [a,b] pontok ugy, hogy x,, az f fiiggvény minimum pontja
és x)r az f fliggvény maximum pontja. Ha f(z,,) = f(xy), akkor f
allando fliggvény, igy f'(z) = 0, x €|a, b[. Ebben az esetben az allitas
nyilvanvalo. Ha f(x,,) < f(xn), akkor az f(a) = f(b) feltétel miatt
Ty €la,b] vagy xy €]a,bl. A Fermat-tétel (22. Tétel) alkalmazasaval
f'(x,,) = 0vagy f'(zar) = 0. Igy letezik & €]a, b[, amelyre f'(¢) = 0. O

24. Tétel. (Cauchy). Adottak az f,g : [a,b] — R figguények gy,
hogy f, g folytonosak az [a,b] intervallumon, f,g derivdlhatdak az la,b]
intervallumon és ¢'(x) # 0, barmely x €|a, b| esetén. Ekkor létezik § €

Ja, b[ gy, hogy
f) — fla) _ [(§)
g(b) —gla)  g'(&)

Bizonyitds. A Rolle-tételt alkalmazzuk a ¢ : [a,b] — R,

f(0) — fla)

A =I5 gta)

g(x)

fiiggvényre. A ¢ fiiggvény értelmezhets, mert g(a) # g(b) (ellenkezd
esetben a Rolle-tétel szerint létezik & €la, b], amelyre ¢'(§) = 0, el-
lentmondas). A feltételek alapjan ¢ € Cla, b] és ¢ derivalhato az |a, b

intervallumon; ugyanakkor

_ fla)g(b) — f(b)g(a) _
pla) = o(b) = g(a = ¢(b)
Masrészt
f(b) — f(a)
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Igy a 23. Tétel alapjan létezik & €la, b[, amelyre ' (€) = 0, vagyis

]

A 24. Tételben szerepls ¢'(x) # 0, barmely x €]a,b| esetén,
feltétel nem sziikséges. E nélkiil a feltétel nélkiil is érvényes a tétel
a kovetkezs formaban: ha az f,g : [a,b] — R figguények folytonosak
az [a,b] intervallumon és derivdlhatdak az |a,b[ intervallumon, akkor

létezik € €]a, b] 1gy, hogy

[f(6) = f(a)] g'(€) = [9(b) — g(a)] F'(E).

A bizonyitas a 24. Tétel igazolasdhoz hasonlo, a Rolle-tételt al-

kalmazzuk a ¢ : [a, 0] = R, ¢(t) = [f(b) = f(a)lg(t) — [9(b) — g(a)]f(t)
fiiggvényre.

25. Kovetkezmény. (Lagrange). Ha az [ : [a,b] — R fiigguény
folytonos az |a,b] intervallumon, derivdlhato az ]a,b[ intervallumon,

akkor létezik & €)a, b, amelyre

£(b) ~ 7o)
/ —
Bizonyitds. A 24. Tétel kévetkezmeénye g(x) = = esetén. O

A Lagrange-tétel mas elnevezése: véges ndvekedés tétele vagy
Lagrange-féle kozépértéktétel.

Geometriailag ez a tétel azt jelenti, hogy valamely & €]a, b[ pont
esetén a (&, f(£)) pontban a fiiggvény grafikus képéhez hazott érinté
parhuzamos az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat &sszekots egyenessel.

Ha a tételben szerepls x valtozo az idot jeloli, és f(b) — f(a) az

anyagi pontnak (b—a) id6 alatt valo egyenes vonala elmozdulasat, akkor
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a Lag-range-tétel a kovetkez6t éllitja: az anyagi pont f'(x) sebessége
valamely £ €|a, b] idGpillanatban olyan, hogy ha az anyagi pont allando
f'(€) sebességgel mozogna az [a,b] idGintervallum alatt, akkor f/(€)
helyettesithets az (f(b)— f(a))/(b—a) mennyiséggel. Az f'(£) elnevezése
a (b— a) id6re es6 dtlagsebesséy.

Ha a mozgas nem egyenes vonalt, akkor az atlagsebesség nem
feltétleniil létezik. Valoban, feltételezziik, hogy egy anyagi pont az
egységnyi sugari korén mozog az w = 1 alland6 szogsebességgel. A
mozgastérvény: r(t) = (cost,sint); innen r’(t) = v(t) = (—sint, cost)
és |lo(t)|| = Vsin?t +cos?t = 1. Az anyagi pont helyzetérsl tudjuk,
hogy r(0) = r(27) = (1,0), ezért r(27) — r(0) = v(&) - (2 — 0), vagyis
v(€) = 0, ellentmondéas. Viszont — ahogy késébb latni fogjuk a 9. Fe-

jezet, 27. Tételében — érvényes a kdvetkez6 tulajdonsag:
I7(b) = r(a)|| < sup{[l"(£)]| :  €]a, b} - [b— al.

26. Kovetkezmény. Az f :la,b|— R derivdlhatd fiigguényre érvénye-
sek a kovetkezd dllitdsok:

a) f'(x) > 0, bdrmely x €la,b|= f szigorian névekvd az |a,b]
intervallumon = f'(x) > 0, barmely x €]a,b| esetén;

b) f'(x) > 0, barmely x €|a,b[= f névekvd az |a,b| intervallu-
mon = f'(x) >0, bdrmely x €]a,b| esetén;

¢) f'(x) = 0, barmely x €la,b|= f dllands figguény az la,b]
intervallumon = f'(x) =0, barmely x €]a,b| esetén;

d) f'(x) <0, bdrmely x €a,b[= [ csokkend az ]a,b| intervallu-
mon = f'(z) <0, bdrmely x €]a,b| esetén;

e) f'(z) <0, bdrmely x €]a,b|= f szigorian csékkend az |a, b

intervallumon = f'(x) <0, barmely x €]a,b| esetén.

Bizonyitds. Az f

fliggvény monotonitisa a Lagrange-tételbsl kovetkezik, amely szerint
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barmely z1,xo €la,b], 1 < xy esetén létezik £ €lxy, z5] ugy, hogy
f(2) = f(z1) = (&) (wa—z1). Igy sgn (f(x2) — f(x1)) = sgn f'(£), ami
az allitasokat igazolja.

Az f' fiiggvény elGjelére vonatkozo allitasok a 17. Ertelmezéshol

kovetkeznek. Igazoljuk példaul az a) allitast. Mivel

o)t £ = @)

h—0 h

és h > Oesetén f(z+h)—f(x) > Oilletve h < 0 esetén f(x+h)—f(z) <
0, ezért a 2. Tétel, j) pontja szerint f'(x) > 0. O

27. Kovetkezmény. Az f : [a,b] — R folytonos fiigguény akkor és csak
akkor dllando, ha f derivdlhatd az |a,b] intervallumon és f'(z) = 0,

barmely x €la, b| esetén.
Bizonyitds. Azonnali a 25. Kovetkezmény alapjan. O]

28. Tétel. (Darboux). Ha f : |a,b] — R derivdlhats figguény, akkor

f" Darbouz-tulajdonsdgi az |a,b| intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x1,xs €la,b], x1 < x5 tetszSleges pontok;
feltételezhets, hogy f'(x1) < f'(z2). Ha A €]f'(x1), f'(z2)], akkor iga-
zolni kell, hogy létezik ¢ €|xy, z5[ Ggy, hogy f'(c) = A.

Tekintsiik a g : [z1, z2] — R, g(z) = f(x) — Az fiiggvényt. Ekkor
g (1) = f'(xr1) =A< 08s ¢'(z2) = f'(x2) — A > 0. Innen

i 9@ —9(@) o 9(2) —g(@)
TN\ T1 T — T z /w2 T — To

> 0.

Igy a 2. Tétel, k) pontja szerint léteznek az U; € V(z1) és Uy € V(22)
ugy, hogy %ﬂgﬁ(fﬂ < 0, ha z € UiN|xy, 25| illetve %igm > 0, ha
x € UsN]zy, xof. Innen, ha x € UyN|xy, 25, akkor g(x) < g(z;) illetve
ha € UyN|zy, 23], akkor g(z) < g(x2). Igy a ¢ fiiggvény a minimuméat

az |1, xo| intervallumban veszi fel (a g fiiggvény derivalhato, ezért g
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folytonos (15. Tétel), igy a g-nek van minimum pontja (13. Tétel)).
A minimum pontra alkalmazva Fermat-tételét (22. Tétel) kovetkezik,
hogy 1étezik ¢ €|xy, zo[ Ggy, hogy ¢'(c) = 0, tehat f'(¢c) — A = 0, amit
igazolni kellett. O]

A kovetkezd tétel elégséges feltétel arra nézve, hogy két valos
valtozos valos fliggvény hanyadosanak a hatarértéke létezzen, melynek

kiszamitdsara modszert is szolgéltat.

29. Tétel. (L’Hospital). Legyen I C R intervallum, o € I' és f,g
I\{z0} = R. Ha

a) hm flz)=0= hm g(z);

b) f és g demvalhato az I \ {zo} halmazon;

c) ¢'(x) # 0, barmely x /E I\ {xzo} esetén;

d) létezik az L = lim
a0 g'(x)

véges vagy végtelen hatdrérték,
akkor

i) g(x) # 0, bdrmely x € I\ {zo} esetén;

i) létezik a lim Ti) hatdrértéks és értéke L.
Bizonyitds. 1) Feltételezziik, hogy zo € R. A 28. Tétel szerint ¢
Darboux-tulajdonsagn, ezért a c¢) feltétel alapjan a ¢ allando eldjeld
az xo ponttol balra illetve jobbra. A 26. Kévetkezmény szerint igy ¢
szigorian novekvs vagy szigordan csokkend az xy-tol balra és jobbra.
Figyelembe véve az a) feltételt, kovetkezik az i) allitas.

Ertelmezziik az f,§: I U {zo} — R fiiggvényeket:

f(:c) _ f(l’), hax?'éxo b5 g(;l?): g(ZE), hal‘?éxo

0, hazxz=x 0, ha z = .

Innen, az a) feltétel alapjan, f és § folytonos fiiggvények az I U {xo}
halmazon. S6t f és § derivalhatoak az I\ {z} halmazon és f'(z) =

f'(z), §(z) = ¢'(x) # 0 minden = € I \ {xo} esetén.



96 3. Valos valtozoés valos fiiggvények differencialszamitasa

Legyen (z,) tetszbleges sorozat, z,, € I\ {xo} és 1Lm Ty, = o
(ilyen sorozat létezik, mert xy € I'). Alkalmazva a 24. Té:eltooaz feésg
fiiggvényekre az [x,, xo] (vagy [zo, z,]) intervallumon, ha z,, < zo (vagy
vo < a), letezik &, €l ao| (vagy £n €Jro, za) gy, hogy g(€,) =
9(&n) # g(z0) = 0 &s

SEn) - f(xO) _ f/(’gn) _ f,<€n>
Tn) =G

(x()) g/(gn) g/(gn)

_

Mivel |&, — xo| < |z, — 0| és lim x, = zy, ezért lim &, = xg, tehat
n—oo n—o0

Cf@) o f) [
M) R ) e g6

)

tekintettel a d) feltételre.
2) Feltételezziik, hogy o = +oo. Ekkor tekinthets az I inter-
vallumnak az Ja, +o0[, ahol @ > 0.
Legyen u : |0, 2[—]a, +oo[, u(t) = } és F = fouilletve G = gou.
Igazoljuk, hogy F' és G kielégiti az a) - d) feltételeket a to = 0 pontban.
Ha t, €]0,1[ és lim ¢, = 0, akkor lim u(t,) = +oo, tehat
n—oo n—oo
lim F(t) = lim F(t,) = lim f(u(t,)) = 0= lim G(t).
t—to n—oo n—o0 t—to
Mivel f, g és u derivalhato fliggvények, ezért a 18. Tétel alapjan F' és
G is derivalhatoak a ]0, [ intervallumon és F'(t) = — 5 f' (1), G'(t) =
—t%g’ (%) , barmely ¢ €]0, %[ esetén. Legyen (t,,) a fent megadott sorozat;

ekkor
lim F(t) = lim F(tn) = lim —f/(u(t”)) = lim f(z)

BB G)  A Gilt) o gultn) oo o)

Alkalmazva az 1) esetet kapjuk, hogy G(t) # 0 minden ¢ €]0, %[ es-

etén és tlg%m = L. lIgy g(x) # 0, barmely = €la, co[ esetén és
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im M =
acl~>oo g(x) L. -

A L’Hospital-szabaly kovetkezé valtozatat bizonyitas nélkiil je-
lentjiik ki.

30. Tétel. (L’Hospital). Legyen I C R intervallum, xzo € I' és f,g :
I\{zo} — R. Ha

) lim Jg(a)] = +o0:

b) [ és g derivdlhatd az I\ {xo} halmazon;

c) g'(z) # 0, barmely v € I'\ {zo} esetén;

d) létezik az L = Ili_}rg) 7(2)

véges vagy végtelen hatdrérték,
akkor
i) g(x) # 0, barmely x € I\ {zo} esetén;

ii) létezik a lim L) hatdrérték és értéke L.
=0 g(x)

30. Példa.
Inz %

1
lim — = lim = lim =0, haa>0.
z—00 L% T—00 LY~ z—00 XL

31. Példa. Legyen a > 1 és a € R. Ekkor

. «@ . a/xafl
lim — = lim = ... =
z—o00 Q¥ z—o0 % ln a
~ lim a(a—l)...(a—n—l—l)xa_”:()’
200 a*(lna)?

ahol n > «.

20. Ertelmezés. Legyen f : A — R derivdlhatd figgvény az A C R
halmazon. Igy létezik az f' : A — R figgvény Ha az f' figguény de-
rivdlhato az x € A pontban, akkor az f fiiggvény kétszer derivdlhato

az v pontban. Jelilése:

f"(xz) = lim e+ h})b — f/(x), T E /Ol

h—0
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Altaldban, ha az f™Y : A — R fiiggvény derivdlhatd az x € A pontban,

akkor az f figguény n-szer deriwvdlhato az x pontban. Jelilése:

Wi g S+ h) = D ()
f(@) = Jim h ‘

Igy f™(x) = (V) (2).

A legtibb n-ed rendd folytonos derivdlttal rendelkezd f : A - R
figgvények halmazdt n-szer folytonosan derivdlhatdé (vagy n -szer
folytonosan differencidlhatd) fiiggvények halmazdnak nevezziik.
Jelolése: C"(A;R) = C™(A). Sajdtosan: C°(A) = C(A) a folytonos
fiigguények halmaza, f© = f; C'(A) a folytonosan derivdlhaté (vagy
folytonosan differencidlhatd) fiigguények halmaza, mig az f € C(A)
fiigguény folytonosan derivdlhats; C*(A) a kétszer folytonosan derivdl-
haté (vagy kétszer folytonosan differencidlhatd) fiigguények halmaza,
mig az [ € C*(A) fiigguény kétszer folytonosan derivdlhatd, stb.

Tovadbbd, jelolje C*(A;R) = C>®(A) = () C™*(A) az in. végte-
len sok-szor derivdlhaté (vagy végtelen nszgkszor differencidl-
hatd) fiiggvények halmazdt. Ha f € C*(A), akkor f végtelen sokszor

dertvdlhatd az A halmazon.

Ha A = [a,b], akkor haszndlatosak a kévetkezd jeldlések:

C"™([a,b]) = C™]a,b] és C*([a,b]) = C*[a,].

32. Példa. Leibniz-féle képlet: ha f,g : A — R fiiggvények n-szer

derivalhatoak az A halmazon, akkor
(f-9) " ()= Cr " P(w)g® ().
k=0

A bizonyitas a matematikai indukciéval torténik.

33. Példa. Ha P,(z) = co+c1x+...+ 2™, x € R, akkor P,(0) = co;
Pl(x) = ¢1 + 2cox + ... + nc 2™t ezért PL(0) = cp; P'(x) = 2¢o +
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3-2c3z + ...+ n(n—1)ec,z" 2, igy P/(0) = 2ley;. .. Pén)(a:) =n(n—
1)...2¢c,, ezért P\™(0) = nle,: P () =0, ha k > n. Kovetkezésképp

1 1 1o
ﬁPgU(O)x + 5J.D,?)(O)g[:? +.F ap,g )(0)2™.

A tovabbiakban az un. Taylor-féle képlettel fogunk foglalkozni.
Adott az f: I — R (I C R intervallum) fiiggvény és xy € 1. Feltételez-
ziik, hogy az f fliggvény n-szer derivalhatd az xy pontban. Keressiik

azt az n-ed foku T, polinomot, amelyre

To(wo) = f(z0), Tp(x0) = f'(w0), ..., T (wo) = f™ (o).
A 33. Példahoz hasonléan a T,, kifejezése a kovetkezo lesz:

17, (20) 17 (x0)

Talw) = Talzo) + =7 - (& — m0) + =, Sz —x0)? +
o Tén;(!%) (z — z0)" =
_ f(x0)+f'<1”f0) (x—x0)+f"§”!“) (& — x0)* +
+...+f(n;(!x°> (z — 2)"

Az igy meghatarozott polinomot az f fiiggvényhez és az xy ponthoz

rendelt Taylor-féle polinomnak nevezziik. Ertelmezés szerint

az un. n-ed rendd maradéktag, mig
f(z) =T,(z) + R.(z), z€l,

a Taylor-féle képlet.

31. Tétel. (Peano). Ha az f : I — R (I C R intervallum) fiiggvény
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n-szer deriwdlhato az xo € I pontban, akkor

lim Rn(x) — lim f(:l?) _Tn(x)

T—x0 (:L' — $0)n T—x0 (;E — :)jo)”

=0.

Bizonyitds. (n— 1)-szer alkalmazzuk a L'Hospital szabalyt (29. Tétel):

. / 7
L@ T @) T
=0 (l’ — xo)" =0 n(x — xo)nfl
(n—1) _ p(n—1)
) T )
T30 nl(z — xq)
1 (n—1) _ f£(n-1)
_ | (x) = f" V(o) F®(zo)| =0,
n! a—ao T — o
felhasznalva a Taylor-polinomot és a 20. Ertelmezést. O]

A Taylor-féle képlet maradéktagjanak a szerkezete az alkalmaza-

sok szempontjabol nagyon fontos, ezért azzal részletesen foglalkozunk.

32. Tétel. (Taylor). Legyen az f :la,b]— R figgvény (n + 1)-szer
derivdlhato az |a,b| intervallumon, és ¢ :la,b|— R olyan derivdlhato
figgvény, amelyre ¢'(x) # 0, bdrmely x €]a,b| esetén. Ekkor barmely
xo, x €la,b] esetén létezik & €|a, b] pont az xo és x kizott dgy, hogy

Ru(e) = 220 06y (o - g

Bizonyitds. Legyen I = [xg, ], ha xy < z illetve I = [z, 0], ha x < zy.
Vezessiik be a ¢ : [ — R,

/ (n)
b0 = 1) — ft) — LDy Iy

1! n!

fiiggvényt. Eszrevehetd, hogy a 1 és ¢ fiiggvények teljesitik a Cauchy-
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tétel feltételeit (lasd a 24. Tételt). Mivel

Innen
0— w(l’o) _ _f(n+1) (f) (l’ . E)n
e(x) — (o) @' (En!
- (@)~ (o)
_ P) = »To (n+1) n
amit igazolni kellett. [

A maradéktag Schlomilch-féle alakjat o(t) = (x —t)?, p € N

esetén kapjuk meg:

fo0g)

Ru(@) = n!p

(x — @o)P(z — )" 7P
ha p = 1, akkor a maradéktag Cauchy-féle alakjahoz jutunk:

(n+1)
Ru@) = 1O o aoya— e, (35.1)

n!

mig p =n + 1 esetén a maradéktag Lagrange-féle alakjat kapjuk:

FmI(E)

(n+nﬁx—%wﬂ. (3.5.2)

Rn(x) =
Az xy és = pontok kozott talalhatd & pont a & = xg + 0(z — x), 0 <
0 < 1 alakba is felirhato. Ha 2o = 0 €]a, b[, akkor a Taylor-féle képletet

MacLaurin-féle képletnek nevezziik, amelynek alakja a Lagrange-
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féle maradéktaggal:

f(”f):f(O)Jr@er...Jr%x”jt% <9< 1.
(3.5.3)

Az alabbi példdkban az elemi fiiggvények MacLaurin-féle ké-
pletét adjuk meg.

34. Példa. Az f(z) = e” fiiggvény esetén

11 1
e’ —1+Fx+§x +. —i—ax + R, (z),

ahol a (3.5.2) alapjan

Rn — I3 n+1
(@) (n+ 1)! ot
és |§] < |a]. Igy
1 |x|n+1
R, = Szt <« S el
(@)l = gy @ - 1ol (n+1)!
n+1

Az 1. Fejezet, 22. Példaja alapjan lim |— 0, ahonnan

lim R,(x) =0, vagyis
n—oo

] 1 1 1,
e’ = +i$+§x+ +m$ +...,
barmely = € R esetén (lasd a valos szamsor 1. és 2. Ertelmezéseit a 2.
Fejezetben).
Hasonl6 a helyzet az f(x) = a”, a > 0 és a # 1 esetben is:

Ina In*a 2 In" a

=14+ —2z "+ ...
o =1+ —pot+ —at

r e R.

35. Példa. Az f(z) = sinz esetén f™(z) = sin(z+ %), n € N. A
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(3.5.2) alapjan

R, (x) = 0 i ] sin <§ +(n+ 1)%) g

tehat lim R,(z) = 0. Igy

n—o0

: _ 1 3 1 5 (_1)n 2n+1
Sll’lﬂf—l’-g[ﬁ —|—§ZE —+ml’ —|—,

barmely x € R esetén.
Hasonléan igazolhato, hogy
1, 1, (—1)"

I ) s _
cosz =1 2!x +4!x oo+ (2n)!

x € R tetszéleges.

36. Példa. Legyen f(x) = shxz. Mivel sh’z = chx és ch’z = shx, ezért
f0 () = shx, ha n paratlan és f"*V(z) = chx, ha n paros. Igy

|f" D ()] < max{|sha], [chal[}.

Kovetkezésképp
1 (n+1) ntl |z

@] = |y ) -2 < g ma{he]. fehe]) <

’xn—‘rl’

i)l max{|shz|, |chz|},
mert || < |z|. Ezért lim R, (x) = 0, tehat

n—o0
_ 1 3 1 5 1 o2n+1

minden x € R esetén.
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Hasonl6an
_ 1 2 1 4 1 2n

barmely x € R esetén.

37. Példa. Az f(x) =1In(1+x), z €] — 1, 1] esetén

—1)»1 —1)!
(n) (. — (=D)" (n—1)!
Tgy
_ Lo 13 (="t
In(l+z)==x 5% +3$ ot P + R, (x).
Alkalmazzuk a (3.5.1) képletet:
1 (=1)"n! "

vagy

ahol €| < |z|. Mivel |z| < 1, ezért [1+& >1— || >1—|z] >0és

o—6| _lel=lel _lel=lel | _1=lel | 1-lel _
L+&] [1+& = 1-10g 1—¢| 1—10]
(3.5.4)
) |:L.’n+1 ) ) B
Innen |z| < 1 esetén |R,(z)| < I vagyis lim R,(z) = 0. Igy
— | n—oo
1 1 —1)t
ln(1+x):x—§x2+§x3—...+( Tz + ...,

ahol |z| < 1.
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38. Példa. Az f(x) = (1+x)* z €] —1,1] és a € R esetén
fM@)=ala—1).. (a—n+1)(1+2z)*™

Ezért

o ala—1 ala—1)...(a—n+1
(142)* = 1+ﬁx+%x2+. S ( ) n'( ):E"+Rn(m),

ahol a (3.5.1) értelmében

Ry(e) = MO 02 gy oot gy,

¢ a 0 és x kozott taldlhato. Felhasznalva a (3.5.4) egyenlGtlenségeket
kovetkezik, hogy

|R, ()] < ‘oz (1 — %) (1 — %)’ (1+ &> Ha|™

A lim R,(x) = 0 teljesiil, ha

n—oo
lim a(l—g>...<1—g>x”+1 =0.
n—o00 1 n
Jelolje
Ty = ’a(l—g>...<1—a>x"+1).
1 n
Ekkor
-2
Ty, n+1
mivel

= |z] <1,

lim ’(1—L>x

ezért a 2. Fejezet, 10. Kovetkezménye alapjan a > x, sor konvergens,
n>1

tehat lim z,, = 0, felhaszndlva a 2. Fejezet, 1. Tulajdonsagat. Ezért
n—oo
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|z| < 1 esetén irhato, hogy

-1 —-1)...(a—n+1
o ,00=D),,  Lela-D. -t

(I+z2)* =1+ 5 o

1!

A paragrafus befejezéseként a helyi szélsGérték pontok
letezésének feltételeit tanulmanyozzuk. Tekintettel a Fermat-tételre (22.

Tétel) megfogalmazhato a kovetkezd allitas:

33. Tulajdonsag. (a helyi szélsdérték pontok létezésének sziikséges
feltétele). Legyen f : I — R adott figgvény, I C R intervallum. An-
nak szikséges feltétele, hogy az xy € ; pont az [ figguény helyi szél-
sdérték pontja legyen az, hogy f vagy nem derivdlhato az xg-ban vagy

f'(xg) = 0.

39. Példa. Az f(x) = 2°, ¢ € R fiiggvénynek az r, = 0 pont
nem szélsGérték pontja annak ellenére, hogy f'(0) = 0. Az f(x) =

2¢, hax >0 _ '
fiiggvény az o = 0 pontban nem derivalhato és xg

x, hazx <0
nem szélsGérték pont.

Az f(x) = 2*, x € [-2,1] fiiggvénynek az 1o = —2 helyi max-
imum pontja (hasonléan az z, = 1 pont is), annak ellenére, hogy
Zo €] - 27 1[

34. Tulajdonsag. (a helyi szélséérték pontok létezésének elégséges
feltétele az elsérendd derivdlt alapjan) Legyen f - ] CR (] CR
intervallum) adott fuggveny €s xy € I ugy, hogy f folytonos az ] inter-
vallumon és derivdlhatd az I \ {zo} halmazon. Ekkor

a) f'(x) <0, bdrmely x € ;\ {zo} esetén az f figgvénynek az
o pontban nincs szélsdértéke;

b) f'(x) < 0, barmely = € ;, x < o és f'(x) > 0, barmely
T € j', x > xq esetén az f fiigguvénynek az xo pontban szigorian helyi

MINIMUMa van,
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c) f'(x) > 0, barmely x € }, x < o és f'(x) < 0, barmely
r € j', x > xo esetén az f fligguénynek az xo pontban szigorian helyi
MATIMUMa VAN,

d) f'(x) > 0, bdrmely x € ;\{mo} esetén az f fligguénynek az

xo pontban nincs szélsdértéke.

Bizonyitds. a) A 26. Kovetkezmény alapjan f szigortan csokkend az ; N
| = 00, 2] halmazon. Viszont f folytonos az zo pontban, ezért f(z) >
f(zo), ha z € }ﬂ} — 00, zg[. Hasonl6 indoklassal: f(xo) > f(z), ha
x € } N]xg, co[. Kovetkezésképp f szigortan csokkend az } intervallumon
és xo nem helyi szélsGérték pont.

b) Ujbol a 26. Koévetkezmény alapjan kapjuk, hogy f(z) >
f(zo), ha z < x¢ és f(x) > f(m), ha zy < 2. Igy az f fiiggvénynek az
xo pontban szigortan helyi minimum pontja van.

A ¢) és d) eseteket hasonloan igazoljuk. O

35. Tétel. (a helyi szélsdérték pontok létezésének elégséges feltétele a
magasabb rendd derivdltak alapjin). Legyen f : I — R (I C R in-
tervallum) fiigguény az xq € ; pontban n-szer derivdlhato gy, hogy
fi(wo) = f'(wo) = ... = fO D (m) = 0 és f™(xg) # 0. Ha n pdros
szam, akkor az f figguénynek az xo pontban helyi szélsdértéke van. Az
xo szigorian helyi mazi-mum pont, ha f™(x¢) < 0 illetve o szigorian
helyi minimum pont, ha f™(x¢) > 0. Ha n pdratlan szdm, akkor az f

fugguénynek az xo pontban nincs szélséértéke.

Bizonyitds. A 31. Tétel és az f'(zg) = ... = f®7Y(z9) = 0 feltételek
alapjan
L n
Fla) — Fla) = 3 FO(0)@ — o)+ a(e)(z — w0)" =
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ahol lim a(x) = 0. Innen, mivel f™(zq) # 0 kivetkezik, hogy

T—T0

sen (/) au) + a(a) ) = s £ oo

ha z elég kozel talalhato az xy ponthoz. Ha n paros szam, akkor (r —

70)" > 0, barmely z € I\ {x0} esetén. Igy létezik U € V(x(), amelyre

sgn (f(x) — f(xo)) = sgn [ (x0),

barmely x € U NI, x # xy esetén, ami a tétel allitdsat igazolja. Ha n
paratlan szam, akkor (x — x¢)" < 0, ha x < xy és (x — x9)" > 0, ha
x> x0. Igy a (3.5.5) egyenlSség jobb oldala elgjelvalto, ezért a bal oldal

is elgjelvalto lesz, vagyis xo nem helyi szélsGérték pont. O

40. Példa. Tekintsiik az f : R — R, f(z) = 32 — 2* fiiggvényt. A
33. Tulajdonség alapjan a szélsGérték pontokat az f'(x) = 0 egyenlet
megoldésai kozott kell keressiik. Mivel f/(z) = 2? — 423, ezért az 2% —
4z% = 0 egyenlet gyokei z; = 1 és zo = 0. Tovabba, f”(z) = 2z — 1222,
igy f"(x1) = —x1 < 0. Ekkor a 35. Tétel alapjan z; helyi maximum
pont. Masrészt f”(x2) = 0; viszont f”'(x) = 2—24x, ahonnan f"(xq) =

2, tehat a 35. Tétel szerint xo nem szélsGérték pont.

41. Példa. A fénytorés torvénye geometriai kizegben: hatarozzuk meg,
hogy milyen tton jut a fénysugar az egyik kdzeghdl a masikba.
Valassza el a két kozeget egy sik. A fény terjedési sebessége
legyen az elsé kozegben ¢q, a mésodikban c,. A fény az els6 kozeg A,
pontjabdl a masodik kozeg A; pontjaba jut. Alkalmazva a Fermat-féle
elvet: a fénysugér utja az a vonal, amely mentén a fény a legrovidebb
id6 alatt jut el az egyik pontbol a masikba, a keresett Ut két egyenes

vonald ttszakaszbol fog allni. Mivel ¢; és ¢y a fény terjedési sebessége
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az illet6 kozegben, akkor az id6, mialatt a fény A;-bdl az As-be jut:

1 1
t(x) = —y\/h3+ 22+ —1\/h3+ (a — x)2.
C1 Co

Keressiik a t fiiggvény minimumat:

#(x) 1 T 1 a—x
r)=— — = — - :
c hiP4+122 ¢ \/h3+ (a— x)?
Igy t'(z) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha % = . Tehat a

fénysugdr ugy torik meg, hogy a beesési és torési szogek szinuszdinak

hdanyadosa a megfeleld fénysebességek hdnyadosdval egyenld.

3.6. A primitiv fiiggvény és a hatarozatlan
integral

21. Ertelmezés. Legyen I C R intervallum és f : I — R adott fiig-
guény. Az F : I — R fiigguényt az f primitiv fliggvényének nevezzik
az I intervallumon, ha F derivdlhaté és F'(x) = f(x) minden x € I

eseten.

36. Tulajdonsag. a) Ha I C R intervallum, Fi,Fy : [ — R az f :
I — R fiigguény két primitiv fiigguénye, akkor Fy — Fy dllando fiigguény
az I intervallumon.

b) Ha az f : I - R (I C R intervallum) (j)“ﬁggvénynek van

primitiv fiigguénye, akkor f Darbouz-tulajdonsdgi az I intervallumon.

Bizonyitds. a) Mivel F{(z) = f(z) = Fy(z), z € I, ezért (F1—Fy)'(z) =
0, z € I. A 26. Kovetkezmény, c¢) pontja alapjan F; — Fy allando fiig-
gvény az [ intervallumon.

b) A 28. Tétel kbvetkezmeénye. O

42. Példa. A 36. Tulajdonsigban lényeges, hogy a primitiv fiiggvények
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kozos értelmezési halmaza intervallum legyen. Valoban, ha Fi, Fy : R\

{0} = R, Fi(z) = arctgz és Fy(x) = arcctg <, akkor
1
Fi(z) — Fy(x) = arctg xz — arcctg — = arctgx — arctgx = 0,
x

ha z > 0, illetve Fy(z) — Fy(z) = —m, ha z < 0, ugyanis arcctg 1 =
m+ arctgx az x < 0 esetben.

22. Ertelmezés. Az f : I — R fiigguény primitiv fiigguényeinek a hal-

mazdt az f fliggvény hatdrozatlan integrdlydnak nevezzik. Jelilése:
[ f(@)dz.
A 36. Tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha F az f fiiggvény

valamely primitiv fiiggvénye, akkor

/f(x)dx — {F(z)+¢|cEeR}.

Az irasmod egyszeriisitése végett a hatarozatlan integralt szokas
azonositani a {F(z) + ¢ | ¢ € R} halmaz barmely elemével. Ekkor
irhat6, hogy

/f(x)dx = F(z)+c, (3.6.1)

ahol c € R.
J a hatarozatlan integral szimboluma, f az integralando fiig-

gvény és f(x)dx a differencidlforma. A (3.6.1)-bol rendre kapjuk:

d/f(a:)dx =dF(z) = F'(z)dx = f(z)dx

illetve

/dF(x) = /F’(x)dx = F(z) +c

A (3.6.1)-ban szerepl§ ¢ konstansnak egyszeri fizikai jelentése
lehet a kovetkezd: feltételezziik, hogy egy anyagi pont egyenes vonalid

mozgasanak v(t) sebessége ismert, ahol t az id6t jeloli. Ha z(t) jeloli az
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anyagi pont helyzetét a t id6pontban, akkor () = v(t), vagyis z(t) a
v(t) primitiv fiiggvénye. A kérdés az, hogy hogyan hatarozzuk meg az
anyagi pont helyzetét, ismerve a sebességvektort bizonyos idGinterval-
lum utan. Nyilvan ez akkor lehetséges, ha az anyagi pont helyzete is-
mert egy adott id6pontban. Példaul ¢ = 0 esetén megadjuk az z(0) = z
kezdeti feltételt. Ellenkezd esetben a mozgas torvénye x(t) = T(t) + ¢
alaki, ahol Z(t) a v(t) barmely sajatos primitiv fiiggvénye és ¢ € R
tetsz6leges. Az z(0) = T(0) + ¢ = x, feltétellel viszont megsziinik a
hatarozatlansagi eset, igy ¢ = xg — Z(0) és z(t) = xo + [T(t) — Z(0)],
ahol az T(t) —7(0) kiilonbség az elmozdulést jeloli az ismert xy ponthoz
képest.
A (3.6.1) és a 21. Tétel alapjan a hatarozatlan integral a
kovetkezd tulaj-donsagokkal rendelkezik:
a) f(af+5g) dx:aff dx+5fg Vd, aholaﬁG]R;
b) J(f -9 (@)dz = | F()gla)do + | (@)
) ha [ f(z)dz = F(z) + ¢ telJesul az I, 1ntervallumon és
I, = 1,

folytonosan derivilhato fliggvény az I; intervallumon, akkor

/ (f 0 @)D (1)t = (F o p)(t) + ¢

(I; és I, a t illetve az x valtozoknak megfelel§ intervallumokat jel6lik).

A b) a parcialis integralas képlete:

/ f(@)g (2)dx = f(x)g(x) — / F(@)g(x)da

mig a c) allitds a valtozocsere a hatarozatlan integralban:

[treais = [ fe®do) = [ 1)z = Fayre= Flo®) e

ahol x = p(t).
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43. Példa./lnxdzp:xlnx—/x-ldx:xlnx—/l der =
T

zlnxy — x4+ c.

1 Int) d

44. Példa. —dt_/(n) dt—/—x—ln|x|+6—ln|lnt|+c,
tln Int x

ahol x = ¢(t) = In

~ T+

Altalaban a primitiv fiiggvény meghatarozasa nem egyszert, s6t
léteznek olyan fiiggvények, melyek primitiv fiiggvényei nem adhatok

meg elemi fliggvények Osszetett fiiggvényeként. Ilyen példak az

Ei(z) = [%ds exponencialis-integralfiiggvény, a

Si(r) = [®2%dr  szinusz-integralfiiggvény, a

Ci(z) = [<%dr koszinusz-integralfiiggvény, a

Shi(z) = [®%dr  szinusz hiperbolikusz integralfiiggvény, a
Chi(z) = [®%dz  koszinusz hiperbolikusz integralfiiggvény, az
S(z) = [sina’dr és

C(z) = [cosz?’dx Fresnel-féle integralfiiggvények, a

() = [ e *’drz  Euler-Poisson integralfiiggvény illetve a

li(x) = [& logaritmus-integralfiiggvény.

Ezért a kovetkezGkben néhéany fiiggvényosztaly esetében bemu-
tatjuk a hatarozatlan integral kiszdmitasi modjait.

a) Raciondlis fiigguények primitiv figguényei az [ %dm alaku
hatarozatlan integral kiszamitasat jelenti, ahol P és () polinomfiig-

gvények. Mivel a
k;

o -0+ 2 (X )+ 2 (L et )

_ . \k
j=1 N k=1 <I J}]) j=1 k=1
(3.6.2)

felbontas egyértelmt, ahol p a P-nek @Q-val valdo osztasabol szar-

maz6 hanyados polinoma, ajy,bji, cjr egyértelmiien meghatarozott
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valos szamok és

Qx) = (z — xl)’“ (= xl)kl(mQ +pr+q)™ ... (IE2 + pux 4+ ¢)"",

1 . bx + ¢

és ,
(z —a)t = (22 + pr+q)F
k € N, alakt racionélis fiiggvények integralasat jelenti. Az els§ esetben:

ezért a (3.6.2) bal oldalanak integralasa az

1 —k+1
— h 1
/( 1 dp — —k—|—1<$ a) +c, hak #

2
z —a) Injz —a|+e¢, hak=1.

br +c . . .
Az / 5 - dx integral esetében az eljards a kovetkezo:
(22 + px + q)

2 1 ’ 12
r*+pr+q= x+§p + Q=3P >

ahol ¢ — 1p® > 0, mert az 2 + pzx + ¢ = 0 egyenletnek nincsenek valos

gyokei. Jelolje u := x + 1p és a® := q — 1p*; ekkor

/ br + ¢ dr — / au + f3 du —
(2 + px + q)* N (u? + a?)k N
U 1
- a/ (u? 4 a?)k du+ B/ (u? 4 a?)k du,

ahola=bés f=c— %bp. Tovabbé, mivel

1 _
w 1 [ du?+ad?) —_(u2 +a?)™* hak #£1
pdu = o [ SO =8 2=k
(U +a) 2 (U +CL> §1n(u2+a2)7 hak}:]_,

du
ezért az [, = / m integral kiszdmitasi modjat kell megadnunk.



114 3. Valos valtozoés valos fiiggvények differencialszamitasa

A parcialis integralas képlete alapjan

[ / du B U +2k/ w?du B
k. = (u2+a2)k o (u2+a2)k (u2+a2)k+1 -
2 2y .2
S R / wta)—a, _

(u2 + QZ)k (u2 + a2)k+1
u 2
= m+2k[k—2ka Ik+1.
Innen "
1 2k —1
I = . M,

: +
2ka? (v +a?)k  2ka?
ami lehet&vé teszi az I, kiszamitasat, mert

du 1 u
Il = m:aarctga—i—c.

3x2+3x—1

@2+ D)@+2)
A (3.6.2) felbontést a kovetkez6képpen kapjuk meg:

45. Példa. Szamitsuk ki/

322 +3x—1 _Ax+B C

(22+1)(zx+2) 22+1 +x+2'

A hatéarozatlan egyiitthatok modszerébsl: A =2, B = —1, C = 1. Igy

/3x2—i-3x—1daj B /Zxdx_/ dzx +/ dv
(2 4+ 1)(x+2) B 2+ 1 2 +1 T2

= In(2*+1) —arctgz +In|z + 2| +c =

= In|(2® 4+ 1)(z +2)| — arctgz + c.

b) Az [ R(cosz,sinz)dx alaki primitiv figguények esetében R

kétvaltozos racionalis fiiggvény (vagyis R(u,v) = SEZZ;, ahol P(u,v) és
Q(u,v) az u™v™ (m,n =0,1,2,...) monomok véges linearis kombina-

ci6ja). A hatarozatlan integral kiszdmitasara a tg§ = t helyettesitést
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végezzik el. Ekkor x = 2 arctgt és

2 , 2t 1—t?
= ——dt, sinxr=-——, cosz =
1+1¢2

d )
v 1+ t2’ 1+ ¢2

Kovetkezésképp

. 11—t 2t 2
/R(cosx,sm:c) dm:/R(ljtt?’ 1+t2) 142 dt,

amely szerint az integral kiszamitasa visszavezetGdott a racionélis fiig-

gvény hatarozatlan integraljanak a meghatarozasara (lasd az a) esetet).
Ha az integral [ R(cos®z, sin®x)dx vagy [ r(tgz)dz alaku, ahol

r raciondlis fliggvény, akkor a helyettesités lehet tg x = t alaku is. Ekkor

ot d dt .y t? ) 1
Xr — arc r = —— ST r = —— COS™ & = .
&b 1+ t2’ 142’ 1+¢t2

1 t2 dt
2 2 _
/R(COS x, sin x)dw-/R(ldth7 1+t2> 1o

/r(tgx)d:)s _ /r(t)- 1it2 dt.

Abban az esetben, ha az integral [ R(cosz,sin®z)sinx dx vagy

Igy

illetve

J R(cos® z, sinx) cosz dx alaki, akkor a helyettesités cosz = t illetve

sinx = t alaku. Ekkor
/R(cos z,sin® x)sinz do = — / R(t,1 —t?) dt

illetve
/R(Cos%c,sinx) cosx dr = /R(l —t2t) dt.
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46. Példa.

/da: _/ 1 2dt—2/ .
3+sine ) 3+:% 1+ ) 3242t+3

B g/ d(t+3) _g/ du B
oty 3 ey (2g)

9 u?
1 ; 3u n 1 ‘ 3t+1+
= —arctg——=+4+c=—& arctg——+c =
V2 V2 2 V2
1 3tgs +1
= — arctg ——— +c¢

(a tgZ =t és a t + 3 = u helyettesitést alkalmaztuk).
Az irracionalis fiiggvények hatarozatlan integraljat altalaban
csak akkor tudjuk kiszamitani, ha az integralt at tudjuk alakitani

racionalis fiiggvény integraljara. Ilyen esetek az alabbiak:

w/ b
c) Az / ( ar + )dx alakid primitiv figguények es-

etében R szintén kétvaltozos racionalis fiiggvény, n € N. Az 22tb — 4»

cz+d
helyettesitéssel x = % és az integraland¢ fliggvény racionélis fiig-

gvény lesz.

-1
dac integral kiszamitédsdhoz a helyettesités

47. Példa. Az /

t—i—l

legyen 2= = 1>, Ekkor r= At dt. Tgy

(1- t2)2

-1 At 1 1
JE—dr = [t —dt =4 [ ————dt—4 dt.
/ r+1 / (1 2)2 /(1—752)2 /1—t2

MAasrészt
1 1
dt = =1
/ 1—p” 32"

141
1—-t

‘—i—c;
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a parcialis integralas képletét alkalmazva:

dt t t2
- 2 — _dt=
/1—t2 e /(1—152)2

t dt dt
= 2 — =2 [ —.
1—t2+ /(1—252)2 /1—152
Innen

/ dt 3/ a1t St 1t
— = — - —=-In|—|—-—=--—5 +c¢
1—)2 2J1-¢ 2 1—-¢ 4 [1—-t| 2 1—¢

Kovetkezésképp

z—1 1+t 2 1+t
JE—dr = 31 - —21 -
/ sl 3n1—t‘ 1—¢2 nl—t‘JrC
ol 2
I R R P

z+1++vor—1
= In \\;mle_:;x_l‘—m—l—c.

d) Az [ R(x, Var? +br +c) dr alaki primitiv figguények
esetében az tun. Euler-féle helyettesitéseket végezziik el ahhoz,
hogy raciondlis fiiggvény integraljahoz jussunk vissza (R kétvaltozos
racionalis fiiggvény). Ezek a kovetkezdk:

1) ha az ax® + bxr + ¢ = 0 egyenletnek z; és x5 valos gyokei
vannak, akkor

Var? +br +c = t(x — x1) vagy Vaz® +bx +c = t(x — 13);

2) ha a > 0, akkor vaz® + bx + ¢ = xv/a + t;

3) ha ¢ > 0, akkor Vax? + br + ¢ = at + \/c.

dx
T+ ViZ+2r+2

48. Példa. Szamitsuk ki/
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Alkalmazzuk a 2). helyettesitést: v/x2 + 2x + 2 = x + ¢; ekkor

-2 g 22

= dt.
22t 2(1— )2

Innen

/ dx B
-+ V2 + 20+ 2

1 — 242t —2

2_9 2_9 ) — 2
b Tttt 21-1)

1 [ —t2+2t—-2 1 t
== | ———dt = = 1+ ———— | dt =
2/(1—t><t—2> 2/( *(t—l)(t—m)
1 1 2 t 1
:—/(1——+—)dt:——§1n|t—1|+1n\t—2|+c:

2

1
:5(\/$2+2x+2—x)—§ln‘\/x2+2w—|—2—x—1}+
+ ln‘\/x2+2x+2—x—2’+c.

e) Az [ 2™ (az"+b)Pdz (a,b € R;m,n,p € Q) binom integrdlokat
az un. Csebisev-féle helyettesitéssel vezetjiik vissza racionalis fliggvény
hatarozatlan integraljara. Ez a kovetkez6 esetekben lehetséges:

1) ha p € Z, akkor x = t", ahol r az my és ns legkisebb kozos

tobbszorose,

m — %7 (m17m2) = 1 és n —= %7 <n17n2) — ]-7

2) ha ™ € Z, akkor az™ + b= t*, ahol p= £, (r,s) = 1;

n

3) ha ™ 4 p € Z, akkor a + ba ™" = t°.

n

3 4
49. Példa. Szamitsuk ki / Vitve,
NG

Az integral ekvivalens formaja: [ x’%(xi + 1)%d:1:. fgy m = -1

-4
n = }1, p = % és mTH = 2 € 7. Ezért a 2). eset alapjan r1 41 = 3,
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vagyis x = (12 — 1)* és dx = 126%(t® — 1)3dt. Tehat

3 12
/x_é (wi%—l)Sda: = 12/(t6—t3)dt:7t7—3t4+c:
12
= (VoI =3z +1)8 te

f) Elliptikus integrdlok. A hatarozatlan integrélok masik fontos

osztalya az
/R(x, P,(z)) dx (3.6.3)

alaka integralok, ahol R kétvaltozos raciondlis fiiggvény és P, olyan
polinomfiiggvény, amelynek n fokszama > 2.

Ha n = 3 vagy n = 4, akkor a (3.6.3) alaku integrélokat el-
liptikus integ-raloknak nevezziik, ha n > 4, akkor a (3.6.3) inte-
gralok elnevezése hiperelliptikus integralok. Abel és Liouville iga-
zolta, hogy a (3.6.3) alaku integral nem adhat6 meg az elemi fiiggvények
segitségével. Viszont igazolhatd, hogy elemi transzformaciok altal az
altalanos elliptikus integral a kovetkezd integralok egyikére vezethetd
vissza (eltekintve azon tagoktol, amelyek elemi fiiggvények segitségével
irhatoak fel):

dx
/ \/(1 — 33’2)(1 _ k’2$2)’ (364)
r2dx ’
/ \/(1 — 1’2)(1 _ kZ.CEQ) €s (365)
dx
/ (1+ hHCZ)\/(l —22)(1— k2m2)’ (3.6.6)

ahol h és k valos paraméterek, k €]0,1[. Az x = sin ¢ helyettesitéssel
a (3.6.4), (3.6.5) és (3.6.6) integralok a kovetkez6 kanonikus integralok
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egyikére vagy ezek kombinacidjara vezethetSk vissza:

d
/ Ld , (3.6.7)
1 — k2sin? @

/ 1—k2sin®p dp  illetve (3.6.8)

d
/ L4 (3.6.9)
(14 hsin®@)y/1 — kZsin® o
A (3.6.7), (3.6.8) és (3.6.9) integralok elnevezései rendre els6faji el-
liptikus integral, masodfajt elliptikus integral illetve harmad

faja elliptikus integral (A.M. Legendre osztalyozéasa szerint).



4. fejezet

Valo6s valtozos valos fuggvények

integralszamitasa

4.1. Az integralszamitas kialakulasa

Az infinitezimalis analizis megalkotoi sajat kalkulusuk fordi-
tott feladatait tanulményozva vezették be az integralszamitast. Newton
fluxivelméletében kiilondsen vildgos a fluxidk és fluensek kiszdmitasa-
nak feladata kozotti kolcsénds inverz kapcsolat. Leibniznal a kérdés
bonyolultabb volt: az integ-ral kezdetben hatarozott integrélként jelen-
tkezett, mint végtelen sok végtelen kicsiny differenciél Gsszege. Az inte-
gralas azonban gyakorlatilag nala is a primitiv fiiggvény megkeresését
jelentette. Kezdetben az integralasnak ez a felfogasa uralkodott.

A forditott feladatok ugyanakkor igen altalanos alakban jelen-
tkeztek. Az integralszamitas a fiiggvény integralasan kiviil egyebek
kozott még a differencidlegyenletek elméletének, a varidcidszamitas-
nak és a specialis fiiggvények elméletének feladatait is tartalmazta. A
matematikai analizis e teriiletei csak fokozatosan valtak ki az integral-
szamitasbol a XVIII. sz. folyaman. Az integ-ralszamitas ilyen altaldnos

felfogdsa mellett e tudomanyag rendkiviil gyorsan novekedett. Fu-

121
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lernek 1768-1770-ben az integralszamitas szisztematikus kifejezéséhez
méar harom vaskos kotetre volt sziiksége, ezek cime: Institutiones cal-
culi integralis. Altalanosan elfogadott vélemény, igy Euler véleménye
is az volt, hogy az integralszamitas nem més, mint modszer, amelynek
segitségével, a differencidlok kdzotti megadott Gsszefiiggés alapjan, meg-
talalhatdo maguknak a mennyiségeknek az Osszefiiggése. Integralasnak
azt a miiveletet nevezziik, amellyel ez elérhetd. Az ilyen kalkulus kiin-
dulopontja természetesen a hatarozatlan integral. A célja pedig az, hogy
a fiiggvények minél szélesebb osztalyara ki legyen dolgozva a primitiv
fiiggvény megkeresésének modszere.

A XVIIL. sz. els§ felében az integralszamitas felépitésének fe-
ladata lényegében megoldodott. A & sikereket kezdetben e téren Jo-
hann Bernoulli érte el, aki megirta az integralszamitas els6 rend-
szeres tankonyvét (1742), azutén pedig Euler. Euler a hatéarozatlan
integral fogalmabdl mint alapbdl kiindulva, a meghatarozasok egész
rendszerét vezette be. A tetszéleges additiv integracidés konstanssal
egyiitt vett integralt teljes integralnak nevezte, s a tetszéleges allando
rogzitése vezetett a partikularis integralhoz. Ez utobbi az argumen-
tum bizonyos meghatarozott értékére a hatarozott integrallal ekvivalens
értéket adott. Ezt a szigori kovetkezetességet az alkalmazas kérdéseiben
(abban az esetben, amikor a primitiv fiiggvény nem elemi) nem lehetett
megtartani, igy a megfelel6 kozelité szamitdsokban a hatarozott inte-
gralokat a maival analog modon Osszegezésként vezették be. A Leibniz-
fele [ f(x)dz szimbolumot a hatarozott integral kifejezésre juttatasa

érdekében modositani kellett, s ez szintén nem egyszerre tértént meg.
ab xr=a

Az Euler-féle [ f(z)dx p szimbolumot Laplace javaslatara
a

1779-t61 nevezték "hatarozott integralnak". Az altalunk megszokott
ff f(x)dz szimbélumot csak 1819-1822-ben vezette be J.B.J. Fourier.

Az integralszamitas terén elért eredményeit Cauchy a Résumé
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des le¢ons donnés sur le calcul infinitésimal cimd konyvében (1823) fe-
jti ki. Nala az integralszamitas felépitése gyokeresen kiilonbozott Euler
és sok més el6d iranyvonalatol. Sajatossaga mindenekelGtt az alapfo-
galom megvalasztasaban jutott kifejezésre. Ez a fogalom a hatéarozott
integral fogalma volt. Uj volt az is, hogy a targyalas elején analitikus
bizonyitast adott arra, hogy egy folytonos fiiggvénynek létezik hataro-
zott integralja. iz a bizonyitas az egzisztenciatételek késGbbi bizonyita-
sainak minden jegyét magan viselte. Gondolatmenete a kovetkezd:
legyen adott az [xg, x| intervallumon folytonos f fliggvény. Osszuk fel
ezt az intervallumot n részre az xi,xs,...,x,_1 pontokkal. ElGallitva
az S = Z”: f(zi—1)(x; — x;_1) Osszeget, bebizonyitjuk, hogy S — A, ha
n — oo é?(xi —x;_1) — 0. Az A integréalérték ily modon ugy all eld,
mint az integracios intervallum hatarainak és az f-nek a fiiggvénye.
Az integralszamités fejlddésével parhuzamosan kialakultak az
integralas mitiveletének &ltalanositasai is. 1743-ban A.K. Clairaut
bevezette az L gbrbe mentén vett kétvaltozos [, (Pdxz+Qdy) vonalinte-
gralokat. Euler 1770-ben gyakorlati feladatokkal kapcsolatban kidolgo-
zta a kettGs integralok elméletét. Két évvel kés6bb (1772-ben) Lagrange
a forgasellipszoidok vonzasanak kérdését tanulmanyozva meghonositot-
ta a matematikdban a harmas integralokat (a publikalas datuma 1775).
Az integralszamitas fejlédése soran egész sor speciilis jellegi
probléma vet§dott fel. Ezek megoldasi kisérletei a matematikai analizis
1j teriileteinek kidolgozasahoz vezettek. E teriiletek el6bb vagy utobb
ki is véltak elsddleges forrasukbol: a XVIII. szazadi integralszamitas-
bol. Koziiliik mindenekel6tt a differencidlegyenletek elméletét és a
variacidoszamitast kell megemliteniink. A specialis alakt integralok
kiszamitasa nyoméan a specialis fiiggvények elméletének egész sor tételét
fedezték fel. Ezen a téren az elsé- és masodfaju Euler-féle fiiggvények,

vagyis a

1
B(a,b) = / 211 — z) e
0
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béta-fiiggvények (1730-1731) és a

F(a):/ e T2 dx
0

gamma-fiiggvények (1729-1730) felfedezése jelentette az elsG lépéseket.
Ugyancsak a specialis fiiggvények osztalydhoz tartoznak az el-
liptikus fiiggvények, amelyek az elliptikus integralok, vagyis az
[ R(z, \/P,(x))dx alaki integralok inverzei (az R kétvaltozés racionélis
fiiggvény, n = 3 vagy n = 4, a P, pedig tobbszoros gyokok nélkiili poli-

nom). Ezek az integralok onnan kaptak neviiket, hogy egyikiikkel, az

/ \/1— k2sin?® o dyp
0

(Legendre-féle normalalakban felirt masodfaju elliptikus) integrallal
kifejezhetd az ellipszis L ivhossza: u = acosy, v = bsing (a > b)

esetén

@ du\? dv\” “
L= / (_) +<_> dsoz/ a? cos? ¢ + b?sin® ¢ dip =
0 \/ dp dyp 0 \/
= a/ \/1 — k2sin? ¢ do,
0

ahol k = %\/a2 — b? az ellipszis excentricitdsa. Az ilyen alaku inte-

gralokat kiilonféle gorbék ivhosszanak kiszamitasdhoz a XVIII. sz. sok

matematikusa felhasznalta. 1761-ben Euler megtalalta az elliptikus in-
tegralok Osszegezésének tételét, invertdlasuk gondolatat pedig a XVI-
IT. sz. végén C.F. Gauss vetette fel els6ként. Az elliptikus fiiggvények
elmélete lényegében a XIX. szazadban épiilt ki Abel, Jacobi, Liouville és
méas matematikusok munkaja nyoméan. Az emlitett fiiggvények alkotjak
a specidlis fliggvények egyik osztalyat: a transzcendens fiiggvényeket.

Ezek mindegyikét olyan integralokbol szarmaztattak, amelyeket elemi
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fliggvényekkel nem lehetett kifejezni.

Egy sor nehéz integral kiszamitasanal a komplex valtozok
helyettesitésének modszerét is alkalmaztdk, ami kés6bb megteremtette
a kapcsolatot az integrilszamités és a komplex valtozos fliggvények
elmélete kozott. Példaul mar d’Alembert és Euler megallapitotta, hogy
o(x +1y) = M + iN és ugyanakkor p(z — iy) = M — iN. Akkor
P+iQ = [(M +iN)(dz +idy) és P —iQ = [(M — iN)(dzx — idy),
amibsl P = [ Mdz—N dyilletve Q = [ Ndx+M dy. Abbol pedig, hogy
az integrandusok a P illetve @) teljes differencialjai, maris kévetkeznek
a nevezetes d’Alembert-Euler-féle relaciok:

oM ON ON OM

"o oy or
Késébb Laplace olyan integralokat vizsgalt, amelyeknél az integracio
hatarai voltak képzetesek.

Az integralszamitasnak ez a teriilete fontos szerepet jatszott a
komplex fiiggvénytan létrejottében; annak egyik forrasa volt. A kom-
plex fiiggvénytan teriiletén G.F.B. Riemann vizsgalatait a széles kori
analogia jellemezte, amely Osszekapcsolja ezt az elméletet a matemati-
ka sok mas teriiletével. E vizsgalatok jelentés mértékben megvaltoz-
tattak a komplex valtozos fiiggvényekrsl alkotott elképzelések izolalt
voltat. Egyidejlleg maganak az elmé-letnek a keretei kozott olyan 1j
fejezetek alakultak ki, amelyek szorosan Osz-szekapcsoltak més disz-
ciplindkkal. Riemann alapvet§ eredményeit A komplex wdltozos fiig-
guények dltaldnos elméletének alapjai cimi disszertacioja (1851) és
Az Abel-fiigguények elmélete cimdi mive (1857) tartalmazza. Ismeretes,
hogy a z = aH—zy komplex argumentum w = u-+1iv analitikus fiiggvénye
kielégiti a % = gz és g—z = —g d’ Alembert—Euler—egyenleteket Ebbél
nyilvanvaloan kovetkezik a Au = 0, Av = 0 feltétel (A = (%2 + ad; ).

Riemann kordban e nevezetes ténynek szamos interpretacidja jelent
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meg. Helmholz az wu-t gy értelmezte, mint az Osszenyomhatatlan
folyadék (z,y) sikon torténé mozgasa esetén a sebesség potencialjat, s
ezaltal v volt az aramléas fiiggvénye. Az elektrotechnikiban stacionéarius
aramlas esetén G.R. Kirchhoff elektrosztatikus potencidlként vezette
be az u fiiggvényt. Ohm fesziiltségként definiadlta, Fourier pedig a sta-
cionédrius hémozgés feladatanak megoldésakor hémérsékletként inter-
pretalta. Végiil Gauss ugy értelmezte az emlitett tényt, mint annak a
feltételét, hogy a d_w = M értéke a dr +1 dy irdnytol fiiggetleniil
dz  d(z+1y)

csak az x + iy ponttol fiiggjon, vagyis az (z,y) siknak az (u,v) sikra
valo leképezése konformis leképezés legyen.

Riemann ugy vélte, hogy megértek a feltételek ahhoz, hogy a
matematikai fizika gondolatait at lehessen vinni a fiiggvényelméletbe.
Az id6 tajt mar a Laplace-féle egyenlet megoldasi modszereit is eléggé
jol kidolgoztak. A Dirichlet-problémanak nevezett megfelel6 peremfe-
ladatot igy fogalmaztiak meg: meghatarozando a fiiggvény értéke a tar-
tomany belsé pontjaiban, ha ismeretesek a tartomany hataran felvett
értékei. A Dirichlet-feladat meg-oldasat Gauss (1813-ban és 1840-ben),
Green (1828-ban), Kirchhoff, Dirichlet és masok dolgozték ki a specialis
esetek egész sorara. Ezekben a vizsgalatokban kristalyosodott ki késébb
az egzisztenciatétel, amely szerint, ha adott az egyszeresen Osszefiiggd
G tartomany hataran az u(x,y) folytonos fiiggvény, akkor a G belse-
jében létezik olyan analitikus w = wu + v fiiggvény, amelynek valos
része folytonosan kozeledik a megadott peremértékekhez. E feladatkor-
ben Riemann azt a problémét tanulmanyozta, hogy a peremfeltételek
milyen mértékben hatarozzak meg az analitikus fiiggvényeket. Gyorsan
tisztazodott, hogy egyszerd zart gérbével hatarolt véges tartomany es-
etén a w(z) = u+1iv (z = x +1y) fiiggvény meghatarozasahoz elegendd
megadni az u értékeinek hatareloszlasat és a v értékét a tartomany egy
pontjaban. Meg lehet adni forditva is, vagyis a v értékeinek hatarelos-

zlasat és az u értékét egy pontban; és végiil meg lehet adni a ¢(u,v)



4.1. Az integralszamitas kialakuldsa 127

Osszefiiggést a tartomany hataranak minden pontjadban vagy a hatar
minden pontparjara két Osszefiiggést, amelyet e pontokban az u és v
értékeknek kell kielégitenitik.

Riemann minden megfontolasaban az tgynevezett Dirichlet-féle
elvre tAmaszkodott. E szerint az 6sszes lehetséges olyan fiiggvény koziil,
amelynek a G tartomanyon megegyezik a hatareloszlasa, az a fliggvény,

amely eleget tesz a

o [ () + (5 + (2)

feltételnek, az adott tartomanyon harmonikus lesz. Errdl a feltételrsl
Riemann, a jelek szerint Dirichlet elGadasai nyomén szerzett tudomést.
A matematikai fizika (potencialelmélet) feladatainak megoldasaval
kapcsolatban a fenti méar ismeretes volt Gauss, Thomson és Kirch-
hoff el6tt is. A feltétel naluk teljesen hatarozott fizikai értelmet nyert:
az | integral a homogén, Gsszenyomhatatlan folyadék megallapodott
aramlasanak kinetikus energidjat fejezte ki, ahol u a sebesség poten-
cialjat jelolte. Riemann azonban nem tudta bebizonyitani, hogy létezik
olyan u fiiggvény, amely mellett az [ integral miniméliss4 valik. A
fizikai analogidk alapjan keletkezett és most vitassa valt Riemann-féle
egzisztenciatétel sokdig a levegGben logott. Bizonyitasit mas utakon
H.A. Schwarz (1870) és C.G. Neumann (1884) adta meg, de Riemann
kovetkeztetéseinek megalapozottsagat — a variacidoszamitas direkt mod-
szereit hasznalva — csak Hilbertnek sikeriilt bebizonyitania (1901-1909).
Ezt a kérdést altalanosabb forméaban R. Courant és H. Weyl tette vizs-

galat targyava.
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4.2. A Riemann-féle integral

1. Példa. Valamely anyagi pont egyenes vonali mozgasa soran jelol-
je s(t) a megtett utat a ¢ iddpillanatig, és v(t) = s'(t) a sebességet
ugyanabban a t idgpillanatban. Feltételezziik, hogy ismert az anyagi
pont s(tg) helyzete a ty id6pontban és az anyagi pont sebességvektora
tetszéleges idGpillanatban. Keressiik az s(t) értékét tetszéleges t > t
id6pontban.

Ha feltételezziik, hogy a v(t) sebesség folytonosan valtozik, akkor
kis idGintervallumban az elmozdulds megkozelit6leg megadhatd tgy,
mint a v(7)At szorzat, ahol v(7) az iddintervallum 7 pontjaban mért
sebesség és At az idGintervallum hossza. Tekintettel erre az észrevételre,
osszuk fel a [to,t] intervallumot "kicsi" részintervallumokra a ¢; (i =
0,...,n) id6pontok segitségével: t, < t; < ... < t, = t. Legyen
At;=t;—t;q és 7 € [ti_1,t;) (1 =1,...,n). Ekkor

A kozelités annal pontosabb, minél jobb finomitasat adjuk meg a [to, ]

intervallumnak. Koévetkezésképp

n

||ii||nioZ v(m) Aty = s(t) — s(to), (4.2.1)

i=1
ahol A € Parlty,t] és ||A|| a A felosztéas normaja.

2. Példa. Hatérozzuk meg az y = 22 egyenlet( parabola alatti teriilet
nagysagat a [0, 1] intervallumon.

Kovetve Arkhimédész gondolatat — anélkiil, hogy a sikrész
teriiletét értelmeznénk — a parabola alatti teriiletet megkozelitjiik hian-
nyal bizonyos téglalapok teriileteinek az Gsszegével (5.1. abra).

Legyen A € Par[0,1], A:0 =2y <21 <...<z, =1 Hao
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jeloli a keresett teriilet nagysagat, akkor

n
o~ fo_l (g — xiq).
i=1

Ekkor .
lim 22 (x; — xiq) = 0.
Aﬁ\oizl i 1( 1)
Innen, az f(zr) = 2%, & = ;.1 68 Az; = @y — 2 (1 = 1,...,n)
jelolésekkel
AHO;JC(@ (4.2.2)

Az (4.2.1) és (4.2.2) Osszefiiggések csupan jelolésben kiilon-
boznek. Tekintettel (4.2.1)-re irhato, hogy ¢ = F(1) — F(0), ahol F
az f primitiv fiiggvénye. Mivel f(z) = 2?, ezért F(z) = 12° + c. Igy
o=F(1)— F(0) = 1.

3

1. Ertelmezés. Legyen [a,b] C R adott intervallum, A € Parla,b],
A:a =2 <13 < ... < xy =bés& € [wimg,z) (i =
1

felosztdshoz tartozo kdzbeesé pontrend-szernek nevezzik. Jeldlje Pa

,...,n) tetszileges pontok. A & = (&1,...,&,) pontrendszert a A

a A felosztdshoz tartozo dsszes kizbeesd pont-rendszerek halmazdt.
A (A€) pdrt, ahol A € Parla,b] és & € P, felosztdsrendsz-
ernek nevezzik. Az [a,b] intervallum dsszes felosztdsrendszereinek hal-
mazdt jelolje Pargla,b], amelyet Riemann-féle felosztdsrendsz-

ernek neveziink. Kovetkezésképpen:

Py = {&1&E=(&,...,6), &€ rioy,xg), i=1,...,n} és
Pargla,b] = {(A,§) | A € Parfa,b], £ € Pa}.

2. Ertelmezés. Adott az f : [a,b] — R fiigguény, és legyen (A, €) €
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Pargla, b] tetszéleges felosztdsrendszer. A

oa(f,§) = Z f(&)(zi — i)

dsszeget az f figguényhez és a (A,E€) felosztisrendszerhez tartozo

Riemann-féle integrdlosszegnek nevezziik.

3. Ertelmezés. Az f : J[a,b] — R figgvényt Riemann-
integrdlhatonak nevezzik, ha létezik 1(f) € R szdm dgy, hogy bdrmely
e > 0 esetén létezik 0 = 0(e) > 0 azzal a tulajdonsdggal, hogy minden
(A, €) € Pargla,b], ||A]] < & esetén teljesil az |I(f) — oa(f,€)] <
e egyenldtlenség. Az I(f) walds szamot az f fliggvény Riemann-
integrdlydnak nevezzik. Jelolése: f; f(x)dx, ahola és b az alsd illetve a
felsd integrdldsi hatdrok, f(x)dx a differencidlforma, és x az integrdldsi
vdltozo. Az [a,b] intervallumon integrdlhatd figgvények halmazdt R[a,b]
jeloli. Igy Rla,b] :== {f | f : [a,b] = R fiiggvény Riemann-integrdlhatd

az [a, b] intervallumon}.

A fenti értelmezés alapjan az f : [a,b] — R fiiggvény Rie-
mann integralhatéosiga azt jelenti, hogy létezik és véges a kovetkezd
hatarérték:

[A[l—0

n b
lim, (/€)= Jim > f(&)(s —11) = [ fa)do

Ez teljes 6sszhangban van az 1. és 2. Példakkal.

1. Tulajdonsag. Legfeljebb eqy I(f) valds szdim létezik a 3. Ertelmezés-

ben.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy két ilyen I1(f) és Iy(f) valos szam
letezik. Ekkor barmely ¢ > 0 szémhoz létezik d; = d;(¢) > 0 gy, hogy
tetszGleges (A, €) € Pargla,b], ||A]] < 61 esetén |oa(f,&) — L1(f)] <
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5; hasonléan létezik d = dz(c) > 0 tgy, hogy tetszéleges (A,§) €
Pargla,b], ||A|l < 02 esetén |oa(f,&) — L(f)| < 5. Legyen 6 = 6(¢) =
min{d; (), d2(¢) }. Ekkor barmely (A, &) € Pargla,b], ||A|| < § esetén

[L(f) = L(N)] < loalf, &) = L) +]oalf §) — L(f)] < §+ % =e.

Mivel € tetszéleges, ezért I (f) = L(f). O

2. Tétel. (Cauchy). Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy az
f i la,b] — R figguény Riemann-integrdlhatd legyen az, hogy bdrme-
ly e > 0 szdmhoz létezzen olyan § = () > 0 szdm, hogy bdrmely
(A" &), (A" £") € Pargla, b, ||A'|| < o, ||A”|| < 0 esetén |oa(f, &) —
onr(f, ")) <e.

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha f € Rla,b], akkor a 3. Ertelmezés alapjan
barmely ¢ > 0 esetén létezik 6 = §(g) > 0 gy, hogy tetszéleges (A, §) €
Pargla,b], ||A]| < § esetén

£
< —.

b
oa(£.6) = [ fa)de| < 5

Ha (A, €), (A", €") € Pargla,b], |A] < 6, |A”|| < 6, akkor

b
ra(§) = [ Flayda| <5

és b
rarl €)= [ faa| < 5

Innen |oa/(f, &) — oar(f,£")| < €, amit igazolni kellett.

FElégségesség. A feltétel szerint barmely ¢ > 0 szamhoz létezik
d = 0(e) > 0 ugy, hogy minden (A’,¢"), (A", £") € Pargla,bl, ||A'|| <9,
|A"]| < & esetén

oar(f,€) — oan(f,§")] < g (4.2.3)
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Legyen (A, &™) € Parg[a,b] gy, hogy lim ||A,|| = 0. Ekkora d = d(e)
n—o0
szamhoz létezik n. € N gy, hogy barmely n > n. esetén ||A, || < 6. Igy

barmely m,n € N, m > n., n > n. esetén

08, (£.6™) = 08, (€] < 5. (4.2.4)

Ez viszont azt jelenti, hogy a (oa,(f,£")) sorozat fundamentéalis, ezért
az 1. Fejezet, 25. Tétele alapjan (oa, (f, ")) konvergens sorozat. Jelolje
a:= lim o, (f,&"). Ekkor barmely n > n. és ||A, || < 0 esetén, attérve
hatér%?toéokre m — oo szerint az (4.2.4) egyenl6tlenségben kapjuk, hogy
o — oa, (f,€")] < 5. Innen, barmely (A,§) € Pargla,b], [|[Al < 6

esetén

‘O-A(fvg) —Oé| < ‘O-A(fvé) _O-An(f7£n)| + |O-An(f7§n) —Oé| < g—i_g =g,

ahol alkalmaztuk az (4.2.3) feltételt. Kovetkezésképp f € Rla,b. O

4. Ertelmezés. Az f : [a,b] — R fiigguényt korldtosnak nevezziik,
ha létezik M > 0 dgy, hogy |f(x)| < M, barmely x € |a,b] esetén. Az
la, b] intervallumon korldtos f figgvények halmazdt Bla,b] szimbolum-
mal jeloljik (bounded function = korldtos fiigguény).

3. Tulajdonsag. Annak szikséges feltétele, hogy az f : [a,b] — R
fiigguény Riemann-integrdlhato legyen az, hogy f korldtos figguény az
[a, b] intervallumon.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy f € R[a,b] \ Bla,b]. Mivel f € R[a,b],
ezért létezik I(f) € R azzal a tulajdonsiggal, hogy barmely ¢ > 0
szamhoz létezzen 6 = d(¢) > 0 tgy, hogy minden (A, &) € Pargla,b],
|A|l < 6 esetén

I(f) — 2 < oalf.€) < I(f) + . (4.2.5)

Legyen A € Para,b], A :a=1x9 < x; < ... < x, = b rogzitett ugy,
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hogy ||A|| < d. Tovabba, legyen £ € Pa tetszéleges. Mivel f & Bla,b],
ezért létezik iy € {1,...,n} agy, hogy f nem korlatos az [z;,_1, z;,] in-
tervallumon. Ekkor tekintsiik azt az esetet, amikor f feliilr6l nem kor-
latos: barmely r € R esetén létezik x, € [z4,-1, ;] Ggy, hogy f(x,) > 7.
Jelolje

I(f) +e—-S

Lig — Tjg—1

S = Z f(gz)(xz — xi_l) és To =
=1
1#10

Ekkor létezik x,, € [z;,—1, 2], amelyre f(x,,) > ro. Legyen &, = x,,.
Igy

fley) > 1S

Lig — Tig—1

vagyis
UA<f7£) = S+f(5io)($i0 _l.iO*l) > S+[(f)—|—€—S:[(f)—|—€,
ellentmondés az f integralhatosaganak (lasd (4.2.5)). O

5. Ertelmezés. Adott az f : X — R fiigguény, X CR és az E C X

nem dres halmaz. Az [ figguény w(f; F) oszcilldcidja alatt az
W(f; B) = swp{|f(a!) — f(a")] : o/, € B
szdmot értjik. Ha a € X CR, akkor az f : X — R filigguényhez rendelt
w(f;a):= (lsl\r‘r(l) w(f;la—9d,a+ 6 NX)

c s,

Az f fliggvény w(f; F) oszcillaciojat nem szoktuk az F egyelemii
halmaz esetén hasznalni (ekkor ugyanis w(f; E) = 0). Ezért az w(f; E)

értelmezésében F legalabb kételemii halmaz, mig w(f;a) mindig az f
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oszcillaciojit jelenti az a pontban (az 5. Ertelmezés szerint).
Eszrevehetd, hogy w(f; E) akkor és csak akkor véges, ha f kor-
latos az E halmazon. Tovabba w(f;a) = 0 < f folytonos az a pontban.

3. Példa.
w(f;[-1,2]) =4, ha f(z)=2%  w(f;[-1,2]) =3, ha f(z)=u;
w(f;]-1,2[) =3, ha f(z)=ux; w(f;[-1,2]) =2, ha f(z)=-sgnux;
w(f;0,2]) =1, ha f(z)=sgnz; w(f;]0,2]) =0, ha f(v)=sgnuz.
0, ha z2<0

A0 =1 b f@=f BT

ha f(x):{sin%, ha z€eR\{0}

w(f;0) =2,
(£:0) 0, ha x=0.

Az utols6é példa azt is mutatja, hogy az f fiiggvény oszcillacibja egy
pontban nem azonos a fiiggvény ugyanazon pontban tekintett ugrasa-

val.

4. Tulajdonsag. Annak elégséges feltétele, hogy az [a,b] intervallumon
korldtos f : [a,b] — R fiiggvény Riemann-integrdlhatd legyen az, hogy
barmely ¢ > 0 szdmhoz létezzen a 6 = 6(g) > 0 dgy, hogy barmely
A € Par[a,b], Ata=xy <z <...<xzp =0, ||A]| <9I esetén

n

Zw(f; [Tii1,24)) - (2 —29) < e,

i=1

Bizonyitds. Legyen A € Parla,b], A :a =20 <127 < ...<xzp =0b
és A € Parla,b] a A felosztas finomitasa. Ekkor A az [z;_1, 2] (i =

1,...,n) intervallumnak a kovetkezd felosztasat szarmaztatja: z;_; =
Tio < Tip < ... < Ty, = ;. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

Ai = [I’ifl,l’i], ALUZ = T; — Ti—1 (Z = 1, ce ,TL) és Aij = [xi,j,l,xij],
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Al’ij =Ty — T g-1 (]: 17,TLZ, 1= 1,...,71). Ekkor

lox(f,€) — oa(f, 5)! =

= E;E;ffw Az — ngz Az =

- EEf(fij)Axij—Z;:f(fi)A% -

— izl (&) — f&)Azy| <

< izlu &) — f(&)| Az <i21w fi i) Az =

n

= Z (f; A)Az; = Zw (i1, w5]) - (25 — 23-1).
i=1

A feltételt alkalmazva, barmely ¢ > 0 szamhoz létezik 6 = d(e) > 0
tgy, hogy minden (A,€), (A, €) € Pargla,b], [|A] < 6 és A a A
felosztas finomitasa esetén teljesiil az |ox(f, E) —oa(f,€)| < e. Tovab-
ba, ha (A", &), (A", £") € Pargla,b] és |A']] < 6, ||A"]| < 9, akkor
A=A UA" € Parla,b] és A a A és A" felosztasok finomitasai. Igy
a (A,€) € Pargla,b] esetén frhato, hogy |03(f,g) —on(f,8)] < €
és lox(f,€) — oan(f,€")] < e Tnnen |oa(f,€) — oan(f,€")] < 2e.
Kovetkezésképpen: tetszéleges € > 0 szamhoz létezik 6 = d(e) > 0 agy,
hogy barmely (A’, &), (A",£") € Pargla,b], [|A'|| < § és ||A"] < o
esetén |oar(f, &) —oan(f,€")| < 2¢. Alkalmazva a Cauchy-kritériumot
(a 2. Tételt) kovetkezik, hogy f € R|a, b]. O

5. Kovetkezmény. Az [a,b] intervallumon folytonos barmely f :

[a,b] — R fiigguény Riemann-integrdlhato.

Bizonyitds. Igazolnunk kell, hogy f € Cla,b] = f € R|a,b]. Ha
f € Cla,b], akkor f € Bla,b]. Igy teljesiil a Riemann integral-



4.2. A Riemann-féle integral 137

hatosag sziikséges feltétele. Ugyanakkor a 3. Fejezet, 14. Tétele alapjan
az f egyenletesen folytonos. Ezért barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik
§ = d(e) > 0 ugy, hogy w(f;J) < 3=, barmely J C [a,b] zart in-

tervallum esetén, ahol a J hossza < §. Ekkor barmely A € Par[a,b],
A:ra=1z9 <z <...<x,=Dbesetén, ahol |A|| < 9, irhato:

n n

Zw(f; (i1, i) (Ti—mi1) < 5 i . Z(Ii_xi—l) =3 i a~(b—a) =e.

=1 i=1

Igy a 4. Tulajdonsag alapjan f € R|a, b]. O

6. Kovetkezmény. Ha f : [a,b] — R tetszdleges monoton figgvény az

[a,b] intervallumon, akkor f Riemann-integralhatd.

Bizonyitds. Mivel f monoton fiiggvény az [a,b] intervallumon, ezért
w(f; [0,6]) = | £(b) — f(a)]. Legyen = > 0 adott & & = =/(|f(5) — (a)]).
Feltételezhets, hogy f(a) # f(b), mert ellenkezs esetben az f allandd
fiiggvény, és az 5. Kovetkezmény alapjan azonnal kovetkezik, hogy f
Riemann-integralhato. Legyen A € Pargla,b], A:a =1z <z < ... <
z, = b, ||A]] < 4. Ekkor az f monotonitasabol kévetkezik, hogy

Z(f(%) - f(xi—l))‘ =4 |f(b) — f(a)] =e.

i=1
Igy a 4. Tulajdonsag alapjan f € R[a, b]. O

A tovabbiakban bevezetjiik a Darboux-féle 6sszegeket, az also és

fels6é Darboux-integralokat, illetve a Darboux-integralhatosag fogalmat.

6. Ertelmezés. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény. Ha A €
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Parla,b], A:a=1xy <z <...<xy =0, akkor jelolje m; = inf{f(z) :
x € iy, 2]} és M; =sup{f(z):x € [x;i_1,24]},i=1,...,n. Az

Emzz le és EM '_wzl

osszegeket also Darbouz-dsszegnek illetve felsé

Darbouz-osszegnek nevezziik.

7. Tétel. a) Barmely (A,£) € Pargla,b] esetén

SA(f) S oalf.€) < Salf).

b) Ho A, A" € Parla,b] dgy, hogy A" a A felosztds finomitdsa,
akkor SA(f) < Sa(f) és Sa(f) = Sar(f).

¢) Ha Ay, Ay € Parfa,b], akkor S, (f) < Sa,(f).

d) Bdrmely A € Parla,b] esetén SA(f) = inf{oa(f,§) | £ €
Pa} és Sa(f) = sup{oa(f,€) | € € Pa}.

e) Léteznek az I(f) = sup{Sx(f) | A € Par[a,b]} és I(f) :=
inf{Sa (f) | A € Parla,b]} véges felsd illetve alsé hatdrok. Ugyanakkor
(5 <109

Bizonyitds. a) Legyen A € Par[a,b], A:a=x0 <z <...<xp,=>és
€= (&,...,&) € Pa. Tekintettel a 6. Ertelmezésre, m; < f(&) < M;,
barmely ¢ = 1,...,n esetén. Innen kapjuk az S\(f) < oa(f,§) <
Sa(f) egyenlttlenségeket.

b) Legyen A € Par[a,b], A :a =29 < a1 < ... < x, = b.
Az &llitast elegends olyan A’ felosztasra igazolni, amely a kovetkezd
alaki: A" = AU{Z} és T ¢ A. Ekkor létezik j € {1,...,n} gy, hogy
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Tj—1 < T < Zj. Igy

§A<f) = Zmz T — Ti—1 +m]( — Tj— 1)§
2#]

= Zml(xz Tic1) +mj(T — xj_1) + my(z; — T 4.2.6)
%#J

Jelolje: m); = inf{f(x) : x € [x;_1,7]} és m} = inf{f(z) : v € [T, 2]}
Ekkor m; < mg- és m; < mg-’. Ezért az (4.2.6)-bol kovetkezik, hogy

Sa(f) < Zmz‘(%‘ —xi 1) +m(T — xj0) +mf(v; —T) = Sa(f),

i=1
i#]

amit igazolni kellett. Hasonléan igazolhato az Sa(f) > Sa/(f) egyen-
16tlenség is.

¢) Legyen Ay, Ay € Parla,b]. Ekkor A = A UA,y € Par[a,b] és
A a Ay illetve A, finomitasa. Alkalmazva a b) illetve a) tulajdonsagokat
kapjuk, hogy

Sa, (f) S SA(S) < Sa(f) < Sa,(f).

d) Az SA(f) = inf{oa(f,&) | £ € Pa} egyenlGség igazolasahoz
az 1. Fejezet, 3. Tulajdonsagat alkalmazzuk. Az SA(f) < oa(f,§), € €
Pa, egyenldtlenség teljesiil az a) pont alapjan. Amit még igazolni kell
az, hogy barmely ¢ > 0 szamhoz létezik £ € Pa ugy, hogy oa(f, &) <
e+ SA(f). Mivel m; = inf{f(x) : © € [x;_1, ]}, ezért az 1. Fejezet, 3.

Tulajdonsaga miatt az € szamhoz létezik &; € [z;_1, x;] tgy, hogy

fl&ei) <mi+ b%
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Innen

n

oa(f.6) < Salf) + =D (@i —wi1) = Salf) +=.

i=1

Ezzel a bizonyitas teljes.

Az SA(f) = sup{oa(f,€) | € € Pa} egyenlSséget hasonloan
igazoljuk.

e) Legyen Ay € Par|a, b rogzitett és A € Parla,b] tetszéleges.
A ¢) alapjn Sa(f) < Say(f) & Sa,(f) < Talf). Tay a {Sa(f) |
A € Par[a,b]} halmaz feliilrsl korlatos, mig a {SA(f) | A € Par|a,b]}
halmaz alulrél korlatos. Az 1. Fejezet 6. Tétele illetve 5. Tétele alapjan
léteznek a sup{SA(f) | A € Par[a,b]} =: I(f) € R és inf{SA(f) | A €
Parla,b]} =: I(f) € R értékek. A c¢) alapjan azonnal kovetkezik, hogy

I(f) < I(f). O

7. Ertelmezés. A 7. Tételben szerepld 1(f) és I(f) valds szimokat al-
s6 Darbouzx-integrdlnak illetve felsé Darbouzx-integrdlnak nevez-
zik. Az f : ]a,b] — R korldtos fiigguvényt Darbouz-integrdlhatonak
nevezziik, ha L(f) = I1(f). Jeldlések:

b T b
1h= [t de e 1) = [ f@) do

Az I(f) = I(f) kizés értéket a D fab f(z)dzx szimbolummal jeloljik és az
f figgvény Darbouz-integrdljanak nevezzik. Jelslje Dla,b] = {f |

f :la,b] = R figguény Darbouz-integrdlhato az [a,b] intervallumon}.

8. Tétel. Legyen f : [a,b] — R gy, hogy f € Bla,b|. Ekkor léteznek a

lim SA(f) és  lim Sa(f)

[All—0"" A[—0
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hatdrértékek gy, hogy

lim S =1 és  lim S =I1(f).

L A= 10) 6 m Salr) =70
Bizonyitds. A tételt I(f)-re igazoljuk, I(f) esetén az eljaras hasonlé.
Mivel I(f) = sup{SA(f) | A € Par|a,b]}, ezért minden ¢ > 0 szamhoz
letezik A, € Parfa,b], A; 1 a = 20 < To < ... < xe, = b gy, hogy
S (f) > I(f) — £. Ertelmezziik a g : [a,0] — R,

Mg, ha T € ]xe,i—hxai[ (Z = 1, . ,n)
g(x) =
—M, ha ze{zy|i=0,...,n}

segédfiiggvényt, ahol M = sup{|f(z)| : = € [a,b]} < +o0 és m. =
inf{f(z) : € [xcio1,2]}, i = 1,...,n. Ekkor g € RJ[a,b] (lasd a 8.
Peéldat alabb) és

lim oa(g.6) = / o(x) d =

All—0

= Mg (3351 - er) + ...+ msn(-ran - xe,nfl) =

= Sa.(f) > 1) -3

(felhasznalva a 3. Ertelmezést). A hatarérték értelmezése alapjin az e >
0 szamhoz létezik § = d(e) > 0 gy, hogy barmely (A, &) € Pargla,b],
|A|l < 6 esetén

oa(9,8§) > Sa (f) — % > I(f) —e. (4.2.7)

Tekintsiik a A € Parla,b], A :a =20 < a1 < ... <z =0b
felosztéast ugy, hogy ||All < 0, és legyen m; = inf{f(z) : € [z;_1, x;]}
és p; = inf{g(z) : ¢ € [x;_1,2;]} (i =1,...,n). Nyilvan p; < m; (i =

L,...,n), ésigy Sa(g) < SA(f). A g értelmezésébdl kovetkezik, hogy
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letezik & € [;—1,x], melyre p1; = g(&), tehdt Sx(g) = oa(g, ). Ezen
észrevétel alapjan az (4.2.7) egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy SA(g) =
UA(g €) > I(f)—e. Felhasznéalva még, hogy Sx(g) < SA(f), kovetkezik:

SA(f) > I(f) —e. Az LI(f) értelmezése alapjan SA(f) < I(f), tehat
SA(f) < L(f) + €. Kovetkezésképp, ha ||A| < §, akkor I(f) — e <
SA(f) < I(f) + ¢, vagyis |SA(f) — I(f)| < e, ami azt jelenti, hogy
letezik a lim S, (f) hatarérték és lim SA(f) =1I(f). O

[All—0 A=
9. Tétel. Adott az [ : [a,b] — R figguény gy, hogy f € Bla,b]. Annak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy f € Rla,b| az, hogy f € Dla,b].

Bizonyitds. Sziikségesség. Feltételezziik, hogy f € R|a, b]\ Dla, b]. Ekkor
I(f) < I(f) (lasd 7. Tétel, e) pont). Legyen a > 0 rogzitett tugy,
hogy a < L(I(f) — I(f)). Tovabba, ha A € Par[a,b], A : a = ¢ <

2

x1 < ... < x, = b, akkor tekintettel a 6. Ertelmezésre, léteznek a &,
& e lxiq, ] (i =1,...,n) pontok gy, hogy teljesiiljenek az f(&;) <
m; + 3% és f(§) > M; — ;% egyenlStlenségek. A § = (&1,...,&,) és

¢ =(&,...,¢&) pontrendszereknek megfeleld integralosszegekre igazak

az alabbi egyenl&tlenségek:

oa(f,€) S SA(f) +a < Sa(f) —a<oalf,€)

(felhasznaltuk az o megvalasztasat és az I(f) és I(f) értelmezéseit).
Innen, attérve hatarértékre ||A]| — 0 szerint, és figyelembevéve, hogy
f € Rla,b], a 8. Tétel alapjan irhato:

b
/ f@)yde = 1lim oa(f.6) <I(f)+a<T(f)—a<

A[|—0

< lim oa(f,€) /f

[A[l—0

Igy I(f) +a =I(f) — o, vagyis a = 2(I(f) — L(f)), ellentmondés az o

megvalasztasanak.
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FElégségesség. A 7. Tétel, a) pontja szerint S, (f) < oa(f, &) <
SAa(f), barmely (A,€) € Pargla,b] esetén. Mivel f € Bla,b], ezért
alkalmazhato a 8. Tétel:

I(f) = HEHIEOEA(JC) < HEHIEOUA(f, §) < HEHIEOSA(J[) = I(f).

A feltétel szerint f € Dla,b], tehat I(f) = I(f). Igy létezik a
lim oa(f,&) véges hatarérték, tehat f € Rla,b] és

lAll—0
/abf(a:) dz = D/abf(a:) dz.

]

10. Kovetkezmény. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a ko-
rldgtos f : [a,b] — R fiigguény Riemann-integrdlhats legyen az, hogy
barmely € > 0 szdmhoz létezzen a 6 = §(¢) > 0 dgy, hogy bdrmely
A € Par[a,b], Ata=x0 <z <...<xzp =0, ||A]| <9I esetén

n

S w(fi e w]) - (@ — i) < e
i=1
Bizonyitds. Sziikségesség. Ha f € R|a,b], akkor f € Dla,b] a 9. Tétel

alapjan. Ekkor a 8. Tétel szerint 1éteznek a

lim S = lim S

Ay Salf) = dm Salf)
hatarértékek. Masrészt, ha A € Par[a,b], A :a =29 < 23 < ... <
T, = b, akkor w(f;[r;_1,2;]) = M; —m; (lasd a 6. Ertelmezést), és igy

n n

Zw(f; [351‘71, xz]) : (361 - 951'71) = Z(Mz - mi) : (xz — Ti1) =

i=1 i=1

= Sa(f) = Salf). (4.2.8)
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Innen kapjuk, hogy

n

\\E\Eozw(f; (i1, i) - (20 — @m1) = 0,

i=

amit atirva az € — 0 nyelvezetre megkapjuk a keresett allitést.

FElégségesség. Azonos a 4. Tulajdonsaggal. [

11. Kévetkezmény. (Darbouzx). Annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy az [a,b] intervallumon korldtos f : [a,b] — R figgvény Riemann-
integrdlhato legyen az, hogy bdarmely ¢ > 0 szdmhoz létezzen a § =
d(e) > 0 szam dgy, hogy tetszéleges A € Parla,b], ||A| < § esetén
teljesiilion az SA(f) — SA(f) < e egyenldtlenséy.

Bizonyitds. Azonnal igazolhato a 10. Kovetkezmény és az (4.2.8)

alapjan. O]
4. Példa. A D|[071} : [0, ]_] — R,
I, ha z€[0,1]NnQ

0, ha 2€][0,1]\Q
fiiggvény nem Riemann-integralhato.

Dlpy(z) =

Valoban, legyen A € Par[0,1], A: 0=z <z <...<x, = L.
Tekintettel az 1. Fejezet, 12. Kovetkezmény, e) pontjara: [x; 1, z;]NQ #
(. Hasonloan [z;_1,2;] N (R\ Q) # 0. Ezért m; = 0és M; =1 (i =
1,...,n). Igy EA(D\[OJ]) — 9A(Dlpy) = 1, vagyis a 11. Kévetkezmény
alapjan D1 € R[0, 1].

12. Tétel. Legyen f : [a,b] — R olyan figgvény, hogy f € Bla,b].
Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy f € R[a,b| az, hogy bdrme-
ly e > 0 szdmhoz létezzen olyan A. € Parla,b], amelyre Sa_(f) —
Sa.(f) <e

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha f € Rla,b], akkor f € Dla,b] (9. Tétel),
tehat I(f) = I(f) = I(f). A 7. Tétel, e) pontja alapjan barmely ¢ > 0
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szamhoz létezik A.y, A,y € Parfa,b] ugy, hogy I(f) — 5 < Sa_,(f) és
SaL(f) < I(f)+ 5. Ha A := A, UA,,, akkor A, € Parla,b] és a 7.
Tétel, b) és a) pontjai szerint Sx_ () < Sa.(f) < Sa.(f) < San(f)
Kovetkezésképp

I(f) =5 < Sa.(f) < Sa.(H) < 1N + 5.

Innen

€ 9

Sa.f) =8a.N < (1D +5) = (1N -3) ==

Elégségesség. Feltételezziik, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz l1étezik
A. € Par[a,b] ugy, hogy Sa_(f)—Sa.(f) <e. A 7. Ertelmezés alapjan
Sa.(f) < I(f) < I(f) < Salf), ezert 0 < I(f) = I(f) < Sa.(f) -
Sa.(f) < e. Mivel ¢ tetszbleges, ezért I(f) = I(f), vagyis f € Dla,b].
A 9. Tétel miatt f € Rla,b]. O

A kovetkezs tételben az R[a, b] teret tanulméanyozzuk.

13. Tétel. Ha f,g € Rla,b] és a € R, akkor
a) f+9 € Rlat] és [J(f +g)@)de = [} fx)de + [} g(x)du:
b) af € Rla,b] és fab(af)(x)dx = afabf(x)dx;
¢) f-g € Rla,b];
d) a0 < f(z), barmely x € [a,b] feltétel mellett 0 < f;f(x)dx
18 teljesiil;

e) f(x) < g(x), barmely x € [a,b] feltétel mellett

/abf(x) dx < /abg(x) dx
[

15 teljesiil;

b
f) 1| € Rla,b) és < / ()] de.
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Bizonyitds. a) Azonnal kovetkezik a

n

S (f +9)(&) (i — i) Zf& ; xi_1>+_§jg<&><xi—xi_1>

=1

egyenlségbdl, ahol (A, ) € Pargla,b], Ata=xg<x1 <...<xp =0
ésgz(gl,...;ﬁn)ePA. §

b) A Z(Oéf)(fi)(xi —Ti1) = az f(&)(wi — x;1) egyenlGség
kévetkezmén;. =

c) Ha f € Rla,b], akkor f € Bla,b] (3. Tulajdonsag). Legyen
M > 0 ugy, hogy |f(x)| < M, barmely = € [a, b] esetén. Ekkor

|2 (1) = fPa2)] = f(z1) + fla)| - [f(21) — flaz)] <
< 2M - |f(z1) = f(x2)],

ahol x1, x5 € [a,b] tetszdlegesek. Igy w(f% E) < 2Mw(f; E), ha E C
[a, b]. Ezért

Zw s, x]) - (2 — 2 <2MZw (i1, 2]) - (2 — xiq).

Alkalmazva a 10. Kévetkezményt kapjuk, hogy f? € R|a, b]. Tekintettel
az (f-g)(x) = [(f + 9)*(z) — (f — 9)*(2)], = € |a,b] azonossagra és az
a) és b) pontokra kovetkezik, hogy f - g € R[a, ).

d) A 9. Tétel, a 8. Tétel és f(z) > 0, x € [a,b] miatt I(f) =
I(f)=1(f) = 0.

e) Mivel (g — f)(z) = g(z) — f(z) > 0, x € [a, b], ezért a d), a)

és b) pontok alapjan
b b
/ flz)dz < / g(z)dz.
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f) Mivel w(|f|; E) < w(f;E), ezért a A € Par|a,b], A : a =

To <1 <...<x,=>0ecsetén

n n

Y wlfli ey @) - (= wia) <D w(fi[wi, @) - (@ — 2i09).

i=1 =1

Alkalmazva a 10. Koévetkezményt kapjuk, hogy f € Rla,b] = |f] €
Rla,b]. Tovabba, a — |f|(z) < f(x) < |f|(z), x € [a, b] egyenlGtlenségek
és f, | f| € Rla,b] miatt, tekintettel az e) és b) pontokra,

[ ar < [ ar< [ ar

/abf(:v) dx

vagyis

< [ 111w ae= [15@) ar

4.3. A Riemann - integralhatésag Lebesgue
- féle
kritériuma

Az f:]a,b] — R fiiggvény Riemann-integralhatosaganak tanul-
manyozasara az egyik legfontosabb kritérium a Lebesgue-tétel. Ezt mu-

tatjuk be az alabbiakban.

8. Ertelmezés. Az E C R halmaz Lebesgue szerint nullamértékd,
ha E lefedhetd intervallumok olyan véges vagy megszdmldalhatoan végte-
len rend-szerével, amelynek G6sszhosszisdga kisebb mint €, ahol € > 0

tetszdleges.

Ha a korlatos I C R intervallum hosszat |I| jeloli, akkor a 8.

Ertelmezés szerint az E C R nullamértékd halmaz, ha barmely € > 0
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szamhoz létezik olyan (/) intervallumsorozat, amelyre

EcC sz és Y Ll <e.
k=1

k>1

14. Tétel. a) Bdrmely véges vagy megszamldlhatdan végtelen ponthal-
maz nullamértéki.

b) Bdrmely véges vagy megszdmldlhatéan végtelen sok nul-
lameértékd halmaz egyesitése is nullamértéki.

¢) Nullamértékd halmaz barmely részhalmaza is nullamértéki.

d) Az [a,b] intervallum nem nullamértékd (a,b € R és a < b).

Bizonyitds. a) A b) allitas kovetkezménye.
b) Legyen E = |J E,, ahol E, nullamértéki halmaz (n € N).

n>1
Ekkor tetszGleges ¢ > 0 szam esetén, minden F, halmazhoz megsz-

erkeszthetS az (I, ;)k>1 intervallumsorozat ugy, hogy E, C | Ik és
k>1

> [ Ink| < 5¢. Mivel megszamlalhatoan sok megszamlalhat6é halmaz

k=1

egyesitése szintén megszamlalhato (1. Fejezet, 19. Tulajdonség), ezért

a {l,x | n,k € N} halmaz megszamlalhato. Tovabba,

Sl <> 5 ==

n>1 k>1 n>1

A > |,k abszolut konvergens sorban a tagok sorrendje nem
lén;:gzels. ley YO |Iuk] < e is teljesiil.

c) A 877kE’2r1telmezés azonnali kovetkezménye.

d) Elészor igazoljuk indukcioval, hogy ha [a,b] C LTJ |ag, bi],
akkor . =

Z(bk —ak) >b—a.

k=1

Ha n = 1, akkor [a,b] C Jay,bi[. Igy ay < a < b < by és by —a; > b—a.
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Feltételezziik, hogy az allitas igaz n = m esetén, és igazoljuk n = m+1
m+1
esetén is. Legyen [a,b] C |J Jax, b és az |a;, b;[ olyan intervallum,
k=1
m+1
hogy a € |a;, b;[. Ha b; > b, akkor b; — a; > b — a; ezért Z (b, — ay) >

bi —a; > b — a, igy az allitds igazolva van. Ha a < b < b, akkor

m+1 m—+1

[b;, 0] C U Jag, bx[. Az indukcios feltétel alapjan > (b —ay) > b—10;.
k=1 k=1
ki ki

Viszont b —a = (b—b;) + b; —a < (b —b;) + (b; — a;), ezért

m—+1 m—+1
b—a<2bk—ak b_az) Z(bk_ak)a
k=1
k;éz

amit igazolni kellett.

Ha az [a,b] zart intervallumnak tekintjiikk valamely nyilt
befedését meg-szamlalhatéan sok nyilt intervallum segitségével, ame-
lynek Osszhossza < e, akkor a Borel-Lebesgue tulajdonsag alapjan az
[a,b] intervallumnak létezik véges befedése nyilt intervallumok altal.
Viszont a fenti tulajdonsag alapjan ennek a véges nyilt befedésnek az
osszhossza > (b — a). Ha e-t agy valasztjuk meg, hogy ¢ € |0,b —af,
akkor ellentmondashoz jutunk. Igy az [a,b] intervallum valéban nem

nullameérték. O]

5. Példa. A Q racionalis szamok halmaza nullamértéki.

6. Példa. A Cantor-féle C halmaz nem megszamlalhatoé nullamértékii
halmaz.

A C halmazt az 1. Fejezet, 16. Példajaban vezettiik be, ahol
igazoltuk, hogy card C = card R. Tekintettel a Cantor-halmaz sz-
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erkesztésére, a C nullamértéki, mert mértéke =

1 1 1 1
:1—<—+2—+4—~w~—+m)=

N 3 3 N '

1424 22+ 23+
3 \3 3) 7

9. Ertelmezés. Ha egy tulajdonsdg teljesil az X C R halmaz dsszes

1
1— =
3

pontjaira, leszamitva eqy nullamértékd halmazt, akkor azt mondjuk,
hogy a tulajdonsdig majdnem mindenitt (roviditve: m.m.) teljesiil

az X halmazon.

A fenti értelmezés alapjan az f : [a,b] — R fiiggvényrdl azt
mondjuk, hogy m.m. folytonos az |a,b] intervallumon, ha az f fiiggvény

szakadési pontjainak a halmaza nullamértéki.

15. Tétel. (Lebesgque). Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az
f :]a,b] = R fiigguény Riemann-integrdlhatd legyen az, hogy f € Bla, b]

és [ majdnem mindenitt folytonos legyen az [a,b] intervallumon.

Bizonyitds. A tétel allitasa a kdvetkezd:
f € Rla,b] & f € Bla,b] és f m.m. folytonos az |a,b] intervallumon.

Sziikségesség. Ha f € Rla, b], akkor f € Bla,b] (3. Tulajdonsag).
Legyen xo € [a,b] és r > 0; jeldlje

M(f,xo,7) :=sup{f(x) : x € [a,b] N]xg — r, 20 + 7[}

m(f,zo,7) :=inf{f(z) : € [a,b] N |xg — r,x0 + [}

Ekkor az f fiiggvény oszcillacidja az xy pontban az

w(f;xo0) = 11{% (M(f,z0,7) —m(f,z0,7))
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hatarérték, mert az r — M(f,xo,7) — m(f, xo,r) fiiggvény csokkend
(1asd az 5. Ertelmezést). Nyilvan az f ott nem folytonos, ahol w(f; xq) >
0. Kénnyen igazolhato, hogy £ = |J E,, ahol E = {z € la,b] :

w(f;x) >0} és =

1
E, = {xe la,b] s w(f;z) > E}’ n € N.

Ha sikeriil igazolni, hogy F,, nullamértéki, barmely n € N esetén, akkor
a 14. Tétel, b) pontja alapjan E is nullamérték, tehat f m.m. folytonos
az [a, b] intervallumon.
Legyen € > 0 tetszGleges és A € Parfa,b], A:a =129 < 21 <
. < xm = b agy, hogy
Z(Mz —mg) (2 — x2i1) < ia
— 2n
ahol M; = sup{f(z) : x € [z;_1, ]} és m; = inf{f(z) : x € [z;_1, 3]},
i=1,...,m (a A felosztas ilyen megvalasztasa lehetséges a Darboux-
féle kritérium miatt —lasd a 11. Kévetkezményt) Hazy € E,N|xiq, 4],
akkor M; —m; > w(f;z0) > = A Z( m;)(z; — x;—1) Osszegbdl
hagyjuk el azokat a tagokat, amelyek a A olyan részintervallumaihoz
tartoznak, amelyek nem tartalmazzak FE, valamelyik pontjat a belse-
jikben, a megmarado tagokban irjunk (M; —m;) helyett (1/n)-et. Ezzel
az Osszeget kisebbitettiik, és igy még inkadbb teljesiil:

11 3 . ! €
Z —(z; —xi1) < 5, Vasyis Z (xi —xi1) < 3

n

ahol Y_" a megmaradt részintervallumokra valo dsszegezést jelenti. Ha
E,-nek azokat a pontjait (ha ilyenek vannak), amelyek a tekintett
A felosztas osztopontjaiba esnek, egy (£/2)-nél kisebb Gsszhossziusagn

intervallumrend-szerbe foglaljuk be, akkor végeredményben megad-
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tuk az FE, olyan intervallumrendszerrel valo befedését, amelynek
Osszhosszisaga kisebb mint . Mivel ¢ tetszéleges, ezért FE, nul-
lamértékii.

FElégségesség. Feltételezziik, hogy f € Bla,b] és f m.m. folytonos
az [a, b] intervallumon. Ahhoz, hogy f € R|a, b] teljesiiljon, elegendd iga-
zolni a 12. Tétel alapjan azt, hogy barmely € > 0 szadmhoz megadhato
olyan A, € Par[a,b], amelyre Sa_(f) — SA.(f) <e.

Mivel f € Bla,b], ezért léteznek a véges M = sup{f(z) : = €
[a,b]} és m = inf{f(x) : x € [a,b]} értékek. Az [a, b] intervallum azon
pontjainak a halmazat, ahol f nem folytonos, fedjiik be nyitott inter-

vallumok olyan (1) rendszerével, hogy

P ——

= 2(M —m)

Ez lehetséges a feltétel alapjan. Az f fiiggvény minden =z € [a,?]
folytonosségi pontjat zarjuk be egy-egy olyan J nyilt intervallumba,
ahol w(f;J) < 35y ezeknek az intervallumoknak a rendszere legyen
(Ji). Ekkor nyilvan

[a,b] C (Ulk) U (UJZ).
k>1 I>1

A Borel-Lebesgue tulajdonsag alapjan kivalaszthato véges sok I és
Jy, amelyek egyiitt szintén befedik az [a,b] intervallumot. Tekintsiik
a kivalasztott I és J; intervallumok végpontjait: ezek az [a,b] egy
felosztasat szarmaztatjak. Jelolje ezt A..

A A, felosztéashoz tartozod > (M; —my;)(x; — x;_1) Osszegnek tek-
intsiik azokat a tagjait, amelyek Vaiamelyik I, intervallumhoz tartoznak
(az 5.2. dbra esetén ilyen példaul az els6 (az [a, z1] részintervallum), de

nem ilyen példaul a hatodik tag (az [x5, x¢] részintervallum)).
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Az ezekre kiterjesztett Osszegezést > -vel jelolve:

Z/(Mi —my) - (2 — ximq) <
< Mm@ —ai) < (M —m) Y |1 <

k>1

< (M—m)-m—

DO ™

A t6bbi tagra kiterjeds osszegezést > "-vel jeldlve irhato, hogy

ZH(MZ' — mz) . (J]Z - xi—l) < Z// ﬁ . (1‘1 - xi—l) S

S m(b-@):—

2

Tehat a teljes Gsszeg < e, amivel a bizonyitast befejeztiik. O

7. Példa. Az 5. és 6. Kovetkezmények azonnal adédnak a Lebesgue-
kritériumbol. Ha f € Cla, b, akkor f € Bla,b] és szakadasi pontjainak
halmaza az iires halmaz, amely nyilvan nullamértéki. gy a 15. Tétel
alapjan f € Rla,b]. Ha f monoton fiiggvény az [a,b] intervallumon,
akkor az f szakadési pontjainak halmaza megszamlalhato (a 3. Fejezet,
8. Tétele szerint). Alkalmazva a 14. Tétel, a) pontjat kapjuk, hogy
f m.m. folytonos az [a,b] intervallumon. Nyilvin az f monoton fiig-

gvényre f € Bla,b], ezért a 15. Tétel alapjan f € Rla, b].

8. Példa. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény esetén f € Bla,b] és f
folytonos az [a, b] intervallumon, véges szamu pontot leszamitva, akkor
f € Rla,b].

Az f fliggvény szakadasi pontjainak halmaza véges szamu pontot
tartalmaz, amely a 14. Tétel, a) pontja szerint nullamértéki. Alkalmaz-
va a 15. Tételt, a kovetkeztetés az, hogy f € Ra,b].

9. Példa. Az ,R'|[0,1} : [O, 1] — R,
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1
-, ha 2=2¢€]0,11NnQ, (p,q) =1
—{q !
Rlo,1(2)
0, ha x=0vagyzel0,1]\Q

fiiggvény Riemann-integralhato.

Mivel az R|j fliggvény szakadasi pontjainak halmaza ]0, 1] N
Q, ezért a 14. Tétel, a) pontja alapjan R|j1) m.m. folytonos a [0, 1]
intervallumon. A 15. Tételt alkalmazva, R| 1 € R[0, 1].

10. Példa. Két Riemann-integralhato fiiggvény oOsszetettje altalaban
nem Riemann-integralhato.
Tekintsiik az f: [0,1] = R, f(z) = R|p(z) és ¢:[0,1] = R,

0, ha x=0
g(x) =
1, ha =z€]0,1]

fiiggvényeket. Az f € R[0,1] a 9. Példa alapjan és g € R[0, 1] a 8. Példa
szerint. Viszont go f : [0,1] — R,

I, ha z€]0,1]NnQ
0, ha x=0vagyze€l0,1]\Q,

(go f)z) =

amely Dirichlet tipust fiiggvény, tehat go f & R[0, 1] (lasd a 4. Példat).

16. Tulajdonsag. Ha f : [a,b] — R Riemann-integrdlhato fiiggvény,
m < f(x) < M, barmely x € [a,b] esetén, és g : [m, M] — R folytonos
figgvény, akkor go f :[a,b] = R figgvény Riemann-integrdlhato.

Bizonyitds. Mivel g folytonos, ezért {z € [a,b] : w(go f;z) > 0} C
{x € [a,b] : w(f;z) > 0}. Igy a 15. Tétel alapjan go f € Rla,b). O

11. Példa. Ha f € Rla,b] és 0 < m < f(z) < M, barmely z € [a, D]

esetén, akkor % € Rla,b]. Valoban, a g : [m, M] — R, g(x) =  fiiggvény

Tz
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folytonos a [m, M] intervallumon, ezért a 16. Tulajdonsag alapjan % €
Rla,b].

Ha f : [a,b] — [0, +oc[ fiiggvény Riemann-integralhato, akkor
/f € Rla,b] (m =2,3,...). Ebben az esetben a folytonos g fiiggvény
a kovetkezs: g : [0, M] — R, g(x) = {/x, ahol M = sup{f(z) : z €
[a,b]} < +o0.

17. Tétel. a) Ha f € Rla,b] és [c,d]| C [a,b], akkor fliaq € Rlc,d] (az
flieq) az f lesziikitése a [c,d] intervallumra).

b) Ha f € Rla,b] és a < ¢ < b, akkor fljaq € Rla,c], fley €

Rlc,b] és ) b
| 1w ar= | Cfe) do + [ o) @

c¢) Legyen a < ¢ <b és f : [a,b] = R. Ha f € Rla,c] N R]c,b],
akkor f € Rla,b] és

/abf(x) da::/acf(x) d:L’—l—/cbf(l’) de.

A tételben szerepld egyenldségek az integrdl additiv tulajydonsdga in-

tervallumra nézve.

Bizonyitds. Az additiv tulajdonsagot leszamitva minden a Lebesgue-
tétel kovetkezménye (15. Tétel).

b) Ha (A',¢) € Pargla,c] és (A", ") € Pargle,b], akkor
(A, €) € Pargla,b], ahol A = A'UA" és & = (¢, £") € Pa. Igy a bizonyi-
tand6 egyentdség a oa(f,€) = oar(Flind €)+oan(Fles, €7) Gssrcfiigges
kévetkezménye.

¢) Legyen A € Parfa,b], A:a=xy <z <...<x, =b Mivel
¢ € la,b[, ezért 1étezik k € {1,2,...,n} agy, hogy x;_1 < ¢ < z. Ekkor
A" € Parla,c], A':a=xy < x1 < ... <xp_1 < cés A" € Par[c,],
A" e <xp < g1 < ... <, =b Hac = x,_1 vagy ¢ = xy,
akkor a (A, ) € Pargla,b], (A',¢') € Pargla,c|, (A",€") € Pargc, b
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és 5 = (517 5//) esetén UA(fv 5) = UA’(f|[a,c]a §I> +O-A”(f|[c7b]a 5//), ahonnan
attérve hatarértékre ||A|| — 0 szerint,

/abf(a:) dx:/:f(x) dx+/cbf(w) dr.

Ha x4 < ¢ < xy, akkor (A,§) € Pargla,b], £ = (&,...,&) € Pa
esetén legyen A :a =g <11 < ... <z 1< ¢, & =(&,...,&-1,0)
s A" ie<xp<...<wz, =08 = (¢,&41,-..,&). Ekkor (A’ ¢) €
Pargla,c] és (A", £") € Parg[c, b]; tovabba

‘O—A(Lﬂ 6) - UA’(fa 5/) - UA”(fﬂ 5//)‘ =
= [f(&)(@r — 2e-1) = f(e)(c = zp—1) — f(e)(@p — )] =
= [f(&) = F() - (2 — zpa).

Masrészt, az f € R[a,b] miatt f € Bla,b]. Igy létezik M > 0 gy,
hogy |f(z)| < M, barmely z € [a, b] esetén. Ezért |oa(f,&)—on(f,&)—
oar(f,€")] < 2M (g — x—1) — 0, ha ||A]| — 0 (ekkor ||A’|| — 0 és
|A”|| — 0 is teljesiil). Tehat az

[ﬂ@mz[ﬂ@m+[ﬂ@@

egyenlség 1jbol teljesiil, mert f € Rla, c] N R]c, b]. O

a

b
Ha elfogadjuk, hogy [ f(z)dx := — [ f(z)dz, ha a > b, és

b
a

[ f(z)dx := 0, akkor az

Kﬂ@w:[ﬂ@m+[ﬂ@m

additiv tulajdonsag kiterjesztheté barmilyen helyzetd a,b,c € R pon-

tra.
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4.4. Az integralszamitas kozépértéktételei

18. Tétel. a) Ha a < b, f € Rla,b] és m = inf{f(z) : = € [a,b]},
M =sup{f(z) : x € [a,b]}, akkor

m(b— a) §/ f(z) de < M(b—a).

b
Sét, létezik p € [m, M) dgy, hogy [ f(x) dz = pu(b— a).

b

b) Ha f € Cla,b], akkor létezik & € [a,b] dgy, hogy [ f(x)dx =
fE)(b—a).

Bizonyitds. a) A 3. Tulajdonsag alapjan f € Bla,b|, tehat m és M

véges értékek. Ugyanakkor m < f(x) < M, barmely x € [a, b] esetén.

Alkalmazva a 13. Tétel, e) pontjat megkapjuk a kért egyenlStlenségeket.
b

Ha a < b, akkor legyen pi = ;= - [ f(z)dz.

b) Mivel o € [m, M|, és az f € Cla, b] feltétel miatt f Darboux-
tulajdonsagu fiiggvény az [a, b] intervallumon, illetve m = min{f(x) :
r € [a, b}, M = max{f(z) : z € [a,b]}, ezért letezik £ € [a,b] ugy,
hogy

1) ==y [ fye

19. Tétel. (az integralszamitds elsd kozépértéktétele).

Legyen f,g : [a,b] — R olyan figguény, hogy f,g € Rla,b],
m = inf{f(z) : © € [a,b]}, M = sup{f(z) : z € [a,b]} és g(x) > 0
(vagy g(z) < 0), barmely x € |a,b] esetén. FEkkor létezik p € [m, M],

melyre
y LifmuwmzuLZ@wm

Ha feltételezziik, hogy f € Cla,b], akkor létezik £ € |a,b] gy,
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hogy

[0 ar=1@ [ o) ar

Bizonyitds. A tétel igazolasa hasonld a 18. Tétel bizonyitasahoz. Mivel
m < f(x) < M, x € [a,b] és g(x) > 0, barmely x € [a, b] esetén, ezért
m-g(x) < f(z)g(x) < M - g(z), x € [a,b]. Viszont m - g € Rla,b],
f-g € Rla,b] és M - g € Rla,b|, ezért a 13. Tétel, e) és b) pontjai

alapjan
b
m/ dx</(f g)()dx<]\/[ dzx.
b b
Ha [ g(x)dx = 0, akkor az allitas azonnali. Ha [ g(z)dx # 0, akkor

= (/abg(x) dw)l'/ab(f-g)(x) dz € [m, M].

Ha f € Cla,b], akkor a & € [a,b] pont létezését a Darboux-
tulajdonsag biztositja.

Megjegyezziik, hogy g(z) = 1, © € [a,b] esetben a 18. Tételt
kapjuk vissza. O]

Az integralszamitas mésodik kozépértéktételéhez olyan
segédtételeket hasznalunk fel, amelyek énmagukban is jelent&sek.
ElGszor
az. Abel-transzforméaciot (vagy Abel-féle Osszegezési képletet)
mutatjuk be, amely a zn: a;b; Osszeg atalakitasat jelenti (lasd az (4.4.1)

i=1
képletet alabb).
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k
Legyen Ag=0¢s Ay = > a; (k=1,...,n). Ekkor
i=1

n

Zaz’bi = i(Az — A 1)b; = iAibi — iAi—lbi —
i=1 i=1

i=1 i=1
n n—1 n—1
= Z Aib; — Z Aibiy1 = Apbp, — Agby + Z Ai(bi — biy1).
i=1 i=0 i=1
Mivel Ay = 0, ezért
n n—1
i=1 i=1

k

20. Segédtétel. Ha az Ay, = > a; (k = 1,...,n) szdmok kielégitik
i=1

am < Ay < M (k= 1,...,n) egyenldtlenségeket és b; > b1 > 0

(i=1,...,n—1), akkor

i=1
Bizonyitds. Mivel b, > 0 és b; — b1 >0 (i =1,...,n— 1), ezért az
(4.4.1)-b6l kovetkezik, hogy

n

n—1
> aiby < Mby + > M(b; — bis1) = Mby, + M(by — b,) = Mby.

i=1 i=1
Az (4.4.2) egyenl6tlenség bal oldala hasonldan igazolhato. O
21. Segédtétel. Ha f € Rla,b|, akkor birmely x € [a,b] esetén

F(z):= [ f(t)dt figgvényt értelmez és F € Cla,b|.

Bizonyitds. Mivel f € R[a,b] és |a,x] C [a,b], ha x € [a, b], akkor a 17.
Tétel, a) pontja szerint f|, . € Rla, z], tehat F fiiggvényt értelmez az
1. Tulajdonsag alapjan.
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A feltétel szerint f € Rla,b], igy f € Bla,b], tekintettel a 3.
Tulajdonsag-ra. Kovetkezésképp létezik M > 0 agy, hogy |f(z)| < M,
barmely x € [a, b] esetén. Felhasznalva a 17. Tétel, b) pontjat és a 13.

Tételt,
dt—/ f(t dt‘

g/ ](\dt</ Mdt = Mh,

ahol z € [a,b] és h > 0 ugy, hogy = + h € [a,b]. A h < 0 esetben
hasonloan jarunk el. Tehat |F(x + h) — F(x)| < M|h|, ha = € [a,D]
és h € R ugy, hogy « + h € [a,b]. Viszont ez utobbi egyenlGtlenséghil

+h
[F(z+h) - F(z)] =

£(1) dt' <

azonnal kovetkezik F' folytonossaga a tetszéleges = € [a, b] pontban. [

22. Segédtétel. Ha f,g € Rla,b] és g csokkend figgvény az [a,b] in-
tervallumon, g(x) > 0, barmely = € |a,b] esetén, akkor létezik & € [a, D]

gy, hogy
/ (- 9)(a) / fla

Bizonyitds. Legyen A € Para,b], A :a =29 <21 < ... <z =D
Ekkor

[(-o)e) ar =

- Z/ (7 -9)a) do
= g(xiq / f(z d:c—l—Z/ g(xi—1)] f(z) de.

Mivel f € Rla,b], ezért a 3. Tulajdonsag alapjan létezik M > 0 ugy,
hogy |f(x)] < M, x € [a,b]. Ekkor a 13. Tétel felhasznalasaval kapjuk,
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hogy

<

Z / ) = glzi )] flx) d

/'xz |9($U) — g(xi71)| . ]f(:c)] dr <

n

-
'MM

/ lg(x) — g(x;—1)| d <
< MZ st z)) - (2 — 2i21) =0,

ha ||A]] — 0 (az utolso allitasunk a g € R[a,b] feltételbdl és a 10.
Kovetkezménybdl adodik). Kovetkezésképpen

/(f 9)(x I/U—Hilllrr_l)()z:g i 1/ flz (4.4.3)

Most megbecsiﬂjﬁk az (4.4.3) jobb oldalan talalhaté Gsszeget.
Ha F(x f f(t)dt, akkor a 21. Segédtétel alapjan F' € Cla, b]. Legyen
m = mln{F( ):x € [a,b]} és M = max{F(z) : x € [a,b]}. Mivel

[ 1@ e = P - P

kévetkezik, hogy
ng | s dx—z[ (0) = Flan)] glair). (444)

Figyelembe véve, hogy g(x) > 0, x € [a,b] és g csokkend fiiggvény az
[a, b] intervallumon, az a; := F(x;) — F(x;_1), b; :== g(x;_1) jelolésekkel
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a 20. Segédtétel alapjan kapjuk, hogy

mivel
Ay = Z a; = F(xy) — F(xy) = F(xy,) — F(a) = F(x).

Tgy az (4.4.4) 6sszeg kielégiti az (4.4.5) egyenlStlenségeket; tekintettel
7 (4.4.3) egyenlGségre, kapjuk az

mgla) < / (f - 9)(x) dx < M g(a) (4.4.6)

egyenlStlenségeket. Ha g(a) = 0, akkor az (4.4.6) alapjan kovetkezik a
segédtétel allitasa. Ha g(a) > 0, akkor legyen

b
p= L)/ (f-9)(x)dx

g(a
Ekkor (4.4.6) szerint m < p < M. Viszont F' € C|[a, ], ezért a Darboux-
tulajdonséag alapjan létezik £ € [a, b] tgy, hogy F(§) = p. Ez az egyen-
16ség viszont a segédtétel allitasa. O]
23. Tétel. (az integrdlszamitds mdsodik kozépértéktétele).
Ha f,g : [a,b] — R olyan figguények, hogy f,g € Rla,b] és g
monoton fligguény az [a,b] intervallumon, akkor létezik & € [a,b] pont

igy, hogy

/(f 9)(x) dz = g(a /f dx -+ g(b /f (4.4.7)

Az (4.4.7) egyenlitlenséget még Bonnet-féle képletnek is szokds

nevezni.
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Bizonyitds. Legyen g novekvé fiiggvény az [a, b] intervallumon. Ekkor a
G(z) = g(b) —g(z), x € [a, b] fiiggvény cs6kkend az [a, b] intervallumon,
G(z) > 0, barmely x € [a, b] esetén, és G € Rla,b|. Ezért alkalmazhato
a 22. Segeédtétel: 1étezik & € [a, b] ugy, hogy

/ (- O)e / e (143)

Masrészt,

/ab(fG /f dx—/(f 9)(x) d
) [ ) e =90) [ 56 dr—ota) [ 1) e

Figyelembe véve ezen Osszefiiggéseket és az integral additivitasat, az

és

(4.4.8) egyenldség alapjan megkapjuk az (4.4.7) képletet.
Ha ¢ csokkend fiiggvény az [a,b] intervallumon, akkor legyen

G(z) = g(x) — g(b), x € [a,b], és az eljards azonos a fentivel. O

4.5. A Newton-Leibniz képlet és

kovetkezményei

A tovabbiakban a célunk az in. Newton-Leibniz képlet igazolasa,

amely az integralszamitis alapvetd tétele.

24. Segédtétel. Ha [ € R[a b] és f folytonos az x € |a,b] pontban,
akkor az F : [a,b] — R, F(x ff )dt fiigguény differencidlhato az

x pontban, és érvényes az F’( ) = f( ) egyenldséy.

Bizonyitds. Legyen h € R gy, hogy = + h € [a,b]. Mivel f folytonos
az x pontban, ezért f(t) = f(z) + a(t), t € [a,b], ahol }imoz(t) = 0.
-
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Masrészt f € Rla, b, ezért az « fiiggvény mint két integralhato fiiggvény
kiilonbsége irhato fel (at — f(z), t € |a,b] allando fiiggvény Riemann-
integralhato). Kovetkezésképp o € Rla, b]. Jelolje M (h) = sup{|a(t)] :
t € I(h)}, ahol I(h) = [z, + h], ha h > 0 illetve I(h) = [z + h,z], ha
h < 0. A feltétel szerint }lgr(l) M(h) =0.

MAésrészt

Viszont
[ awa <| [T awral < i = 310 o
fay P2+ ) — (&) — [(x) < M(B) - h] vagy
‘F(x—I—h})L—F(z) )| < M)

Tekintettel a }llin%) M (h) = 0 egyenldségre kivetkezik, hogy
—

F(z+h)— F(x)

lim - = f(),
vagyis létezik F'(x) és F'(x) = f(z). O

25. Tétel. Az [a,b] intervallumon folytonos barmely f : [a,b] — R fig-
guénynek van primitiv figguénye, és az f tetszdleges primitiv fliigguénye
= [7 f(t)dt + ¢ alaki, ahol c € R.



166 4. Valos valtozos valos tiiggvények integralszamitasa

Bizonyitdas. Mivel f € Cla,b], ezért f € Rla,b] (lasd az 5.
Kovetkezményt). Alkalmazva a 24. Segédtételt, az F(x) = [ f(t)dt,
r € [a,b] fiiggvény az f primitiv fiiggvénye. Tekintettel a 3. Fe-

jezet, 36. Tulajdonsag, a) pontjara, az f barmely F primitiv fliggvénye
F(z) = F(x) + c alaka, x € [a, b]. O

10. Ertelmezés. Legyen I C R intervallum és f - I — R adott fiig-
guény. Az F : I — R folytonos fiigguény az f dltaldnositott primativ
fliggvénye, ha az F'(x) = f(x) egyenldség teljesiil az I intervallumon,

véges szamu pontot kivéve.

26. Tétel. Adott az [ : [a,b] — R fugguény dgy, hogy f € Bla,b]
és véges szami szakaddsi pontja van az |a,b] intervallumon. Ekkor f-
nek létezik dltaldnositott primitiv fiigguénye az |a, b] intervallumon, és f
barmely F dltalanositott primitiv figgvénye F(x) = fwf(t)dt + ¢ alaki,

ahol © € [a,b] és c € R.

Bizonyitds. Mivel az f fiiggvénynek véges szami szakadasi pontja van
az [a,b] intervallumon, ezért f € R[a,b] (lasd a 8. Példat). Igy a 24.
Segédtétel szerint F(x) = ff(t)dt az. [ altalanositott primitiv fiig-
gvénye, Ha F az f Valamel; altalanositott primitiv fliggvénye, akkor
F — F allando fiiggvény az [a, b] intervallum minden olyan részinterval-
luman, amelyet az f szakadasi pontjai hataroznak meg (alkalmazzuk
a 3. Fejezet, 36. Tulajdonsag, a) pontjat). Viszont (F — F) € Cla, b
(lasd 21. Segédtétel), ezért létezik ¢ € R agy, hogy F(z) — F(z) = ¢,
x € [a,b]. O

27. Tétel. (Newton-Leibniz képlet - 1. wvdltozat) Ha f : [a,b] — R
korldtos fiigguény és véges szami szakaddsi pontja van az |a, b] interval-

lumon, akkor f € Rla,b] és

/ (@) d = F(b) — Fla), (4.5.1)
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ahol F : [a,b] — R az [ tetszdleges dltaldnositott primitiv figgvénye az

[a, b] intervallumon.

Bizonyitds. A 8. Példa és az f € Bla,b| feltétel szerint f € R[a,b]. Az
F altalanositott primitiv fiiggvény létezését a 26. Tétel biztositja. fgy

= [7 f(t)dt + c alakt, ahol x € [a b} Ekkor F(b) = [ f(t)dt + ¢
és F(a) = c. Kovetkezésképp F(b) f f(t) O

Az (4.5.1) képletet szokés az f f(x)dx = .F(x)‘z formaban is
hasznalni. A Newton-Leibniz képletnek tobb altalanositasa is ismert. Az
egyik ilyen kiterjesztése az altalanositott Stokes-képlet illetve az Gn.
Poincaré-Stokes-féle képlet. Egy méas altalanositas, amely formailag
kozelebb all az (4.5.1)-es képlethez, Lebesgue nevéhez kotédik

A kovetkezd tétel is az (4.5.1) képlettel kapcsolatos, viszont a
feltételek altalanosabbak, mint a 27. Tételben.

28. Tétel. (Newton-Leibniz képlet - 2. wvdltozat). Tekintsik az f :
[a,b] — R fiigguényt tgy, hogy létezzen a primitiv figguénye az [a,b]
intervallumon és f € R[a,b]. Ekkor

| #a) o= F®) - Pla) = F@).,

ahol F' az f valamely primitiv fliggvénye.

Bizonyitds. Mivel f € Rl[a,b], ezért barmely ¢ > 0 szamhoz létezik
d = 6(e) > 0 gy, hogy minden (A, &) € Pargla,b], |A]l < § esetén

<eE.

b
oalf.) - / f(z) da

Legyen (A,,£") € Pargla,b], melyre lim ||A,|| = 0. Ekkor létezik
n—oo
n. € N gy, hogy ||A,|| < 8, barmely n > n. esetén. Igy

b
oa(f, €M) — / f() de

<e,
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ha n > n.. Kévetkezésképp

b
liw o3, (1,67 = [ (o) da (45.2)

Tekintsiik a A, € Parla,b], A, :a =20 < Tp1 < ... < Tpk, =
b felosztasokat gy, hogy lim ||A,| = 0. Alkalmazva a Lagrange-tételt
(3. Fejezet, 25. Kévetkezrggg;) letezik &, € | i1, Tn [ azzal a tulaj-
donsaggal, hogy

F(l’m) - F(Cﬁn,i—l) = F/(fm) : ($m - l“n,i—l) = f(fm) : (SEm - $n,i—1)>

1=1,...,k,. Koévetkezésképp

kn
OA, (f: gn) = Z f(gm)(xm - xn,i—l) -

i=1
kn

= Y (F(zw) = F(zn-1)) = F(b) - F(a).

i=1

Tekintettel az (4.5.2) egyenlGségre megkapjuk az fab f(z)dz = F(b) —
F(a) képletet. O

Az alabbi tételek tekinthet6k a Newton-Leibniz képlet alka-

lmazésainak.

29. Tulajdonsag. (parcidlis integrdlds képlete). Ha f,g : [a,b] — R
foly-tonosan differencidlhatd figguények az [a,b] intervallumon, akkor

fenndll az

/ f'(x)g(x) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(2)g'(x) dz  (4.5.3)
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eqyenldség. Az (4.5.3) ekvivalens irdsmddja:

b b b
[ 1@ de= (9@l ~ [ 1@ @) as

Bizonyitds. A 3. Fejezet, 16. Tétel, b) pontja alapjan (f - g)'(z) =
f'(x)g(x) + f(x)g'(x), © € [a,b]. A jobb oldalon folytonos fiiggvények
osszege van, mert f, g € C'[a, b], tehat a bal oldal is folytonos fiiggvény.
Alkalmazva az 5. Kévetkezményt, az egyenlGség mindkét oldalat inte-

gralhatjuk, és a bal oldalra alkalmazzuk a Newton-Leibniz-féle képletet
(28. Tétel):
, b b b
(9@ = [+ 9/ @de = [ Fgaids+ [ f)g @

]

w/2
12. Példa. Szamitsuk ki az [ sin”x dz integralt, ahol n =0,1,2, ...
0

w/2
Jelolje I, = [ sin”x dx; a 29. Tulajdonsag alapjan
0

w/2 /2
I, = / sing -sin" 'z dr = / (—cos)'(z) - sin" tx dv =
0 0

/2

= —cosx sin" ! x’o

w/2
+/ cosz - (n—1)sin" %2 - cosx dr =
0
/2
= (n— 1)/ sin"? - cos’x dr =
0
w/2
= (n— 1)/ sin" 2z (1 —sin’x) dz =
0
= (n—1)1,2—(n—1)1,.

1
L="""1,, n>2
n
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w/2
Mivel Iy = [ 1dx =%, ezért n = 2k esetén
0

I - 2k—1 2k—3 3 11_(%—1)(2]{—3)...3-1 T_
Tk 2%—2 4 27 T @2k@k-2)...4-2 2
o @k=DN w
(2k)!! 2
w/2 /2
Hasonléan, I; = f sin x dx:—cosx|0 = 1 miatt n = 2k + 1 esetén
0
2k 2k —2 4 2 (2k)(2k—2)...4-2
Lo o . S22 I, = 1=
+1 2k-1 5 3 (2k+1)(2k—1)...5-3
(2k)!!
(2k+ 1)1

13. Példa. Igazoljuk a Wallis-féle képletet:

T , 1 (2n)! 17
— = lim .
2 noo2n+1 [(2n— D!

2k+2 2k+1

Mivel sin : [O, %} — [0, 1], ezért sin x < sin z < sin® z, barmely

™

x € [0 ”} esetén. Az egyenlGtlenségeket integralva a [0,5] interval-

’2
lumon és alkalmazva a 12. Példat kapjuk, hogy lopio < Iopi1 < Iog
vagy

Dogy2 < Ly} <1
Loy, Loy,

vagy

. <1
2k+1 7~

2k+1 2 [( (2/@)!!)”}2 1

< Z.
2k+2 — 7 2k — 1

Attérve hatarértékre k — oo szerint, eljutunk a kivant képlethez.

14. Példa. Adjuk meg a Taylor-képlet (3. Fejezet, 32. Tétel) maradék-
tagjanak integral alakjat.
Alkalmazva a Newton-Leibniz képletet és az (4.5.3)-es egyen-
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16séget, irhato az f € C"[a,b] fliggvény esetén, hogy
f(x) = f(a) =
= / f(t)dt = —/ f(t)(x—1t)dt =
= —fOE -0+ [ 0=
- @@ —a)- 1/ 7
_ f’(a)(a:—a __f// | 4= / f/// x—t —
1 " ///

= F@)—a)+ 5 a)(r — a) ——/ £8) - (1))t

= ...:f(a)(:v—a)—iraf”(a)(x—a) +.F

171

ot @ =+ = [ 0=
Mivel a Taylor-képlet
1 / 1 n—1 n—1
@) = F@ 4 @le=a) o oo @) =) 4 R 0)

alaku, ezért

nlx _1/f —nldt

Ha alkalmazzuk az integralszamitas elsé kozépértéktételét (19. Tétel),

akkor létezik & € [a, b] ugy, hogy
Rn—l(l‘) = TL— 1 / f - n ldt

- =" <s>-/a<x—>” it =
1
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vagyis visszakaptuk a jol ismert Lagrange-maradéktagot.

15. Példa. Ha f,g € C"[a,b], akkor a 29. Tulajdonsag alapjan:

b
[ #a)g D) do =
— f@g" @~ [ 1)) do =

— f(x)gm)(m)\Z—f'(m) n=1) | +/ f(@)g" () do = ... =

n+1 / f n+1

Igy igazoltuk a kivetkezs képletet:

/ f(x)g" D (x) do =

n+1 / f n+1
xz,

amely az (4.5.3) altalanositasa.

30. Tulajdonsag. (helyettesités mddszere - 1. vdltozat). Ha f : [a,b] —
R folytonos és g : [, B] — [a, b] folytonosan differencidlhatd figgvény,
ahol a = g(a) és b= g(B), akkor igaz a kévetkezd egyenldséy:

b B
/ f(z) do = / Fg(t)) - g'(t) dt

Bizonyitds. Legyen F az f fliggvény valamely primitiv fiiggvénye. A 3.
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Fejezet, 18. Tétele alapjan:

(Frog)(t) =F'(g(t) - g'(t) = fg(t) - '), t€[a,p.

A Newton-Leibniz képlet szerint: fab f(x)dz = F(z)|, és

b b
/f(g(t>)-g’(t) dt = /(Fog)’(t) dt = (Fog)(t)|” =
= F(9(P)) = Fy(a)) = F(b) = F(a) =

Kovetkezésképp:

b B
/f@ﬂmz/ﬁﬂﬂm-ﬂﬂﬁ-

O

A kovetkezd tétel szintén helyettesitési modszer a Riemann-
integra-lokban, melynek feltételei kiilonboznek a 30. Tulajdonsag
feltételeitdl.

31. Tétel. (helyettesités modszere — 2. vdltozat). Legyen f : [a,b] — R
Riemann-integralhatd figguény és g : o, B] — [a,b] folytonosan differ-
encidlhato, szigorian monoton figguény gy, hogy g(a) = a, g(B) = b
vagy g(a) = b, g(B) = a. Ekkor (fog) g € Rla, ] és

g(

"ty do = [ st00) g0

g9(a) @

Bizonyitds. Legyen A; € Par[a,f], Ay : a =t < t; < ... <
tn, = B. Mivel g : [«o, 5] — [a,b] szigorian monoton fiiggvény, ezért
{9(t0),g(t1),...,9(tn)} az [a,b] intervallum felosztésa. Jelolje A, ezt
a felosztast; igy A, @ a = g(to) < g(t1) < ... < g(t,) = b vagy
A, a=g(ty) < g(th_1) < ... < g(ty) = b. Tovabba, ha ||A]| — 0,
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akkor |A.|] — 0, mert a g fiiggvény egyenletesen folytonos az [«, (]
intervallumon.

Legyen 7 € Pa, tetszéleges, 7 = (71,...,7,). Mivel g szigortian
monoton az [a, 3] intervallumon és g € Cla, 5], ezért a 4. Fejezet, 5.
Tétele miatt léteznek az egyértelmtien meghatarozott & € [r; 1, ;]
(1 =1,...,n) pontok ugy, hogy g(r;) =& (i =1,...,n). Alkalmazva a
Lagrange-tételt (3. Fejezet, 25. Kovetkezmény) irhato, hogy

oa56) = iﬂ@)m—xi1>:§;f<g<n>>-[g<ti>—g<ti1>1=
— Zf (7)) - ' (F) (b = tia),
ahol 7; € Jt;_1, ;[ . Ekkor
oa.(f€) Zf (1) ¢/ (73)(t — tica) +
+ Zf ™)) [¢(F) — g/ (7)) (t; — tiy). (4.5.4)

Mivel f € Rla,b], ezért létezik M > 0 ugy, hogy |f(z)| < M, barmely
z € [a,b] esetén. Igy

Z f Tz Z) g (Tz)] (ti - tifl) <
< MZlg i) — g ()] - (i — ti) <
< MZ g [tica, ti]) - (G — tica).

Feltetel szerint ¢ € Cla, ], ezért ¢ € Rla,b] (lasd az 5.
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Kovetkezményt). Igy a 10. Kovetkezmény figyelembevételével

n

||Aliﬂrio;°”(9'; ti1,ti]) - (L — tima) =0,
vagyis
HAIH\IL‘O . fla(m)) 1g'(Ti) — g'(m)] (ti — tima) = 0. (4.5.5)

Tovabba, az f € R|a,b] feltétel miatt

lim o = lim I x; —x;— /
A o, (/.6 = lim ofo 1) S

Igy az (4.5.4) egyenlség alapjan, ha ||A;|| — 0 (amely esetben || A, | —
0 is teljesiil), akkor létezik a

n

lim Zf(g(ﬂ')) g' (i) (ti —tiz1)

lA¢]]—0 <
=1

véges hatarérték, ahol (A, 7) € Pargla, 5] tetszleges. Kovetkezésképp
(fog) ¢ € Rlo, f], és az (4.5.4), (4.5.5) alapjan

9(B) B
/ f(x) de = / Flo(t) - g/(t) dt.
g(a) a

16. Példa. Legyen f € R|—a,a]. Ekkor

a 2 xr)dz, ha aros fliggvén
/ Flo)de = /0 f(x) fp ggvény
0, ha f paratlan fiiggvény.
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Valoban, ha f(—x) = f(z), barmely = € [—a, a] esetén, akkor

| @) da -

— /_Zf(x) dx+/0af(x) da::/aof(—t)-(—l) dt+/0af(:c) dox =

= /Oaf(—t) dt—i—/oaf(x) da::/oaf(—x) dx—l—/oaf(x) dx =

~ [ i@y a2 [ fw ar

Ha f(—x) = —f(z), barmely © € [—a,a] esetén, akkor az el6bbi

eljarashoz hasonloan,

/Zf(x) dx:/oa(f(—x)vtf(x)) dx:/aO dx = 0.

0

17. Példa. Az f : R — R fiiggvény legyen T periddusi: létezik T €
R\{0} ugy, hogy f(x+T) = f(x), barmely x € R esetén. Ha f € R, (]

tetszbleges [a, f] C R intervallumra, akkor

[ = [ s,

ahol a € R tetszGleges.
Felhasznalva az x = t + T helyettesitést és az f fiiggvény peri-
odikussagat kapjuk, hogy

/aHTf(x) dr = /aof(:v) dx—ir/OTf(x) dm—l—/TaJrTf(x) dr —

= /OTf(x) d:v+/a0f(x) dx+/0af(t+T)~1dt:

_ /OTf(:c) da:+/aof(a:) da:+/0af(t) dt:/OTf(:c) da.

18. Példa. A p = ;- f; f(z)dz mennyiséget az f fiiggvény integral-
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atlagértékének nevezziik az [a,b] intervallumon. Legyen f : R —
R olyan fiiggvény, hogy f € Rla, ], barmely [, 3] C R intervallum

esetén. Ertelmezziik az
1 )
Fy(z) = —/ ft) dt, zeR
25 x—0

fiiggvényt, mint az f fiiggvény integral-atlagértékét az [x — 0,2 + J]
intervallumon. Igazoljuk, hogy Fs € C(R); mitébb, ha f € C(R), akkor
Fs € C'(R).

Valoban, ha f € Rlx — §,x + ¢], akkor létezik M > 0 agy, hogy
lf(t)] < M, te[r—9,x+ 0] tetszbleges. Ekkor

1 z+h+0 T+
B n) - R = 5 | [ - ﬂmﬂz

20 x+h—48 x—6
1 r—3 z+h+6

- 5| swas | ﬂwﬂg
25 z+h—0 z+0
1 M

< - = |n|.

< Louppl o = 2L

Innen koévetkezik, hogy Fjs folytonos az x pontban. Mivel z € R tet-
sz6leges, ezért Fs € C(R).

Ha f € C(R), akkor az sszetett fiiggvények derivalasi szabalya
alapjan és a 24. Segédtétel szerint irhato, hogy

»(z) ® T
[ a= ([0 a) B = e o),

igy o 1 z+6 1 x—4
P =55 [ swvde— o [ r d

derivaldsabol kapjuk, hogy

Rl (L]
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Tovabbé, a t = x + u helyettesitéssel

5
Fs(z) = 2%/_5f(x—|—u) du.

Ha f € C(R), akkor a 18. Tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy valamely
T € [—6,0] esetén

Kovetkezésképp (lsi\r‘r(l) Fs(z) = f(z).

19. Példa. Hatarozzuk meg az elektromos dram munkajat.

Az egyendram munkdja: ha egy dramkorben [ erésségt és U fes-
ziiltségi egyenaram t ideig kering, akkor az dram altal végzett munka:
W=1I1-U-t.

A wdltakozo dram munkdja: hatdrozzuk meg a munkat, ha az
aram erdssége és fesziiltsége az [a, (] idGtartamban valtozik. Osszuk fel
az [, ] id6tartamot az o = ¢, t1, . .., t, = [ id6pillanatokkal; vegyiik a
At; = t; —t;_1 idGtartamban a fesziiltséget és az intenzitast allandénak,
akkoranak, mint a 7; pillanatban (7; € |t;_1,%;[). A végzett munka At;
id6 alatt: AW; ~ I(7;)U(7;)At;. Az egész munka:

i=1

Ha I és U véges szamu pont kivételével folytonos fiiggvények, akkor

B
W= tim S I(r) U(r) - A — / [OU() dt.

«

a) A wvdltakozd dram munkdja tiszta ohmikus ellendllds esetén:

ha egy aramkorben U = Upsinwt = Up sin % valtakoz6 aram kering,
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tiszta ohmikus ellenéllas esetén az aramerésség:

2rt
I = Iysinwt = ]Osini,
T
ahol T egy periodus, w = 27” a korfrekvencia, I, a maximalis

aramerdsség, Uy a maximalis fesziiltség. A valtakozé &dram munkaja

egy periddus alatt:

T T
1
W = / IoUg sin? wt dt = =1,U, / (1 — cos2wt) dt =
0 0

2
1 1 T
= =IUy- [t — =—sin2wt = —Iy/UyT.
200( QWSIHw)o oot
A teljesitmény: -
1
P=— ==-1U,.
7 = 3t

Tiszta ohmikus ellenéllast tartalmazé dramkorben, ha R az ellenallas,
Ohm torvénye értelmében U = IR. Az aram munkaja a [0, 7] idGsza-

kaszban:

T
W_/ R I*(t) dt.
0

Jelentse I azon egyendram intenzitasat, amely a kérdéses aramkorben
ugyan-annyi id6 alatt ugyanannyi munkat végez, mint a valtakoz6 aram.

Az egyendram munkaja 7' id§ alatt: W = T R-T fgy

T
TQ-R-T:R/ I2(t) dt.
0

Innen
= 1 (T, T, 12
I:TO I(t)dtzfo IOSIIICOtdt:?.
Tehat [ = \%fo; ezt az értéket a valtakozd aram effektiv
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dramerdsségének nevezzik:

1
lg = — .
[$) \/§
Ha azon egyendram fesziiltségét, amely ugyanannyi id6 alatt
ugyanannyi munkat végez, mint a véaltakozé aram, U-val jelslve, ha-

sonl6 moédon nyerhetjiik a

7
W:E.T /U2 :—/ Uy sin® wt dt

egyenletekbdl, hogy U = on Ezt az értéket a valtakozo aram effektiv

fesziiltségének nevezziik:

A véltakozo aram teljesitménye:

Iy/U,
P = eff - UeH:M'

b) A wdltakozé dram munkdja, ha az dramkérben onindukcid
van: ha a valtakozé aramu aramkorben onindukcié van, a fesziiltség
és intenzitds mar nincsenek egy fazisban, kozottiik ¢ faziskiilonbség

van: U = Upsinwt, I = Iysin(wt + ¢), ahol w = 2%, Ekkor

T
2t 27t
W = / IUOSIH%Sin(i—i—(,D)dt—
0

T
1 T 4mt
= §IOUO/0 {coscp — Cos (% + go)} dt =
1 T 4t g
5 oo [tcosw = sm( 7 +<p>] )
1 1 T LU, T

= §[0U0 T cosp — —IOUO (smgp —sinp) = Cos .

2
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Kovetkezésképp
W = I U -cosp-T,

mig a teljesitmény:

P =1 - Udg - cosp.

4.6. Numerikus integralas

Amint lattuk, a Newton-Leibniz-féle képlet az f; f(x)dx inte-
gral ki-szamitasara csak abban az esetben hasznalhat6, amikor ismerjiik
az f fiiggvény primitiv fiiggvényének analitikus formajat. Ett6l kiilon-
b6z6 esetekben a fenti integrél kiszdmitasara nincs altalanos modsz-
er. Ilyenkor az integralt megkozelithetjiik az integralértékek kozelitd
szamitasaval. Ezt az eljarast nevezziilk mumerikus integralasnak.
Az alabb sorra keriil6 numerikus integralasi modszerek bemutatasahoz
sziikségiink van a Lagrange-féle interpolécios képletre.

Tekintsiik
az [ : [a,b] — R fiiggvényt és az a < 9 < 7 < ... < x, < b
pontokat. Célunk olyan legfeljebb n-ed foku L,, polinomot szerkeszteni,
amelyre L,(z;) = f(z;), ¢ = 0,...,n. Ennek a polinomnak a megsz-
erkesztését nevezziik interpolaciéonak.

Legyen L,(x) = ag + a1z + ... + a,2", ag,...,a, € R, a, # 0.
Az L,(x;) = f(x;) (i=0,...,n) feltételek alapjan eljutunk a

ap + a1xo + ...+ apxy = f(xg)

ap +a1xy + ...+ apx} = f(xq)

egyenletrendszerhez. A rendszer determindnsa a  kovetkezd
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Vandermonde-determinans:

1 =z a3 ... 0
1 oz 2% ... 2}
= JI @ —=)#0
o 0<i<j<n
2 n
1z, = x,

fgy az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, ezért L, létezik
és egyértelmid, melyet Lagrange-féle polinomnak neveziink. Az
Ly(x;) = f(z;) (i =0,...,n) miatt

Lyz) 1 =« 2% ... a"
flzg) 1z 3 xl
flz) 1z af " | =0
Innen
0 1 =z "
flzo) 1 xo xy
flz,) 1 =z, xn
L) — - (n)
1 oz a3 zy
1z 22 Y
1z, 22 !

Ha az L,, Lagrange-polinomot az
Lo(z) =Y Az —xo)(@ —21) ... (1 — 2i21) (@ — i) .. (2 — 1)
=0

alakban keressiik, akkor az L,(z;) = f(x;) (i = 0,...,n) feltételek
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miatt
4 - S (i)
Yo —xo) (i — ) (= ) (1 — i) L (1 — )]
ahol i = 0,...,n. Mivel a Lagrange-polinom egyértelmiien meghataro-
zott, ezért

L,(z) = Z ( (x —zo)(x—21) ... (r —2im1) (T — xig1) ... (T — xp)

— (@i — zo)(Ti — 1) - (T — 1) (@ — i) - (25 — @) He)

32. Tétel. Legyen f : [a,b] — R adott figguény és a < xy < x1 <

o<z, < b Az x € [a,b] pont esetén jelolje o :== min{x, xg, ..., x,}
és B = max{w, xg,...,2,}. Ha f € C"[a, ] és f™ derivdlhatd az
|, B[ intervallumon, akkor létezik & € |a, B[ gy, hogy

oy (@ @)@ =) 1),

(4.6.1)
Sajdtos esetek az f € C"a,b] feltétel esetén:
L < M b 4.6.2
)~ Lalo)] < s (o= ) (e = )] 2 € 0] (462
€s
|f(z) — Lp(x)] < M ~(b—a)"™, z € [a,b] (4.6.3)
T (n 4+ 1)! ’ Y o

ahol M = max{|f"*V(z)| : 2 € [a, b]}.

Bizonyitds. Ertelmezziik a ¢ : [a,b] — R,

o(z) = (z—20)...(z—xn) f(2) = Ln(2)
(x_fl'[))...(x—xn) f(:E

|
h
3
—~
N

segédfiiggvenyt. Mivel f € C™[a, B], ezért o € C™[a, 3] és létezik D
az |a, O intervallumon. Ugyanakkor p(z) = 0és p(z;) =0,i=0,...,n
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Igy a ¢ fiiggvénynek (n + 2) kiilonboz6 zérushelye van az [o, 3] in-
tervallumon. Alkalmazva rendre a Rolle-tételt (3. Fejezet, 23. Tétel)
kovetkezik, hogy létezik & € Ja, B[, amelyre o) (&) = 0. Viszont

z € |a, B[ esetén

e (z) = (n+1)! FU(z) = LY (2) ‘ —
(x —x0)...(x —xy) f(x) = L,(z)
_ (n+1)! oD (z) ‘
(x —x0) ... (v —x,) f(x) = Ln(z) |
Kovetkezésképp
1 n+1
F(0) = L(e) = fogyy (o = 0) - (0 = 20) SO0,

vagyis az (4.6.1) Osszefiiggés. Az (4.6.2) és (4.6.3) egyenlGtlenségek az

(4.6.1) azonnali kovetkezményei. O

Az (4.6.1) képletet szokas a Lagrange-féle interpolacios ké-
pletnek nevezni, mig az L, = L, f polinom a Lagrange-féle inter-

polacios polinom. Az

(x—z0)...(r—mi)(x —xipq) ... (x — xy)
(i —x0) ... (s — i) (s — 2ig1) - (T — 1)

polinomokat az interpolaci6 fundamentalis polinomjainak nevez-

zik.

33. Tétel. (trapézformula). Legyen f : [a,b] — R kétszer folytonosan

differencidlhato fligguény és x; = a+1 - b’T“, 1=20,...,n. Ekkor

b —a
[ Ha) de = P2 @)+ )+ 2w+ fo )| <
< M —a)?
12n2 7
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ahol M = max{|f"(x) | : x € [a,b]}.

Bizonyitds. A tétel azt allitja, hogy az fab f(z)dz integral kozelits ki-

szamitasara a kovetkezé képlet érvényes:

b —a
[ 1) dom 20 @)+ £0) + 200w + o+ F )],

amelyet trapézformulanak neveziink. Az elnevezést a kovetkezs in-

dokolja: /bf(x) dx = Z”:/w f(z) dx és
a i=1 Y Ti—1

/I flz) dx =~ /r Lyi(z) dx =
) / (& Flany) + S f(xi)) iz —

Ti—1 — X4 Ty — Ti—1

f(@izy) + f(a)
2

= (:Ez - Ii—l) :

(L1 az x;_1 és x; pontokhoz tartozd Lagrange-polinomot jeloli); ha
f(x) >0, z € [a,b], akkor az [f(zi—1) + f(x)] - (zi — x;1) tag az
f(z;i—q) és f(x;) alapt és x; — x;_1 magassagu trapéz teriilete.

Most térjiink ra a tétel bizonyitasara. Legyen a < a < g <b. A
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parcialis integralas képlete (29. Tulajdonsag) alapjan:

A 3
[ = [ 5w -ay a=

ahonnan kovetkezik, hogy

B [0
[ iy aa - LI 5

<

B
<3/ @l @-a- -0 d<
M (7 _ M -a)
< ?/Q(x—oé)(ﬁ—x)dx— T
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Haa=z;,1¢és8=u; (i=1,...,n), akkor

v dz - Z f(xi—1)2+ flxi) (2 — mi1)

~ flzio1) + flxi)
dr — Az —xim1)| <
x) dz 221: 5 (r; —xiq)| <
Ho) e @) )| <
2
)3 3
xl 1) M(b— a)
< =
Z 12n32 ’
amit igazolni kellett. [
34. Tétel. (Simpson-féle képlet). Legyen f : [a,b] — R négyszer
folytonosan differencidlhato fligguény és x; = a + 1 - b2— 1=20,...,2n.
Ekkor
—a - M(b—a)’
dx — 7 4 7 7 S T Haoon. 4 0
ZL’) i ; ZL’Q + f X5 +1) + f('rz +2)] 2880n4

ahol M = max{|f®(z)| : v € [a,b]}.

Bizonyitds. Legyen ¢ € |a,b[ és h > 0 ugy, hogy a < ¢c—h < ¢ <
c+h <b. Alc— h,c+ h] intervallumon az f fiiggvényt helyettesitjiik

a c— h,c,c+ h pontokhoz tartozé Lo, Lagrange-féle polinommal:

/c+h £(o) da m

[ [
:
h.
3

(x —c+h)(x —c—h) (x —c+h)(x—c) B
2 - f(e) + 572 -f(c+h)}dx—

[f(e=h) +4f(c) + flc+h)].
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Ezt a képletet parabolaformulanak is szokas nevezni, mert
geometriailag azt jelenti, hogy az f fiiggvényt a [c — h, ¢+ h] intervallu-
mon az intervallum ¢ kozéppontjan és végpontjain dthaladé masodfoku
parabolaval helyettesitjiik (5.3. abra).

Tovabba, tekintsiik a ¢ : [0,h] — R,

o) = [ 1) de = gl — 1) + 470+ Jle-+0)

segédfiiggvenyt. Mivel f € C%a,b], ezért ¢ € C*[0, h]. Igy

J0) = Sl )+ fle= 0] - 57(0) ~ 51 e+ )~ fle 1)
F(0) = St t) = Fle=0] = L[t )+ et o
P10 = 3l +t) — (=)

Alkalmazva Lagrange-tételét (3. Fejezet, 25. Kovetkezmény) az f" fiig-
gvényre a [c—t, c+t] intervallumon kovetkezik, hogy f"'(c+t) — f"(c—
t) = 2tfW(g), ahol € € Je—t,c+t[. Ha m* = min{fW(z) : z €
[c — h,c+ h]} és M* = max{f%(z): x € [c — h,c+ h]}, akkor irhato,
hogy m* < fW(¢) < M*. Innen
2 2

_%M* S g0/// Qt

Integralva ezen egyenlStlenségeket a [0,u] C [0, k] intervallumon, és

figyelembe véve, hogy ¢”(0) = 0, kapjuk:

v 2t2 v v 212
_/ —M*dtg/ o" (1) dtg—/ —m*dt,
0 3 0 0 3

2u3 2u3
_% M* S gDll(u) S _%m*’

vagyis
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c-h

c+h
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barmely u € [0, k] esetén. Ujbol integralva a [0,v] C [0, h] intervallu-

mon, és felhasznalva a ¢'(0) = 0 egyenlGséget, a

4 U4

v
U <)< - e h
18M_g0(v)_ TR v € [0, h]

egyenlStlenségekhez jutunk. Harmadszori integralas utan, a ¢(0) = 0
miatt kapjuk:
h? h®
—— M*" < yph)<——m".
go M= elh) < =g m
Az m* és M™* értelmezése alapjan
h5 h5 5
D ME< - @) < ¥
go M= —gg /@ = mgg
ahol z € [c — h,c+ h]. Mivel f* € Cle — h,c + h], ezért létezik ¢ €
e = h, c+ B] tigy, hogy — 2 f(¢) = p(h). Tey

5

cth h B h @
| @) a5 [e= ) +4£0) + fle 1)) = g5 19C)

90
Ha alkalmazzuk ezt az Gsszefiiggést az xo;, o1 1, T2 (1 =0,...,n—1)
pontokra és h = b;—ﬂ“ esetre, akkor

6n

/ f(x) dx — ba z_: [f(z2:) + 4f (x241) + f@2i42)]

—_

n—

= {/;mz flz) dz — bfs_—na[f(l‘%) + 4f(z2i41) + f($2i+2)]}‘ =

.
[e=]

i
L

_ (b—a)’ 4
C &= 90(2n) )

M= M(b—_a)57
2880n° 2880n*

[e=]

7=

amit igazolni kellett.
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