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CAPITOLUL 1

Siruri si serii de numere reale

1. Siruri de numere reale

Notiunea de sir este una din notiunile fundamentale ale analizei mate-
matice. In acest capitol prezentam notiunile de gir, sir care are limita, gir
convergent, sir divergent.

2. Definitia sirului de numere reale

Fie m un numar natural fixat si
Ny, ={neN:n>m}.

Definitia 1.2.1 Se numeste sir de numere reale orice functie f : N, —
R. ¢

Asadar, girul f : N, — R atageaza fiecarui numar natural n > m,
numarul real f (n).

Notand, pentru fiecare numar natural n > m, pe f(n) cu x,, sirul de
numere reale definit de functia f se noteaza in unul din urmatoarele moduri:

(wn)nENm? Sau (mn)nzmv sau (xm,xm-&-lv o Tn,y )

sau, cand nu este pericol de confuzie, simplu (z,) .

Daca (7),cy,, este un sir de numere reale, atunci numarul real z,, se
numeste termenul de rang n al girului (x,) sau termenul general
al sirului (2,),,cy, -

Mentionam ca termenii unui sir se pot nota cu orice litera in locul literei
x. De asemenea indicii termenilor unui sir nu trebuie notati neaparat cu
m,m + 1,.... Se poate utiliza si o alta notatie, dar ea trebuie sa fie in aga
fel aleasa incat intotdeauna sa fie clar care este primul termen al sirului,
care este al doilea termen al girului s.a.m.d., care este termenul de rang n al
sirului.

Daca (xy,)

{z € R:exista n € N,,, astfel incat z = z,} = {z, : n €N, }

nENm

nen,, este un sir de numere reale, atunci mul{imea

se numeste multimea termenilor girului (z,).

Asa cum este important de facut distinctie intre o functie gi multimea
valorilor functiei, este important de facut distinctie intre un sir (z,)pen,, $i
multimea termenilor girului

{z € R:exista n € N, asa incat © = z,} = {zp : n € Ny},

1



2 1. SIRURI SI SERII DE NUMERE REALE

deci
(Tn)nen,, # {r € R : existd n € N, aga Incat x =z, } .

3. Limita unui sir de numere reale, unicitatea limitei

In cele ce urmeaza vom defini notiunea de limita a unui sir de numere
reale si vom da cateva exemple.

Definitia 1.3.1 Fie (zp)nen,, un sir de numere reale. Spunem cd girul (x,,)
are limitd (in R) dacd existd un element x € R cu proprietatea cd pentru
fiecare vecinatate V' a lui x exista un numdr natural ny > m astfel incat,
oricare ar fi numarul natural n > ny, avem x, € V. §

Exemplul 1.3.2 Sirul (z,),cy cu termenul general z, = 0, (n € N) are
limita deoarece elementul x = 0 € R are proprietatea ca pentru fiecare
vecinatate V a lui x = 0, luand ny := 1 avem ca x,, € V, oricare ar fi
numarul natural n > ny = 1. O

O formulare echivalenta a definitiei 1.3.1 este data in teorema urmatoare:

Teorema 1.3.3 Fie (z)nen,, un sir de numere reale. Sirul (z,,) are limita
(in R) dacd si numai dacd existd un element x € R cu proprietatea cd in
afara fiecarei vecindtati V' a lui x se afid cel mult un numdr finit de termeni
ai sirului (z,). O

Vom arata in cele ce urmeaza ca limita unui sir, daca exista, este unica.

Teorema 1.3.4 (teorema de unicitate a limitei) Dacd (Tn),,cy, este un sir

de numere reale, atunci exista cel mult un element x € R cu proprietatea ca
pentru fiecare vecindtate V' a lui x existd un numdr natural ny > m astfel
tncat, oricare ar fi numarul natural n > ny, avem x, € V.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca ar exista doua elemente x,y €
R, = # y care satisfac cerintele teoremei. Din x # y deducem ca existi o
vecinatate V' a punctului x si o vecinatate W a punctului y astfel incat
Vnw =0.

Multimea V fiind vecinatate a punctului x, existda un numar natural
ny > m astfel incat

(1.3.1) xn € V, oricare ar fi numarul natural n > ny.

Analog, W fiind vecinatate a punctului y, existd un numéar natural ny, >
m astfel incat

(1.3.2) xn, € W, oricare ar fi numarul natural n > nyy.
Acum, din (1.3.1) si (1.3.2), deducem ca
xn, € VNW =), oricare ar fi numéarul natural n > max{ny,nwy },

ceea ce este absurd.m
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Prin urmare, fiind dat un sir (z,),,cy,, , de numere reale, putem sa avem
una gi numai una din urmatoarele doua situatii:

i) Existd un element # € R cu proprietatea c& pentru fiecare vecinitate
V alui z exista un numar natural ny > m astfel incat, oricare ar fi numarul
natural n > ny, avem x,, € V. In acest caz, in baza teoremei 1.3.4, elementul
x este unic. Elementul x se va nota

T}L@f” (se citeste: limita din x, atunci cand n tinde catre + o0)
si se va numi limita sirului (z,). Daci = € R este limita sirului (x,),
atunci se mai spune ca girul (z,,) are limita x sau ca sirul (z,) converge
in R citre z.

ii) Nu exist# nici un element x € R cu proprietatea ci pentru fiecare
vecinatate V a lui z existd un numar natural ny > m astfel incat, oricare
ar fi numarul natural n > ny, avem xz,, € V. In acest caz spunem ca girul
(r,) nu are limit#, in R sau ci sirul (x,,) este divergent in R.

Asadar girurile de numere reale care au limita (in R) se Impart in siruri
convergente si giruri divergente.

Definitia 1.3.5 Fie (xn)neNm un gir de numere reale. Spunem ca sirul
() este convergent daca are limita gi limita este un numar real.

Din cele de mai sus rezulta imediat urmatoarea teorema.

Teorema 1.3.6 Sirul de numere reale (v,),cy,— este convergent dacd si
numai dacd existd un numar real x cu proprietatea cd pentru fiecare ve-
cindtate V o lui x existd un numdr natural ny > m astfel incat, oricare ar
fi numarul natural n > ny, avem x, € V. §

Prin urmare, fiind dat un sir (z,),cy, de numere reale putem avea
urmatoarele situatii:

1) Sirul (2),cy,, are limita = € R; in acest caz spunem ca sirul ()
converge catre x.

2) Sirul (acn)neNm are limita +o0o sau —oo; In acest caz spunem ca sirul
(zn) are limita infinitd.

3) Sirul (zy,),,cy,, DU are limita; in acest caz spunem ca sirul (z,,) este

divergent in R.

Un gir de numere reale care are limita, finita sau infinita, se mai numeste
convergent in R.

Despre un sir de numere reale care are limita infinita spunem ca este
divergent in R, dar convergent in R.

Incheiem acest paragraf observand ca studiul unui sir comporta doua
probleme:

1) Stabilirea naturii sirului, adica a faptului ca girul este convergent sau
divergent.

2) In cazul in care sirul este convergent, determinarea limitei sirului.
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Daca pentru rezolvarea primei probleme dispunem de criterii de convergenta
si divergenta, pentru rezolvarea celei de a doua probleme nu dispunem de
metode generale de determinare a limitei oricarui gir. Determinarea limitei
unui sir tine seama de particularitatile sirului.

4. Caracterizari ale limitei unui sir de numere reale

In cele ce urmeaza vom da formulari echivalente ale definitiei limitei unui
sir de numere reale.

Teorema 1.4.1 (teorema de caracterizare cu e a limitei finite) Fie (Tn),cy,
un gir de numere reale gi x € R. Sirul (z,) converge catre x dacd $i numai
daca pentru fiecare numar real € > 0, exista un numar natural ne > m astfel
tncat, pentru orice numar natural n > ne, este satisfacuta inegalitatea:

|z, — x| < €.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca sirul (x,,) este convergent cétre
x si fie € > 0. Deoarece intervalul V' =]z — ¢,z + ¢[ este o vecinatate a lui x
deducem ca existd un numar natural ny > m astfel incat z,, €|z —e,x + €|,
oricare ar fi numérul natural n > ny. Intrucat relatia x, €lr —e, x4 €| este
adevarata daca si numai daca relatia |z, — x| < ¢ este adevarata, obtinem
ca pentru fiecare numar real £ > 0 existd un numar natural n. := ny astfel
incat pentru orice numar natural n > n. avem |z, — x| < €.

Suficienta. Fie V o vecinatate a lui z. Atunci exista un numar real € > 0
astfel incat |x —e,x +¢e[C V. Din € > 0, in baza ipotezei, deducem ca exista
un numar natural n. > m astfel incat pentru orice numar natural n > n.
avem |z, — x| < €. Deoarece |z, —z| < ¢, oricare ar fi numarul natural
n > ny, este echivalent cu x,, €]z — ¢,z + ¢[, oricare ar fi numarul natural
n > ne si deoarece |x — e,z +¢[C V rezulta ca z, € V, oricare ar fi numarul
natural n > n.. Asadar numarul real x are proprietatea ca pentru fiecare
vecinatate V a lui x exista un numar natural ny := n. astfel incat oricare
ar fi numarul natural n > ny avem xz, € V. Prin urmare, sirul (z,) este
convergent catre x. Teorema este demonstrata. m

Exemplul 1.4.2 Fie ¢ un numar real. Atunci sirul (z,), oy cu termenul
general z,, = ¢, (n € N) converge catre ¢, adica

Iim c=c.
n—oo

Solutie. Sa observam ca oricare ar fi € > 0 avem
|z, — c| =|c—¢c| =0 < e, oricare ar fi numarul natural n.

Prin urmare pentru fiecare numar real € > 0, exista un numar natural n. = 1
cu proprietatea ca

|zy, — | < e, oricare ar fi numarul natural n > n,
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si deci, In baza teoremei de caracterizare cu € a limitei finite girul constant
(c) converge catre c. m
Din teorema 1.4.1 deducem imediat urmatoarea afirmatie:

Teorema 1.4.3 Fie (v,), oy, un sir de numere reale si x € R. Sirul (x,)
converge catre x dacd si numai dacd sirul (v, — ), oy converge catre 0. O

In formalismul matematic acceptat, teorema anterioara o putem suma-
riza astfel
lim z, =2 <= lim (z,—z)=0.
n—oo n—oo
Tinand seama de modul cum au fost definite vecinatatile lui +oo si —oo,
se poate demonstra urmatoarea teorema de caracterizare a limitelor +oo si
—00.

Teorema 1.4.4 (teorema de caracterizare cu € a limitelor +00 §i —o0) Fie
(Tn)pen,, un sir de numere reale.

19 Sirul (z,) are limita +oo dacd si numai dacd oricare ar fi numdrul
real € > 0 existd un numdr natural ne > m astfel incat este satisfacuta
inegalitatea:

Tp > €, oricare ar fi numdrul natural n > n..

20 Sirul (x,,) are limita —oo dacd si numai dacd oricare ar fi numdrul
real € > 0 exista un numdr natural ne > m astfel incat este satisfacuta
inegalitatea:

T, < —&, oricare ar fi numarul natural n > n..

Demonstratie. 19 Necesitatea. Presupunem ci sirul (z,,) are limita +oo
si fie € > 0. Deoarece multimea V' =|e, +00] este vecinatate a lui 400, iar
sirul (z,) are limita 400, rezulta ca exista un numar natural ny > m astfel
incat x,, € V, oricare ar fi numarul natural n > ny. Intrucat relatia x, € V
este adevarata daca si numai daca x, > €, obtinem ca pentru fiecare € > 0,
exista un numaér natural n. := ny astfel incat oricare ar fi numarul natural
n > Ne avem I, > €.

Suficienta. Fie V o vecinatate a lui +o0o; atunci exista un numar real
r > 0 astfel incat |r,+00] C V. Alegem ¢ := r. In baza ipotezei, va exista
un numar natural n. > m cu proprietatea ca oricare ar fi numarul natural
n > ng avem x, > . Deoarece x,, > € = r este echivalent cu xz, €|r, 400
si deoarece |r,+oo] C V, rezulta ca x, € V, oricare ar fi numarul natural
n > ny = ne. Prin urmare sirul (z,) are limita 4o0.

Afirmatia 2° se demonstreazi analog. m
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5. Operatii cu siruri convergente

In cele ce urmeazd vom stabili legatura dintre operatiile uzuale ce se
efectueaza cu giruri (adunarea girurilor, inmultirea cu scalari a sirurilor,
inmultirea girurilor etc.) si limitele acestora. Vom vedea ca limita ” comuta”
cu aceste operatii.

Lema 1.5.1 1° Dacd (zn),cn i (Yn)ney Sunt siruri convergente catre 0,
atunci girul suma (Zn + Yn),cn €ste convergent catre 0.

20 Dacd (Tn),eny €ste un sir convergent catre 0 si a este un numdr real,
atunci sirul (axy), .y este convergent catre 0.

3% Daca (Tn)pen $1 (Yn)pen Sunt siruri convergente catre 0 si a §i b sunt
doua numere reale, atunci girul (axy, + by,),cn este convergent catre 0.

49 Dacd (Tn)pen 80 (Yn)pen SUnt siruri convergente cdtre 0, atunci sirul
(TnYn)pen este convergent catre 0.

5° Daca (Tn),en este un sir convergent catre 0 §i (Yn),cn este un sir
mdrginit, atunci sirul (Tpyn),cy este convergent catre 0.

Demonstratie. 1° Folosim teorema de caracterizare cu e a limitei finite.
Fie ¢ > 0. Din faptul ca sirul (x,) converge citre 0 deducem ca exista un
numar natural n. astfel incat

€ . v
|z, < 5 oricare ar fi numarul natural n > n’.

Analog, din faptul ca sirul (y,) converge catre 0, deducem ca exista un
numar natural n!/ astfel incat

e . y
lyn| < 5 oricare ar fi numarul natural n > n!.

Atunci pentru orice numar natural n > max{n., n”} avem
€

€ .

[zn| < 5 8

si deci
-0 < T
[(Zn + yn) 515

Asadar, pentru fiecare numar real € > 0 existd un numar natural n. cu
proprietatea ca pentru orice numar natural n > n. avem |(z, + y,) — 0| < ¢,
ceea ce Inseamna ca sirul (z, + y,) converge catre 0.

20 Folosim teorema de caracterizare cu € a limitei finite. Fie ¢ > 0. Din
faptul ca girul (z,) converge catre 0 deducem ca exista un numar natural n.
astfel incat

|z | < oricare ar fi numarul natural n > n..

_c
la|] +1°
Atunci

lal

me < g, oricare ar fi numéarul natural n > n..
a

|awn| = |af |n| <
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Prin urmare, pentru fiecare numar real € > ( exista un numar natural n.
cu proprietatea ca pentru orice numar natural n > n. avem |ax, — 0| < ¢,
ceea ce Inseamna ca sirul (ax,) converge catre 0.

Afirmatia 3° urmeaza imediat din afirmatiile 1° si 29.

49 Folosim teorema de caracterizare cu € a limitei finite. Fie ¢ > 0. Din
faptul ca girul (x,) converge catre 0 deducem ca existd un numar natural n.
astfel Incat

. v /
|z,,| < V/2, oricare ar fi numéarul natural n > n’..

Analog, din faptul ca (y,,) converge catre 0, deducem ca exista un numar
natural n! astfel incat

. v "
lyn| < V€, oricare ar fi numérul natural n > n!.

Atunci pentru orice numar natural n > max{n., n”} avem

zn| < Ve st yal <V,
si deci
|Znyn — O] = |zn| - |yn] < \/g \/g: €.

Asadar, pentru fiecare numar real ¢ > 0 existd un numar natural n. cu
proprietatea cd pentru orice numar natural n > n. avem |z,y, — 0| < ¢,
ceea ce Inseamna ca sirul (x,y,) converge catre 0.

5° Din faptul c& sirul (y,) este marginit deducem ca existd un numar
real M > 0 cu proprietatea ca

|yn| < M, oricare ar fi numarul natural n.

Folosim teorema de caracterizare cu € a limitei finite. Fie € > 0. Din faptul
ca girul (z,,) converge catre 0 deducem ca exista un numar natural n. astfel
incat .

|xn| < =, oricare ar fi numarul natural n > n..

M’
Atunci pentru orice numéar natural n > n., avem
€
‘mnyn _0’ = ’xn| : ‘yn’ < M M =e.

Agadar, pentru fiecare numar real ¢ > 0 existd un numar natural n. cu
proprietatea cd pentru orice numar natural n > n. avem |z,y, — 0| < ¢,
ceea ce Inseamna ca sirul (z,y,) converge catre 0. m

Teorema 1.5.2 Daca sirurile (xn)neN §i (Yn)nen sunt convergente, atunci
sirul sumd (Tn + Yn) ey €Ste convergent si

lim (z, +yn) = (nh_glo a:n> + < lim yn> )

n—oo n—oo

(Limita sumei este egald cu suma limitelor.)

Demonstratie. Fie z € R limita girului (z,), y € R limita sirului (y,),
(@n),en sirul cu termenul general

an = |z, — x|, (n €N)
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§i (bn),en sirul cu termenul general
bn = |yn —yl, (R €N).
Urmeaza ca sirurile (ay,) si (b,) sunt convergente si
lim a,=0 si lim b, =0.
n—oo n—o0

Pe de alta parte, pentru fiecare numar natural n, avem
[(@n +yn) = (@ + )| = (@0 —2) + (Yn = Y)| < 20 — 2| + [0 —y| =
= an + by.
Conform lemei 1.5.1, avem ca sirul (a, + by), oy €ste convergent si

lim (a, +by) =0.

n—oo

In baza criteriului de existenta a limitei finite, deducem ca sirul suma
(zn, + yn) este convergent si

lim (z, +yn) =z +y.
n—oo
Teorema este demonstrata. m

Teorema 1.5.3 Dacd sirul (xy),cy este convergent si ¢ este un numdr
real, atunci sirul (cxy), oy este convergent si

lim (czp)=c- ( lim xn) .
n—oo n—oo
Demonstratie. Fie x € R limita sirului (z,) si (an),cy sirul cu termenul
general a,, = |z, — x|, (n € N). Pentru fiecare numar natural n, avem
lcxy, — cx| = || |z — x| = || - ap,
si atunci, conform lemei 1.5.1, avem ca sirul (|c| ay), o este convergent si
Jim (|ef - an) = 0.

In baza criteriului de existenta a limitei finite, deducem ca sirul (cz,,) este
convergent si  lim (cz,) = cx. Teorema este demonstrata. m
n—oo

Teorema 1.5.4 Daca sirurile (xn)neN §i (Yn)nen sunt convergente, atunci
sirul produs (TnYn),cn €ste convergent si

lim (zpyn) = ( lim xn) . ( lim yn> )

n—o0 n—oo n—o0

(Limita produsului este egald cu produsul limitelor.)

Demonstratie. Fie 2 € R limita sirului (x,), y € R limita girului (y,),
(@n)pen sirul cu termenul general

an:|$n_$‘,(n€N)
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si (by) sirul cu termenul general
bn = |yn —yl, (n €N).
Urmeaza ca sirurile (a,) si (b,) sunt convergente si
lima,=0 g limb, =0.
n—oo n—oo

Sirul (y,,) filnd convergent este marginit; prin urmare exista un numar real
M > 0 astfel incat sa avem

|yn| < M, oricare ar fi numarul natural n.

Atunci, pentru fiecare numéar natural n, avem

|(Znyn) — (xy)| = |Tnyn — 2yn + 2yn — 2y < (@0 — ) yn + 2 (yn — y)| <
= |zn — 2| |yn| + 2| |yn — y| < M |zn — 2| + |2]|yn —y| <
< May, + |z| by,.

Conform lemei 1.5.1, avem ca sirul (May, + |z| by, ), oy este convergent si

lim (May, + |z|b,) = 0.
n—oo

In baza criteriului de existenta a limitei finite, deducem ca sirul (z,y,) este
convergent si

lim (zpyn) = zy.
n—oo

Teorema este demonstrata.m

Teorema 1.5.5 Fie (25 )nen §i (Yn) ey doud siruri de numere reale. Daca:
(1)  sirurile (z,,) $i (yn) sunt convergente;
(0)  Tim -y, # 0,

(7i1) yn # 0, oricare ar fi numarul natural n,

atunct sirul | — este convergent $i
Yn / neN
lim z,
. Tn n—00
lim —=—-"——.
I
n—oo

(Limita catului este egald cu catul limitelor.)

Demonstratie. Demonstratia este similara teoremelor anterioare. m
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6. Operatii cu siruri care au limita. Nedeterminari

Daca in cazul girurilor convergente operatia aritmetica asupra sirurilor
”comutd” cu limita (limita sumei este egala cu suma limitelor, limita produ-
sului este egala cu produsul limitelor etc.), in cazul girurilor care au limita
aceasta proprietate nu are loc in general. In paragraful de fatad se analizeaza

N

conditiile in care operatiile aritmetice ”comuta” cu limita.
Teorema 1.6.1 Fie (v,),cy §¢ (Yn),en Siruri de numere reale care au
limita.
19 Daca
limz, € R ¢ lim y, = +oo,
n— o0 n—oo
atunci sirul (Tn 4 Yn), ey ore limitd i

lim (z, + yn) = +00.
n—oo

20 Dacd
limz, e R ¢ lim y, = —o0,
n—oo n—oo
atunci sirul (Tn 4 Yn), ey ore limitd i

lim (z, + yn) = —00.
n—oo

3° Daca
lim x, = 400 $¢ lim y, = +o0,
n—o0 n—oo
atunci girul (Tn + Yn),ey are limitd si

lim (zy, + yn) = +00.
n—oo

49 Dacd

lim z, = —c0 st lim y, = —o0,
atunci sirul (Tn 4 Yn), ey ore limitd si

lim (z, + yp) = —00.
n—oo

Demonstratie. Folosim teorema de caracterizare cu ¢ a limitei infinite
(teorema 1.4.4). Fie x = lim x, iy = lim y,.
n—oo n—oo

19 Fie ¢ > 0. Din faptul c# sirul (z,,) converge citre z € R, deducem c
existd un numar natural n. astfel incat

|z, — x| < €, oricare ar fi num&rul natural n > n.,
sau echivalent

T —¢& <z, <z+e¢, oricare ar fi numarul natural n > n..
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Deoarece y = 400 este limita girului (y,), existd un numar natural n/”
astfel incat

Yn > 2¢ — x, oricare ar fi numarul natural n > n..
Atunci, pentru orice numar natural n > n, := max{n’e, ng}, avem
Tnt+yn>(x—¢c)+(2e—x) =c.

Asadar, pentru fiecare numar real € > 0 existd un numar natural n. astfel
incat
Typ + Yyp > €, oricare ar fi numarul natural n > n.,

ceea ce ne spune ca sirul (z, + y,) are limita +oo.
20 Fie ¢ > 0. Din faptul c& sirul (z,,) converge citre = € R, deducem c&
existd un numar natural n. astfel incat

. 9 /!
|z, — x| < &, oricare ar fi numarul natural n > n/,
sau echivalent
. v /
x —e < x, <x+e¢, oricare ar fi numarul natural n > n;.

Deoarece y = —oo este limita girului (y,), existd un numar natural n”
astfel incat

yn < —x — 2¢, oricare ar fi numarul natural n > n”.
Atunci, pentru orice numar natural n > n. := max{n’., n”}, avem
Tn+yYn < (x+e)+ (-2 —12) = —c.
Asadar, pentru fiecare numar real € > 0 exista un numar natural n. astfel
incat
Ty + yn < —¢, oricare ar fi numarul natural n > n.,

ceea ce ne spune ca sirul (x, + y,) are limita —oo.
3° Fie e > 0. Din faptul ca sirul (z,) are limita +oo0, deducem ci exista
un numar natural n astfel incat

£ . . p
Ty > o oricare ar fi numarul natural n > n_.

Deoarece y = 400 este limita sirului (y,), existd un numar natural n”

astfel Incat

€ : ¥ "
Yn > 2 oricare ar fi numarul natural n > n;.

Atunci, pentru orice numar natural n > max{n., n”}, avem

e €
:L‘n+yn>§+§—€.
Prin urmare sirul (z,, + y,) are limita +oo.
49 Fie ¢ > 0. Din faptul ci sirul (z,,) are limita —oo, deducem c& exista
un numar natural n. astfel incat

€ . 9 ,
Ty < 3 oricare ar fi numarul natural n > n_.
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Deoarece y = —oo este limita sgirului (y,), existd un numar natural n/”
astfel incat

€ . . "
UYn < 5 oricare ar fi numarul natural n > n;.
Atunci, pentru orice numar natural n > max{n., n’}, avem

Tp +Yn < — - = —¢.

2 2
Prin urmare sirul (x,, + y,) are limita —oo. Teorema este demonstrata. m

Observatia 1.6.2 Am aratat ca, pentru doua siruri convergente ” limita
sumei este egald cu suma limitelor”. Pentru ca afirmatia ” limita sumei este
egald cu suma limitelor” sa fie adevarata si in cazul a doua giruri care au
limita, s-au adoptat conventiile:

19 2 + (+00) = +oo0, oricare ar fi x € R;
20 2+ (—o0) = —o0, oricare ar fi ¥ € R;
3% (+00) + (+00) = +00;
40 (—00) + (—00) = —o0.

Nu se atribuie nici un sens pentru (4+00)+(—00) , considerat caz exceptat
la adunarea in R. ¢

Observatia 1.6.3 Ori de cate ori avem de calculat limita unui sir de forma
(Tn + Yn)pens unde (2,,),,c este un sir cu limita +00 §i (yn),,c este un sir cu
limita —oo, nu putem afirma nimic relativ la limita sirului (x,, + y,,) . Uneori
sirul suma (x,, + y,) are limita, alteori nu are limita. Printre altele, putem
arita ci, oricare ar fi z € R, existd un sir (z,,) cu limita +o0 si un sir (y,)
cu limita —oo astfel incat sirul suma (z, + y,) sa aiba limita . De aceea se
spune ca suma 400 + (—o0) nu are sens sau ca operatia +00 + (—o0) nu
este definitd. Acest caz exceptat se numeste ”cazul de nedeterminare
oo —o0”. Existenta sau neexistenta limitei in cazul de nedeterminare co — oo
se stabileste tinand seama de expresia concreta a termenilor girurilor (z,,) si

Teorema relativa la limita sumei a doua siruri convergente, impreuna
cu teorema relativa la limita sumei a doua siruri care au limita, ne permit
formularea urméatoarei teoreme unitare relativa la limita sumei a doua giruri
care au limita.

Teorema 1.6.4 Fie (xy)neN $1 (Yn)nen siruri care au limita. Dacd suma

< lim xn> + ( lim yn>
n—o0 n—o0
are sens (este definitd) in R, atunci sirul (2, + Yn)nen are limitd i

im (o ) = (Jfim, o) + (fim, o).

n—00

(Limita sumei este egald cu suma limitelor.) ¢
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Teorema 1.6.5 Fie ¢ un numar real §i (Tn),cy un sir care are limita
infinitd.
19 Daca

lim z, = +o0,
n—oo

atunci girul (cxy,), oy are limita gi

400, daca ¢> 0

lim (cq;n) = 0, daca ¢c=0
n—oo o
—00, daca c < 0.
20 Daca
lim z,, = —o0,
n—oo
atunci sirul (cxy), oy are limitd i
—00, daca c¢> 0
lim (cz,)=4¢ 0, daca ¢=0

n—oo

400, daca ¢ < 0.

Demonstratie. 1° Folosim teorema de caracterizare cu e.
Cazul ¢ > 0. Fie € > 0. Din faptul ca 400 este limita sirului (z,) , exista
un numar natural n. astfel incat

€ ) .
T, > —, oricare ar fi numarul natural n > n..
c

Atunci
cxy > €, oricare ar fi numarul natural n > n..
Prin urmare sirul (cz,) are limita +oo.
Cazul ¢ = 0. Sirul (cx,) este sirul constant (0), care are limita 0.

Cazul ¢ < 0. Fie € > 0. Din faptul ca 400 este limita sirului (z,) , exista
un numar natural n. astfel incat

€ ) .
T, > —, oricare ar fi numéarul natural n > n..
—c

Atunci

cxy < —e, oricare ar i numarul natural n > n..

Prin urmare sirul (cz,) are limita —oo.
Afirmatia 2° se demonstreaza similar. m

Teorema 1.6.6 Fie (zp)neN $¢ (Yn)nen siruri de numere reale care au
limita.
1° Dacd

nlgngoxn e R\{0} & nlgl;oyn = +00,
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atunci sirul (TpYn),cy are limitd si

400, daca lim x, >0
1. (:B ) . n—oo
oo \TnYn) = —00, dacd lim z, < 0.
n—o0
20 Daca
nh_)rroloscn e R\{0} & nh_)rgoyn = —00,

atunci sirul (TpYn),cy are limitd si

—00, daca lim x, >0
lim (zpyn) = e
nJgn,;) — v .
n—00 00, daca lim x, < 0.
n—oo

3% Dacd
lim z, = 400 s lim y, = +oo,
atunci girul (TpYn),cn are limitd si

lim (z,y,) = +oo.
n—oo
4% Daca

lim x, = —c0 ¢t lim y, = —o0,
n—oo n—oQ

atunci sirul (TpYn),cy are limitd si

nh_{rolo (Tnyn) = +00.
5% Dacd

lim z, = 400 ¢t lim y, = —o0,
n—o0 n—oo

atunci sirul (Tpin),cy are limitd si

lim (zpyn) = —o0.
n—oo

Demonstratie. Folosim teorema de caracterizare cu ¢ a limitei infinite. Fie

r= lim z, ¢iy= lim y,.
n—oo n—oo

19 Cazul * > 0. Fie ¢ > 0. Din faptul ci sirul (z,,) converge citre
x €]0, +00[, deducem c& existd un numar natural n. astfel incat

T . . ,
Ty > 5 oricare ar fi numarul natural n > n_.

Deoarece y = 400 este limita girului (y,), existd un numar natural n”
astfel Incat

8 . v 1
yn > —, oricare ar fi numarul natural n > n;.
x

Atunci, pentru orice numar natural n > max{n., n’}, avem

> () (%) ¢
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Prin urmare sirul (z,y,) are limita 4oo.
Cazul © < 0. Fie ¢ > 0. Din faptul ca sirul (x,) converge catre x €
] — 00,0[, deducem ca exista un numar natural n. astfel incat

x . v
Tp < 5> oricare ar fi numarul natural n > n’.

Deoarece y = 400 este limita sirului (y,), existd un numar natural n”
astfel Incat

2¢e . o "
Yyn > ——, oricare ar fi numarul natural n > n_.
T

Atunci, pentru orice numar natural n > max{n., n’}, avem

e (3)-(2) -

Prin urmare sirul (z,y,) are limita —oo.

20 Se demonstreaza similar cazului 1°.

3% Fie ¢ > 0. Din faptul c& sirul (z,,) are limita +oo, deducem ca existi
un numar natural n. astfel incat

. v !
xTpn > /€, oricare ar fi numarul natural n > n_.

Deoarece y = 400 este limita girului (y,), existd un numar natural n”
astfel Incat

Yn > /€, oricare ar fi numirul natural n > n”.
Atunci, pentru orice numar natural n > max{n’g, n’s’ }, avem
2
TnYn > (\@) =e£.
Prin urmare sirul (z,y,) are limita +oo.

49 Fie ¢ > 0. Din faptul ca sirul (z,,) are limita —oo, deducem c& exista
un numar natural n. astfel incat

. v /
T, < —/e, oricare ar fi numarul natural n > n..

Deoarece y = —oo este limita girului (y,), existd un numar natural n”
astfel incat

. v "
Yn < —v/€, oricare ar fi numarul natural n > n_.
Atunci, pentru orice numar natural n > max{n’., n”}, avem
2
Tnyn > (VE) =e.
Prin urmare sirul (z,y,) are limita +oo.

5° Fie ¢ > 0. Din faptul c& sirul (x,,) are limita 400, deducem c& exista
un numar natural n. astfel incat

. v !
xpn > V€, oricare ar fi numarul natural n > n_.

Deoarece y = —oo este limita sgirului (y,), existd un numar natural n”
astfel Incat

. ) "
Yn < —V/€, oricare ar fi numérul natural n > ng.
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Atunci, pentru orice numar natural n > max{n., n’}, avem

Tnln < — (\/5)2 = —¢.

Prin urmare sirul (z,y,) are limita —oco. Teorema este demonstrata. m

Observatia 1.6.7 Am aratat cd, pentru doua siruri convergente ” limita
produsului este egald cu produsul limitelor”. Pentru ca afirmatia ” limita
produsului este egald cu produsul limitelor” sa fie adevarata si in cazul a
doua giruri care au limita, s-au adoptat conventiile:

00, daca = >0

0 .. _
17 2 (400) {—oo, daca x <0; ’ TER,

o —00, daca = >0
2z (-00) = 400, daca x < 0; » TER,

3% (400) - (+00) = +o0,

£ (~o00) - (~00) = +oo,

57 (+00) - (—00) = —00;  (—00) - (+00) = —c0.

Nu se atribuie nici un sens pentru 0 - (+00) si 0 - (—oc), considerate
cazuri exceptate la inmultirea in R. ¢

Observatia 1.6.8 Ori de cate ori avem de calculat limita unui sir de forma
(Tn¥Yn)pen, unde (2,), oy este un sir cu limita 0 si (yn),cn este un sir cu
limita 400 (respectiv —oo), nu putem afirma nimic relativ la limita girului
(nyn) - Uneori sirul produs (x,y,) are limita, alteori nu are limita. Printre
altele, putem arita ci, oricare ar fi x € R, existd un sir (z,,) cu limita 0 si
un sir (y,) cu limita +o0o (respectiv —oo) astfel incat sirul produs (z,y,) sa
aiba limita z. De aceea se spune ca produsele 0 - (+00) si 0 - (—o0) nu au
sens sau ci operatiile 0- (400) si 0- (—o0) nu sunt definite. Aceste cazuri
exceptate formeaza asa numitul ”caz de nedeterminare 0-co0”. Existenta
sau neexistenta limitei in cazul de nedeterminare 0 - oo se stabileste tindnd
seama de expresia concretd a termenilor sirurilor (x,) si (y,). O

Afirmatia urméatoare se refera la limita catului.
Teorema 1.6.9 Fie (xy,),cy §1 (Yn)pen Siruri de numere reale care au

limita astfel incat
yn # 0, oricare ar fi n € N.

19 Dacd
limz, € R ¢ lim y, = +oo,
n— o0 n—oo
atunci sirul (x—”) are limitd si
Yn / neN
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29 Daca

limz, € R ¢ lim y, = —o0,
n—oo n—oo

atunci girul (z—") N e limita si
ne

lim (xn) =0.
n—oo yﬂ,

3% Daca
lim z, = +oo0 g lim y, € R\{0},
n—oo n—oo
atunci sirul (””—”) are limitd si
Yn / neN
~+00, daca lim y, >0
. Tn n—oo
lim | — )= ¢
n—00 <yn> —00, daca T}Lrlgoyn < 0.
4% Dacd
ahtn =700 8 I ym € RMOM,
atunci sirul (x—"> are limitd si
Yn ) neN
—00, daca lim y, >0
. Tn n—o0o
lim () = ¢ o
n—oo \ Yp ~+00, daca nh_}ngoyn < 0.

Demonstratie. Folosim teorema de caracterizare cu € a limitei. Fie x =
Jng, sy = Jim o

19 Fie e > 0. Sirul (z,,) fiind convergent este mirginit; prin urmare exist
M > 0 astfel incat

|zn| < M, oricare ar fi n € N.

Deoarece y = +oo este limita sirului (y,), exista un numar natural n.
astfel incat
M

Yn > —, oricare ar fi numarul natural n > n..
€

Atunci, pentru orice numéar natural n > n., avem
|zn|  Me

_ = — << =
Prin urmare, pentru orice € > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea
ca

Tn

In_p
Yn

In consecinta sirul (x,,/y,) are limita 0.
20 se demonstreaza similar.

‘ < g, oricare ar fi numarul natural n > n..
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3% Presupunem y > 0 si fie € > 0. Deoarece = +00 este limita sirului
(xy), existd un numar natural n. astfel incat

T, > (y+€), oricare ar fi numarul natural n > n..

Pe de altd parte, y fiind limita sirului (y,) existd un numér natural n”
cu proprietatea ca

lyn — y| < €, oricare ar fi numarul natural n > n/,
sau echivalent
y—¢e <y, <y-+e, oricare ar fi numéarul natural n > n’.
Atunci, pentru orice numar natural n > n. := max{n.,n”}, avem
Tn ey +e
o Elyte)
Yn y+e

Prin urmare, pentru orice € > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea
ca

xn . v
— > ¢, oricare ar fi numéarul natural n > n..
Yn

In consecinta sirul (z,/y,) are limita +oo.
49 se demonstreaza similar. m

Observatia 1.6.10 Am aratat ca, pentru doua siruri convergente ” limita
catului, daca numitorul nu are limita zero, este egald cu catul limitelor”.
Pentru ca afirmatia ” limita catului, dacd numitorul nu are limita zero, este
egald cu catul limitelor” sa fie adevarata si In cazul a doud sgiruri care au
limita, s-au adoptat conventiile:

T x .
19 —— = -~ =0, oricare ar fi x € R.
+oo —00

20 too 400, daca = >0 e R

z ]| —oo, daca = <0; ’ ’
—00 daca = >0

30 = = ’ ) z €R.

T 00, daca x <0; ’

Nu se atribuie nici un sens pentru
400 400 —00 —00

x eR
Z cuz
0 " 400 —o00’ 400’ —o0’

considerate cazuri exceptate la impartirea in R. ¢

Observatia 1.6.11 Ori de céte ori avem de calculat limita unui sir de forma

Yn
un sir cu limita 400 (sau —oo), nu putem afirma nimic relativ la limita

<I—”>HEN, unde (z,,),,cy este un sir cu limita 400 (sau —00) si (Yn),cy este

sirului <z—z) . Uneori girul cat (z—z) are limita, alteori nu are limita. Printre

altele, putem arata ca oricare ar fi € [0, 4+00], exista un sir (z,) cu limita
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+o0 si un sir (y,) cu limita 400, astfel incat girul cat (z—:) s& aiba limita
x. De aceea se spune ca operatiile

400 —0o0 400 . —©

+o0

nu au sens sau ca nu sunt definite. Aceste cazuri exceptate formeaza aga

numitul "caz de nedeterminare 3-”. Existenta sau neexistenta limitei in

cazul de nedeterminare 3: se stabilegte tinand seama de expresia concreta a
termenilor sirurilor (z,,) si (yn). O

) M §1 )
+o00’ —00 +o0

Observatia 1.6.12 Ori de cate ori avem de calculat limita unui gir de

forma (Z—Z)neN, unde (2y,),cy este un sir cu limita 0 si (yn),cy este un sir

cu limita 0, nu putem afirma nimic relativ la limita girului (Z—”) . Uneori

sirul cat (%) are limita, alteori nu are limita. Printre altele, putem arata

ci, oricare ar fi € R, exista un sir (x,,) cu limita 0 si un sir (y,) cu limita

Tn

0, astfel incat girul cat sa aiba limita x. De aceea se spune ca operatia

%, nu are sens sau ca nu este definita. Acest caz exceptat formeaza asa
numitul "caz de nedeterminare §”. Existenta sau neexistenta limitei in

cazul de nedeterminare % se stabilegte tinand seama de expresia concreta a

termenilor sirurilor (z,,) si (yn). O

Teoremele relative la limita produsului si limita catului a doua siruri
care au limita, ne permit formularea urmatoarei teoreme unitare relativa la
limita catului a doua siruri care au limita.

Teorema 1.6.13 Fie (2y)nen §0 (Yn)nen siruri de numere reale care au
limita. Daca y, # 0, oricare ar fi numdarul natural n, si dacd raportul

lim =z,
n—oo

lim y,
n—o0

are sens (este definit) in R, atunci sirul (z—:)neN are limitd si

lim z,
. In n—o00
lim — = —"~—.
n—00 Yy, lim y,
n—oo

(Limita raportului este egala cu raportul limitelor.) ¢

Teorema 1.6.14 Fie (:L’n)neN §t (yn)neN siruri de numere reale care au
limita astfel incat
yn # 0, oricare ar fin € N.
1° Daca

lim z, = 400 ¢t lim y, =0,
n—o0 n—oo
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$1
Yn > 0, oricare ar fin € N,
atunci sirul (mi) are limitd st
Yn / neN
x
lim == =400
n—oo yTL
20 Dacd
lim x, = 400 ¢t lim gy, =0,
n—0o0 n—oo
St

yYn < 0, oricare ar fin € N,

atunci sirul (ﬂ> are limitd si
neN

Yn
. Tn
lim — = —o0.
n—0oo Yp
3% Dacd
lim z, = —c0 g1 lim y, =0,
n—oo n—o0

$1
Yn > 0, oricare ar fin € N,

atunci sirul (m—") are limitd si
neN

Yn
. Tn
lim — = —00
n—oo yn
49 Daca
lim x, = —c0 ¢t lim y, =0,
n—o0 n—oo
$1
Yn < 0, oricare ar fin € N,
atunci sirul (M) are limitd si
Yn / neN
.
lim == = 4oc0.
n—oo yn

Demonstratie. 1° Fie ¢ > 0. Deoarece © = +00 este limita sirului ()
existd un numar natural n. astfel incat

x, > &2, oricare ar fi numarul natural n > n’.

Pe de alta parte, din faptul ca y = 0 este limita sirului (y,) exista un numar
natural n! cu proprietatea ca

: N "
|yn — 0] < €, oricare ar fi numarul natural n > n_,

sau echivalent
1

. v "
— > —, oricare ar fi numarul natural n > nZ,
Yn €

deoarece y, > 0, oricare ar fi numarul natural n.
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Atunci, pentru orice numér natural n > n. := max{n’a, n’a’ }, avem

Ty €
— > — =¢.
Yn 3
Prin urmare, pentru orice £ > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea
ca
In . o
— > ¢, oricare ar fi numéarul natural n > n..
Yn

In consecinti sirul (z,,/yy,) are limita +oo.
Celelalte afirmatii se demonstreaza similar. m

Observatia 1.6.15 In cazul cand sirul (Un)pen are limita 0, iar girul
(Tn),en are limita z € R\ {0}, atunci avem

Tn

Yn
Trebuie observat ca este posibil ca sirul (z,,/y,) sa nu aiba limita. ¢
Daca (27),cn $1 (Un)pen sunt siruri, cu z,, > 0, oricare ar fi numarul

natural n, atunci relativ la limita sirului ((z,)""), oy, avem urmitoarea

teorema:

lim
n—00

= +00.

Teorema 1.6.16 Fie (Tn),cn §1 (Yn)pen SiTuri convergente, cu xn, > 0,
oricare ar fi numarul natural n.
19 Dacd

limz, >0 gi limy, #0,
n—oo n— o0
atunci girul ((xz,)"") are limitd gi

lim yn
lim (x,)"" = (hm xn> nee
n—oo n—oo

20 Daca
limzx, =0 s limy, >0,
atunci sirul ((x,)"™) are limita si

lim (z,)% =0.

n—o0
Demonstratie. 1° Fie 2 := lim x, > 0 si y := lim y,, # 0. Pentru fiecare
n—oo n—oo

n € N, avem

()" =exp (Inz¥") = exp (yp Inzy,) .
Din faptul ca sirul (z,,) converge catre x si (y,) converge catre y, deducem
ca exista

lim lnz, =Inz si lim (y,lnz,)=ylnz.
n—oo n—oo

Asadar exista
lim exp (ynInz,) =exp (yInz) = ¥
n—oo
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si deci

lim (z,)’" = lim exp (y,Inz,) = 2Y.
n—oo n—o0

Afirmatia 2° se demonstreazi similar. m

Observatia 1.6.17 Daca lim =z, = 0 si lim y, = 0, atunci despre
n—oo n—oo

sirul ((x,)”") nu putem afirma nimic, relativ la existenta sau neexistenta
limitei. Uneori sirul ((z,,)?") are limit&, alteori nu are limita. Putem arita
ca, oricare ar fi x € [0, +00], exista doua siruri (z,) si (yn), ambele cu limita
0, astfel incat girul ((z,,)Y") s& aiba limita z. De aceea se spune ca operatia
0°, nu are sens sau ca nu este definitad. Acest caz exceptat formeazi asa
numitul "caz de nedeterminare 0°7. Existenta sau neexistenta limitei in
cazul de nedeterminare 0° se stabileste tinand seama de expresia concreti a
termenilor sirurilor (z,,) si (yn). ¢

Observatia 1.6.18 Daca lim =z, = +oco si lim y, = 0, atunci despre
n—oo n—oo

sirul ((z,)”") nu putem afirma nimic, relativ la existenta sau neexistenta
limitei. Uneori girul ((z,,)%") are limita, alteori nu are limitd. Putem arita
ca, oricare ar fi x € [0,+00], exista un sir (z,) cu limita +oco §i un sir
(yn) cu limita 0, astfel incat sirul ((z,,)Y") s& aiba limita x. De aceea se
spune ca operatia (+oo)0, nu are sens sau ca nu este definita. Acest caz
exceptat formeazi aga numitul "caz de nedeterminare oo?”. Existenta
sau neexistenta limitei in cazul de nedeterminare co® se stabileste tinand
seama de expresia concreta a termenilor sirurilor (x,) si (y,). O

Observatia 1.6.19 Daca lim z, = 1§ lim y, = 400 (sau — c0),
n—oo n—oo

atunci despre sirul ((z,,)”") nu putem afirma nimic, relativ la existenta sau
neexistenta limitei. Uneori girul ((z,)%") are limita, alteori nu are limita.
Putem arata ca, oricare ar fi x € [0, +-00], putem gasi un sir (z,,) cu limita 1 si
un sir (y,,) cu limita +00 (31 — 00), astfel incat sirul ((z,,)?") sa aiba limita .
De aceea se spune ci operatia 17°°, nu are sens sau ci nu este definiti.
Acest caz exceptat formeaza asa numitul ”caz de nedeterminare 1°°”.
Existenta sau neexistenta limitei in cazul de nedeterminare 1°° se stabilegte
tinand seama de expresia concreta a termenilor girurilor (z,,) si (yn) -

Observatia 1.6.20 Daca lim z, =0si lim ¥y, = 400, atunci
n—oo n—oo

lim (z,)"" =0.0

n—oo

Observatia 1.6.21 Daca lim z, = +oco si lim y, €]0, 400, atunci
n—oo n—o0

lim (z,)"" = 4o00. ¢
n—oo
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Observatia 1.6.22 Daca lim z, = +oco si lim y, € [—00,0], atunci

lim (z,)"" =0.0

n—oo

Observatiile anterioare ne permit sa scriem simbolic:

19 00> = 00; 00™>® = 0;

20 eroo_{—H)O, daca z eR, z>1,
0, daca z€R, 0<z<1

0 0, daca z€eR, x>1,

3w :{—l—oo, daca ze€R, 0<z<1

40 0+oo:;

400, daca z €R, x>0,
50 o0o® =
0, daca z e R, x<0.

Nu se atribuie nici un sens pentru 1%°; oc’; 0°, considerate cazuri

exceptat la ridicare la putere in R.

7. Eliminarea unor nedeterminari

Vom incepe cu doua exemple simple:

Exemplul 1.7.1 Avem
lim (2n3 + 5n% — 7) = +400.

n—o0

Solutie. Intr-adevir, deoarece

2

lim n3 = 400, lim n? = +o0,
n—oo

n—oo
deducem ca

lim (2n%) =2+ lim n® = 2 (+00) = 400,
n—oo

n—oo
lim (5n%) =5+ lim n® = 5 (+00) = +oc.
n—oo n—o0

Folosind teorema relativa la limita sumei a doua siruri, deducem ca

. 3 2 T 3 . 2 . e
Jim (2n° +5n° = 7) = lim (2n )—l—HILIEO (5n)+r}grglo( 7) =

= (+00) + (+00) = 7= +00 — 7 = +00.

|

Constatdm cd, de fapt, pentru calculul limitei, am "inlocuit” pe n cu
+oo ("valoarea” catre care tinde n) si am efectuat calculele in R. Se spune
ca am calculat limita prin ” inlocuire directa”.

(S
1

Exemplul 1.7.2 Avem
2n3 +5n2 — 7
im ——————— = 2.
n—co n3 4 3n — 2



24 1. SIRURI SI SERII DE NUMERE REALE

Solutie. intr—adevér, procedand ca mai sus, prin inlocuire directa, obtinem
i 20 +5n° —7 _ (400) + (+00) =7 _ 400
n—oo m3 4+ 3n — 2 (+00) + (+00) =2 400’
care, aga cum am vazut, este o nedeterminare (cazul de nedeterminare 22).
Existenta sau neexistenta limitei in orice caz de nedeterminare se stabileste

tinand seama de expresia concreta a termenilor girurilor. Sa observam ca,
pentru fiecare numar natural n € N, avem

204502 -7 _nP(2+5-%) 242k
CEE T B (e
Intrucat
1 ) 1
lim —=0, lim — =0, lim — =0,
deducem ca
5 1 3 1
lim —=5-1lim —=5-0=0, lim —=3-lm —=3-0=0,
n—oo M n—oo M n—oo M n—oo N
lim —=7-1lim —=0, lim —=2-1lm — =0.
n—oo n3 n—o00 n3 n—o00 n3 n—o00 n3
Atunci
7 . . 5 1 7
L2tk Al 2T n T M 240-0
3 _2 Ty im S 2 1+0—=0
TR bl Lkl L
si deci
203 + 5n2 — 7 2+5- %
20T 2R,
n—soo M3 4+ 3n — 2 nooo 1 4 55 — -5
|

Dupa modelele de rezolvare a acestor doua limite, formulam urmatoarea
observatie:

Observatia 1.7.3 Atunci cand calculdm limita unui sir dat prin termenul
sau general, se recomanda parcurgerea urmatorilor pasi:

19 Se efectueaza ”inlocuirea directd” a lui n cu +oo (dupi o anumits
experienta de calcul de limite aceasta se face, de obicei, oral) obtinandu-se
o succesiune de operatii in R.

20 Daca toate operatiile obtinute au sens in R, atunci aceste operatii se
efectueaza gi limita este egala cu rezultatul operatiilor.

3% Daca prin ”inlocuirea directd” se obtine o nedeterminare, atunci se
efectueaza anumite ” artificii de calcul” care sa ” elimine nedeterminarea”,
adics toate operatiile care apar sa aiba sens in R. ¢

Metodele de eliminare a nedeterminarilor sunt variate; nu exista o me-
toda generala de eliminare a nedeterminarilor. Aceste metode depind de
expresia concreta a sirului a carui limita dorim sa o calculam.
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Prezentam, in continuare, cateva probleme, din a caror rezolvare se de-
duc cateva metode de eliminare a nedeterminarilor.

1. Una din metodele de eliminare a nedeterminarilor este metoda facto-
rului comun.

Exemplul 1.7.4 Sa se calculeze

lim (n* - 2n°+ 3n® — 5n).

n—oo

Solutie. Evident suntem in cazul de nedeterminare oo — 0o”. Pentru eli-
minarea nedeterminarii diam factor comun pe n*; obtinem ci
2 3 5
n* —2n% + 3n? — 5n =n* (1——1—2—3), oricare ar fi n € N.
n o n n
Urmeaza ca
2 3 5
lim (n4—2n3—|—3n2—5n) = lim n* (1—+—> =

n—00 n—00 n n2 n3

2
:(lim n4)~ lim (1——|—3—5>:(+oo)-1:—|—oo.

n—oo

2. O alta metoda de eliminare a nedeterminarilor este amplificarea cu
conjugata unei expresii irationale.

Exemplul 1.7.5 Sa se calculeze

7}1_)1{)10 (\/n—i- — \/ﬁ) )

Solutie. Inlocuirea directd ne conduce la nedeterminarea ” oo — oc”. Ampli-
ficam cu conjugata de ordinul doi; obtinem:
(Vn+1-+y/n) (Vn+1-/n) 1

Vntl-vn= Jntitn R ES N

oricare ar fi numarul natural n. Deoarece li_>m (\/n +1+ \/ﬁ) = 400, de-
n—oo

ducem ca

1 1
li +1-— = li = =
(Vo) = e eV T T

3. In cazul nedeterminarii 1°°, se recomanda sa se incerce organizarea
lui e (mai exact a unui ”"subsir” al girului (ey)).

Exemplul 1.7.6 Sa se calculeze

1 n
lim 14— .
n—00 n2—|—n—|—1
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Solutie. Suntem in cazul de nedeterminare 1°°; Incercam organizarea lui e.
Pentru fiecare numar natural n, avem

1 n 1 n24n+17] i1
1+ ———) =|{14+ —— .
( +n2+n+1> ( +n2+n+1>

Intrucat, pentru fiecare numar natural n, avem
1 n?4n+1
1+ ——— = €21 ntl
n2 4+ 1 n<+n-+1»

deducem ca

n2+n-+1 ¢

n—o0

1 n24n+1
lim (1 + >

Deoarece

. n
hm —_—_ =
n—ooo n2+n-+1

1 n24+n+17 wiintl
1+ ———— =
( n2+n+1>
lim

1 n’+n+1 n‘ﬁoo n2+n;1+1 0
1 = = 1.
( Tz +n+ 1> ¢
u

Problema rezolvata ne sugereaza urmatoarea intrebare: Daca avem un

)

obtinem ca

1 n
S (. L
n—00 n“+n-+1 n—00

= lim
n—oo

Tn
sir (x,) cu limita 400, atunci girul cu termenul general (1 + %) are
n
limita? Mai mult, este aceasta limita e?
Cu mici precautii, raspunsul la aceste doua intrebari este afirmativ.

Teorema 1.7.7 Fie (z,),cy un sir de numere reale. Dacd

(1.7.3) lim x, = +o0,

n—oo

1\
lim (1 + > =e.
n—o0 Tn

Teorema 1.7.8 Fie (zy,),cy un sir de numere reale. Daca

atunci

lim x, = —o0,
n—o0

1\
lim <1 + > =e.
n—00 Ty

atunci
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Demonstratie. Suntem in cazul de nedeterminare 1°°; incercam organiza-
rea lui e. Fie y,, = —z,,, oricare ar fi numarul natural n. Evident

lim g, = +o0
n—oo

si pentru fiecare numar natural n, avem

1\" 1\"]7!
() =051
Tn Yn
Urmeaza ca

1 Tn 1 Yn —1 1 Yn —1
lim (1+> ~ lim Kl_) ] :[nm <1_> ] _
n—00 Tn n—o00 Un n—o00 Un
1 —1
O
e
|

Din ultimele doua teoreme deducem urmatoarea afirmatie des folosita
in eliminarea nedeterminarii 1°°.

Teorema 1.7.9 Flie (v,),cy un sir de numere reale. Daca

lim x, =0,
n—oo

atunci
1
lim (14+z,)o =e. O

n—oo

0

Urmatorul rezultat permite eliminarea nedeterminarii  in calculul unor

limite.

Teorema 1.7.10 Fie (xy,), oy un sir de numere reale. Daca

lim z, =0,

n—oo
atunci:
In (1
U LGRS
n—o00 T
Tn __ 1
20 m & " -1 a, oricare ar fi numarul real a €]0, +oo[\{1}.
n— 00 T,
1 4—1
3% lim % = a, oricare ar fi numarul real a.
n—o00 T

Demonstratie. 1° Suntem in cazul de nedeterminare %. Avem
In (1
lim m = lim In(1 —1—3:”)1/“ =
n—oo xn n—oo

=In lim (1+ xn)l/"”" =lne=1.

n—00



28 1. SIRURI SI SERII DE NUMERE REALE

20 Suntem in cazul de nedeterminare %. Fie y, = a®™ — 1, oricare ar fi

numarul natural n. Atunci
In (1
M, oricare ar fi n € N.

a™ =1+y, sideci z, =log, (1+yn) =
Ina
Deoarece lim y, = 0, obtinem
n—oo
a™—1 YnIna ) B B
— = (lna)nh_{rgo i) = Ina-1=1Ina.

li =1
m i )
Yn

n—00 Tn

3% Suntem in cazul de nedeterminare %. Fie z, = In (1 + x,) , oricare ar
fi numarul natural n. Rezulta ca lim 2z, = 0 si pentru orice numar natural
n—oo

n, avem x, = e¢*» — 1. Urmeaza ca

e®n — 1]
. 4z, =1 . e®n ] . az, Ine
lim ————=lim —— = lim 42— .a=—-a=a.
n—00 Ty n—oo e*n — | nooo € —1 Ine
Zn

]
49 In cazul nedeterminarii co/oo, un rol cu totul aparte il ocups teorema

lui Cesaro-Stolz. Enuntul ei este urmatorul
Teorema 1.7.11 (teorema lui Cesaro-Stolz) Daca sirurile (n),cn $t (Yn)nen

satisfac urmatoarele conditii:
(a) yn # 0, oricare ar fi numarul natural n;
(b) sirul (yn) este strict monoton gi nemdrginit;
(¢) ewxista limita
T
lim "1 cR
x
n) are limita si
neN

atunct sirul <
Yn

. Tn . Tn — Tp—1
hm — = hm _—.
n—=0o0 Yn n=00 Yp — Yn—1

Demonstratie. Demonstratia se gaseste in [5]. m

Exemplul 1.7.12 Sa se calculeze
I+3+3+ -+

lim
n—00 Inn

Solutie. Evident sirul (Inn), -, este strict crescator si nemarginit. Deoarece

1 1
)—<1+§+"'+m> . 1
= 1m 7’”:

n—oo In
n—1

(1434042

.
300 Inn—In(n—1)




8. PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

. 1 1 1
= llm ) = n = 17 = ]_’
"7 n (1 + ﬁ) In lim (1 + ﬁ) ne

n—oo

in baza teoremei lui Cesaro-Stolz, deducem ca

1+l+l+...+l
lim 23 no— 1.
n—o00 Inn

8. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 1.8.1 Sa se calculeze lim x,, daca, pentru fiecare n € N:

n—ro0
a) T, = ZZ+Z_Z’ unde a € R\ {0};

b) x, = m, unde a,b € R, a # —b;

) Ty = ltatat+. . +a" unde a, b €]0, +o0].

14+b+b24...+bn’

Exemplul 1.8.2 Sa se calculeze lim z, daca, pentru fiecare n € N:

n—o0

)

W) a = (2D v
" 2n+1

P rn—v/n2—-2n
b) x, = <n + > , unde p,q,r € N;

nd —1

! 2k)1N\"
c) n:(W) , unde k€ N.
((n+k)!)
Exemplul 1.8.3 Calculati le Zn, dacd, pentru fiecare n € N:
(2n — 1! 2" - nl
n = ) b n = )
a) 3" . n! ) @ m+1)(n+2)...(n+n)
nt n+1
€) Tn=—3; d) Tp=—=3;
(n!) ) (n!)
()" _2"-nl
e) xn - (2”)' 9 f) wn - nn ) )
2n)! !
g) Tn = m’ h) T = (n ) ;
n m+1)(n+2)...(n+n)
. (2n)! . n!
Z) In = 35 .7) Tn =

(1+12)(1+22)...(1+n2)

Observatia 1.8.4 Pentru mai multe detalii puteti consulta [5] si [2].

29
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9. Serii de numere reale

Notiunea de serie este extensia naturala a notiunii de suma finita. Stu-
diul seriilor se reduce la studiul unor giruri de numere. Determinarea sumei
unei serii se reduce la calculul unei limite.

Insumarea progresiilor geometrice infinite cu ratia mai mica in modul
decat 1 se efectua deja din antichitate (Arhimede). Divergenta seriei ar-
monice a fost stabilitd de invatatul italian Mengoli in 1650. Seriile apar
constant in calculele savantilor din secolul al XVIII-lea, dar neacordandu-se
totdeauna atentia necesara problemelor convergentei. O teorie riguroasa a
seriilor a inceput cu lucrarile lui Gauss (1812), Bolzano (1817) si, in sfarsit,
Cauchy (1821) care da pentru prima data definitia valabila si azi, a sumei
unei serii convergente si stabilegte teoremele de baza.

10. Notiuni generale

In acest paragraf vom defini notiunile de serie de numere, serie conver-
genta, serie divergenta, suma a unei serii de numere.

Definitia 1.10.1 Se numeste serie de numere reale orice pereche ordo-
natd ((un) , (5n))pen unde (un),cy este un sir de numere reale, iar
Sp=uy + U+ - -+ un, oricare ar fin € N. §
Prin traditie seria ((uy,), (sn)) se noteaza
oo
Zun sau Zun sau Zun sau U] + U2 + ... +Up + ...
n=1 neN n>1

sau, cand nu este pericol de confuzie, se noteaza simplu prin
E Up -

o0
Numarul real uy,, (n € N) se numeste termenul general al seriei ) uy,
n=1

o0
iar girul (u,) sirul termenilor seriei ) wu,. Numarul real s,, (n € N) se

n=1
o0
numeste suma partiala de rang n a seriei ) u,, iar sirul (s,) sirul
n=1
oo
sumelor partiale ale seriei ) u,,.
n=1

o0
Definitia 1.10.2 Spunem ca seria Y un = ((uyn), (sn)) este convergenta
n=1
daca sirul (s,) al sumelor partiale este convergent.
Orice serie care nu este convergentd se numeste divergentd.
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oo
Daca sirul (s;,) al sumelor partiale ale seriei Y u, = ((uy), (sn)) are
n=1
o0
limita s € R U {+00, —o0}, atunci spunem ca seria u, are suma s (sau
n=1

o0
ca s este suma seriei Y u,) si vom scrie

n=1
oo
Zun = s.
n=1

Exemplul 1.10.3 Seria

(1.10.4) Z oD

are termenul general u, = 1/(n(n+1)), (n € N) si suma partiala de rang
n € N egala cu

1 1
=1 .
n(n+1) n+1

‘ -

Sn:u1+"'+un:1.

\V)

Intrucat sirul sumelor partiale este convergent, seria (1.10.4) este con-

vergenta. Deoarece lim s, = 1, suma seriei (1.10.4) este 1; prin urmare
n—oo

scriem

Znn—l—l =10

n=1

Exemplul 1.10.4 Se numeste serie geometrica (de ratie ¢) orice serie
de forma

o
(1.10.5) v
n=1

unde g este un numar real fixat. Evident termenul general al seriei geome-
trice (1.10.5) este u, = ¢"!, (n € N), iar suma partiald de rang n € N
este

1 _ AN
1 a , dacagqg#1

n, daca ¢ = 1.

De aici deducem imediat ca seria geometrica (1.10.5) este convergenta daca
si numai daca |¢| < 1. Daca |g| < 1, atunci seria geometrica (1.10.5) are
suma 1/ (1 — ¢) si scriem

o)
D
n=1 1_(]
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Daca ¢ > 1, atunci seria geometrica (1.10.5) este divergenta; in acest caz
seria are suma —+o00 si scriem

o
Z "' = 4o0.
n=1

Daca g < —1, atunci seria geometrica (1.10.5) este divergenta si nu are suma.
0

Studiul unei serii comporta doua probleme:

1) Stabilirea naturii seriei, adica a faptului ca seria este convergenta sau
divergenta.

2) In cazul in care seria este convergent#, determinarea sumei seriei.

Daca pentru rezolvarea primei probleme dispunem de criterii de convergenta
si divergenta, pentru rezolvarea celei de a doua probleme nu dispunem de
metode de determinare a sumei unei serii decat pentru cateva serii particu-
lare.

In cele ce urmeazi vom da cateva criterii de convergena si divergenta
pentru serii.

Teorema 1.10.5 (criteriul general de convergenta, criteriul lui Cauchy)
oo

Seria Y uy este convergenta daca si numai dacd pentru fiecare numar real
n=1
e > 0 existd un numdar natural ne cu proprietatea cd oricare ar fi numerele

naturale n §t p cun > n. avem

|un+1 + Upyo + -+ U/n_l,_p‘ < €.

Demonstratie. Fie s, = u; + - - - 4+ uy, oricare ar fi n € N. Atunci seria
(o, ¢]

> uy, este convergentd daca si numai daca girul (s,) al sumelor partiale
n=1
este convergent, prin urmare, in baza teoremei lui Cauchy, daca si numai

daca sgirul (s,) este fundamental, adica daca si numai daca oricare ar fi
numarul real € > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea ca oricare ar
fi numerele naturale n si p cu n > n. avem |s,4p — Sp| < €. Intrucat

Spntp — Sn = Un+41 + Unt2 + -+ + Unp, oricare ar fi n,p € N,

teorema este demonstrata. m

Exemplul 1.10.6 Seria

(1.10.6) i
n=1

numita seria armonica, este divergenta si are suma +oo.

I

S

Solutie. Presupunem prin absurd ca seria armonica (1.10.6) este conver-
gentd; atunci, in baza criteriului general de convergenta (teorema 1.10.5),
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pentru € = 1/2 > 0 exista un numar natural ny cu proprietatea ca oricare
ar fi numerele naturale n si p cu n > ng avem

1 U 1 <1
n+1 n+p 2

De aici, ludnd p = n = ng € N, obtinem
1 1 1

e =
n0+1+ +n0+n0 2

Pe de alta parte, din ng + & < ng + ng, oricare ar i k € N, k < ng
deducem

(1.10.7)

1 1 5 Mo 1

no—i-ljL ng+ng — 2ng 2
si deci inegalitatea (1.10.7) nu are loc. Aceasta contradictie ne conduce la
concluzia ca seria armonica (1.10.6) este divergenta. Deoarece sirul (s,) al
sumelor partiale este strict crescator avem ca

1
OEE
n=1 n
]
Exemplul 1.10.7 Seria
. sinn
(1.10.8) > o
n=1

este convergenta.

Solutie. Fie u, = (sinn) /2", oricare ar fi n € N; atunci pentru fiecare
n,p € N avem

st 4ty -t y| = | S0 sin(ntp)

n+1 n+2 n+p| — on+1 on+p >
|sin (n + 1)| sin (n + p)| 1 -

ST Tt T St T T

_ i1 1
T T w) S

Fie ¢ > 0. Intrucat sirul (1/2") este convergent citre 0, deducem ci
existd un numar natural n. cu proprietatea ca 1/2" < ¢, oricare ar fi numarul
natural n > n,.. Atunci

1
|un+1+un+2+‘ . ‘+’Lbn+p| < 27 <eg,

oricare ar fi numerele naturale n,p cu n > n.. Prin urmare seria (1.10.8)
este convergenta. m
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o0
Teorema 1.10.8 Dacd seria Y u, este convergentd, atunci sirul (u,) este
n=1
convergent catre zero.
Demonstratie. Fie € > 0; atunci, in baza criteriului general de convergenta
al lui Cauchy (teorema 1.10.5), existd un numar natural n. cu proprietatea
ca

|Un+1 + Ung2 + - - -+ Unyp| < €, oricare ar fi n,p € N cun > n..

Daca aici luam p = 1, obtinem ca |u,+1| < €, oricare ar fin € N, n > n., de
unde deducem ca

|un| < &, oricare ar fin € N,n > n. + 1;

prin urmare sirul (u,) converge catre 0. m

Observatia 1.10.9 Reciproca teoremei 1.10.8, in general, nu este adevarata
(o)

in sensul ca exista serii Y u, cu sgirul (u,) convergent catre 0 si totusi seria
n=1
nu este convergenta. De exemplu seria armonica (1.10.6) este divergenta

desi girul (1/n) este convergent catre 0. ¢

o0
Teorema 1.10.10 Fie m un numdr natural. Atunci seria Y uy este
n=1
o0
convergentd dacd si numai daca seria Y u, este convergentd.
n=m

Demonstratie. Fie s, = u1+---+uy, oricare ar fin € Ngit, = up~+--+un,

o0
oricare ar i n € N n > m. Atunci seria »_ u, este convergenta daca si

n=1
numai daca sirul (s;),cy este convergent, prin urmare daca si numai daca
oo
sirul (¢,),,>,, este convergent, agsadar daca si numai daca seria ) u, este
- n=m

convergenta. m

oo o0
Teorema 1.10.11 Dacd Y u, §i Y v, sunt serii convergente i a $i b sunt
n=1 n=1

(e8]
numere reale, atunci seria Y (au, + bvy) este convergentd si are suma
n=1

o0 (o)
az Uy, + bz Up.
n=1 n=1

Demonstratie. Evident, pentru fiecare numar natural n avem
n n n
Z (au +bvg) = a Zuk +b ka ,
k=1 k=1 k=1
de unde, in baza proprietatilor sirurilor convergente, obtinem afirmatia teo-
remei. m
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Exemplul 1.10.12 Intrucat seriile

=1 =1
Z 2n71 §1 Z 3n71
n=1 n=1

sunt convergente gi au suma 2 respectiv 3/2, deducem ca seria

/1 1\ /1 1 1 1
Z on  3n _Z 9 on—-1 3 3n-1
n=1 n=1

este convergentd si are suma (1/2) -2 —(1/3)-(3/2) =1/2. ¢

o0
Definitia 1.10.13 Fie Y u, o serie convergentd cu suma S, n un numar

n=1
00

natural §i $p, = u1+---+u, suma partiala de rang n a seriei Y up. Numdarul

n=1
00

real T, = s — s, se numeste restul de ordinul n al seriei Y up. O
n=1

oo
Teorema 1.10.14 Daca seria Y u, este convergenta, atunci girul (ry,) al
n=1
resturilor ei este convergent catre 0.
oo
Demonstratie. Fie s = > u,. Deoarece sirul (s,) al sumelor partiale ale

n=1
oo

seriei Y u, este convergent catre s = lim s, §i r,, = s — sy, oricare ar fi
n—1 n—00
n € N, avem ca sirul (r,) este convergent catre 0. m

11. Serii cu termeni pozitivi

&S

Daca ) u, este o serie de numere reale convergenta, atunci sirul (s;,)
n=1

al sumelor partiale este marginit. Reciproca acestei afirmatii, in general

nu este adevarata in sensul ca exista serii divergente care au sirul sumelor
[e.@]
. T o . 1 . .
partiale marginit. Intr-adevar, seria > (—1)"" " are sirul sumelor partiale
n=1
cu termenul general s,,, (n € N) egal cu
1, daca n este par
Sp = < .
0, daca n este impar.

Evident girul (s,,) este marginit (|s,| < 1, oricare ar fi n € N) desi seria
o0
S (=1)"! este divergents (sirul (s,) nu este convergent).
n=1

o0

Daca seria ) u, are termenii numere reale pozitive, atunci girul (s,) al
n=1

sumelor partiale este crescator; in acest caz faptul ca sirul (s,) este marginit

este echivalent cu faptul ca girul (s, ) este convergent.
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Scopul acestui paragraf este de a da criterii de convergenta pentru aga
numitele serii cu termeni pozitivi.

o0
Definitia 1.11.1 Se numeste serie cu termeni pozitivi orice serie Y uy,

n=1
care are proprietatea cd u, > 0 oricare ar fin € N. §

Pentru seriile cu termeni pozitivi are loc urmatoarea afirmatie.

o0
Teorema 1.11.2 Dacd > uy o serie cu termeni pozitivi, atunci
n=1

o0
19 Seria 3" u, are sumd si
n=1

o0 n
Zun:sup Zuk: neN
n=1 k=1

o0 n
D Seria Y u, este convergentd dacd si numai dacd sirul <Zuk) al
n=1 k=1
sumelor partiale este marginit.

Demonstratie. Pentru fiecare n € N punem

n
SnZZZZE:uk.
k=1

19 Sirul (s,) este crescitor si atunci, in baza teoremei lui Weierstrass
relativa la sirurile monotone, afirmatia 19 este dovediti.
o]

20 Daca seria S u, este convergent, atunci sirul sumelor partiale (s,)
n=1
este convergent si deci marginit.

Daca girul (s,) este marginit, atunci, intrucat el este monoton, deducem

oo
ca sirul (s,) este convergent si prin urmare seria . u, este convergenta. m
n=1
o0 o
Teorema 1.11.3 (primul criteriu al comparatiei) Dacd »_ up §i > v, sunt
n=1 n=1

serit cu terment pozitivi cu proprietatea ca exista un numar real a > 0 $i un
numdr natural ng astfel incat

(1.11.9) Uy < av, oricare ar fin € N, n > ng,
atunci:
o0 o0
19 Daca seria Y. v, este convergentd, atunci seria Y u, este conver-
n=1 n=1
genta.
o0 o0

20 Dacd seria Y u, este divergentd, atunci seria Y. v, este divergentd.
n=1 n=1
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Demonstratie. Pentru fiecare n € N, fie s,, = u1+...4+uy, sit, = vi+...4+vp;
atunci din (1.11.9) avem ca

(1.11.10)  sp < Spy + @ (Upgt1 + ... +vp), oricare ar fi n € N, n > ny.

(o)
19 Daci seria Y v, este convergent#, atunci sirul (t,) este marginit,
n=1
rin urmare exista un numar real M > 0 cu proprietatea ca t,, < M, oricare
n Y

ar fi n € N. Acum din (1.11.10) deducem ca pentru fiecare n € N, n > ng
au loc inegalitatile

Sn < Sng + a(tn — tny) < Spy + aty, — atpy < Spg + aty, < sp, + abl,
de unde rezulta ca girul (s,) este marginit. Atunci, in baza teoremei 1.11.2,
[&.8]

seria »_ u, este convergenta.

n=1
o0 [e.°]
20 Presupunem ci seria Y u,, este divergentd. Daci seria > v, ar fi
n=1 n=1

o0
convergenti, atunci in baza afirmatiei 19, seria 3" u, ar fi convergenta, ceea

n=1
o0 o0
ce contrazice ipoteza cd seria »_ u,, este divergenta. Asadar seria ) v, este
n=1 n=1

divergenta. m

o0 A~
Exemplul 1.11.4 Seria ) n~2 este divergenta. Intr-adevar, din ine-

n=1
galitatea /n < n adevirati oricare ar fi n € N, obtinem ci n~! < n=1/2,
oo
oricare ar fi n € N. Cum seria armonici Y n~! este divergenta, in baza
n=1

o0
teoremei 1.11.2, afirmatia 2°, deducem c seria ) n~1/2 este divergents. ¢

n=1
(e8] &8
Teorema 1.11.5 (al doilea criteriu al comparatiei) Dacd > u, $i Y. vy
n=1 n=1

sunt serit cu terment pozitivi cu proprietatea ca exista

u
(1.11.11) lim — € [0, 4],
n—00 Uy,
atunci
19 Daca
u
lim — €]0, +oo,
n—00 Up,
o0 o0
atunci seriile Y u, $i >, vn au aceeagi naturd.
n=1 n=1
2° Dacd
u
lim = =0,
n—00 Up

atunca:
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o0 oo
a) Daca seria ) v, este convergentd, atunci seria » , u, este conver-
n=1 n=1
genta.
oo [e.e]
b) Daca seria Y u, este divergentd, atunci seria Y, vy, este divergentd.
n=1 n=1
3% Daca
. Un
lim — = +o0,
n—oo0 Uy,
atunci:
o0 oo
a) Daca seria Y, uy este convergentd, atunci seria Y, v, este conver-
n=1 n=1
genta.
o0 58]
b) Daca seria Y v, este divergentd, atunci seria »_, uy este divergentd.
n=1 n=1

Demonstratie. 1° Fie a := lim (u,/v,) €]0, +00[; atunci exista un numar
n—oo
natural ng cu proprietatea ca

Unp
— —a

a .
< —, oricare ar fi n € N, n > ng,
Up, 2

de unde deducem ca

(1.11.12) v < (2/a) uy, oricare ar fin € N, n > ng
si

(1.11.13) un < (3a/2) vy, oricare ar fi n € N, n > ny.

o0

Daca seria ) wu, este convergentd, atunci in baza primului criteriu al
n=1
comparatiei (teorema 1.11.3), aplicabil pentru ca are loc (1.11.12) , obtinem
[e.°]

ca seria »_ vy, este convergenta.

n=1

o0
Daca seria ) v, este convergenta, atunci inand seama de (1.11.13), in

n=1
o0
baza primului criteriu al comparatiei (teorema 1.11.3) rezulta ca seria )
n=1

Uy, este convergenta.

20 Daca lim (u,/v,) = 0, atunci existd un numir natural ng astfel

n—oo

incat u, /vy, < 1, oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca
U, < vy, oricare ar fi n € N, n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei.
3% Daca lim (u,/v,) = 400, atunci existd un numar natural ng astfel
n—o0

incat u, /vy, > 1, oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca
Up < Uy, oricare ar fi n € N,n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei. m
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(0.) ~
Exemplul 1.11.6 Seria Y n~2 este convergenta. Intr-adevir, din

n=1
2
) n
lim —— =1 €]0, 400,
n—oo n (n + 1)
deducem ca seriile > n™° si Y, 7y AU aceeagi naturd. Cum seria >
n=1 n=1 n=1
1 v . . v LR e
atny) este convergentd (vezi exemplul 1.10.3), obtinem ca seria Zl n
n=

este convergenta. ¢

o0 o0
Teorema 1.11.7 (al treilea criteriu al comparatiei) Daca Y. uy §i Y vy
n=1 n=1
sunt serii cu termeni pozitivi cu proprietatea cd exista un numar natural ng
astfel incat:

U v
(1.11.14) il < nH, oricare ar fin € N, n > ng,

Up ~— Up
atunci:
[ee] oo
19 Dacd seria Y. vy este convergentd, atunci seria Y. u, este conver-
n=1 n=1
genta.
oo o0
20 Daca seria > uy, este divergentd, atunci seria . vy, este divergentd.
n=1 n=1

Demonstratie. Fie n € N, n > ng + 1; atunci din (1.11.14) avem succesiv:

Uno +1 < U’I’LO —+1
Ung  Ung
Un, < Un

— b
Un—1 Un—1
de unde, prin inmultire membru cu membru, obtinem

Unp, Un
Bl

Ung Ung

Asadar

Unp, .
U, < —2v,, oricare ar fi n € N, n > ny.
no
Aplicam acum primului criteriu al comparatiei (teorema 1.11.3). Teorema
este demonstrata. m

oo
Teorema 1.11.8 (criteriul condensarii al lui Cauchy) Fie Y u, o serie
n=1
cu termeni pozitivi cu proprietatea ca sirul (u,) al termenilor seriei este
[e.°] o0

descrescator. Atunci seriile Y up $i >, 2Mugn au aceeagi naturd.
n=1 n=1
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Demonstratie. Fie s,, := u; + uo + ... + u,, suma partiala de rang n € N

o
a seriei Y uy, si fie Sy, = 2ug + 2%ug2 + ... + 2"ugn suma partiald de rang

n=1
oo
n € N a seriei ) 2"ugn.
n=1
oo
Presupunem ca seria > 2"ugn este convergentd; atunci sirul (S,) al
n=1

sumelor partiale este marginit, prin urmare existd un numar real M > 0
astfel incat
0<S, <M, oricare ar fin € N.
o0
Pentru a arata ca seria Y u, este convergenta, in baza teoremei 1.11.2, este
n=1
suficient s& aratam ca sirul (s, ) al sumelor partiale este marginit. Deoarece
oo

seria > u, este cu termeni pozitivi, din n < 2"*! — 1, (n € N) deducem ca
n=1

Sp < Sont1_q = up + (ug +uz) + (ug + - - +ur) +
+ (u2n 4+ ugnq1 + -+ - Ugnt1_q) .
Intrucat girul (uy) este descrescator, urmeaza ca
Ugk > Ugk 1 >+ ++ > Ugk+1_q, oricare ar fi k € N
si deci s, se poate delimita mai departe astfel
S < Sonii_y <up+2-up+2% uge + -+ 2" ugn =

:ul-f—SnSUl-l-M.
o
Asadar girul (s,,) este marginit si deci seria Y u, este convergenta.

n=1
00

Presupunem acum ca seria ) u, este convergentd; atunci sirul (s,) al

n=1
)

sumelor partiale ale seriei ) u,, este marginit, prin urmare exista un numar
n=1
real M > 0 astfel incat 0 < s,, < M, oricare ar fi n € N. Pentru a arata ca
o]

seria Y, 2"ugn este convergenta, este suficient sa aratam ca sirul (S,) este
n=1
marginit. Fie deci n € N. Atunci

Son = uy + ug + (uz + ug) + (us + ug + uy +ug) + - - -+
+ (UQn—1+1 —+ - +U2n) >
> uy 4 ug + 2uge + 2%ugs 4+ -+ 2" Lugn >
1 1
> up + §Sn > §Sm
prin urmare avem inegalitatile
Sn S 282n S 2M
o0

Asadar girul (S,,) este marginit si deci seria Y 2™ugn este convergenta. m
n=1
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Exemplul 1.11.9 Seria
1
Z —, unde a € R,
na
n=1
numita seria armonica generalizata, este divergenta pentru a < 1 si
convergenta pentru a > 1.

Solutie. Intr-adevir, dacii a < 0 atunci girul termenilor seriei (n™%) nu

converge catre zero si deci seria Z = este divergenta. Daca a > 0, atunci
n=1

sirul termenilor seriei (n~%) este descrescator convergent catre zero si deci

putem aplica criteriul condensarii; seriile Z Z 2"
n=1

n . v o
) , oricare ar fi n E N , deducem ca seria

2n) au aceea§1
1

naturd. Intrucat 27 W = (261—_1

Z 2” K este de fapt seria geometrica Z (2a 1) , divergenta pentru a <

1 i convergenta pentru a > 1. Urmeaza ca seria Z n% este divergenta pentru
n=1
a <1 si convergenta pentrua > 1. m

o0
Teorema 1.11.10 (criteriul raportului, criteriul lui D’Alembert) Fie
n=1

Un, 0 Serie cu termeni pozitivi.
19 Daca existd un numdr real ¢ € [0,1] si un numdr natural ng astfel

ncat:

Un+1 .
—— < q oricare ar fin € N, n > ng,
Un
[e.e]
atunci seria Y u, este convergenta.
n=1

20 Dacd existd un numdr natural ng astfel incdt:

Un+1 .
L > oricare ar fin € N, n > nyg,
Un
o
atunci seria Y . u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Aplicim al treilea criteriu al comparatiei (teorema 1.11.7,

afirmatia 1°), luand v, := ¢"~!, oricare ar fi n € N. Avem
Un+1 Un+1 .
<gqg= , oricare ar i n € N, n > ny,
Unp Un
o0 o
iar seria > v, este convergenta, prin urmare seria » , u, este convergenta.
n=1 n=1

20 Din w4 1/u, > 1 deducem c& wuy, 1 > Uy, oricare ar fi n € N, n > ny,
prin urmare girul (u,) nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.10.8,
o0

seria »_ wuy, este divergenta. m
n=1
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o0
Teorema 1.11.11 (consecinta criteriului raportului) Fie Y wu, o serie cu
n=1

. ey . . v . u
termeni pozitivi pentru care existd lim -—2tL,
n—oo n

19 Daca u
. 1
lim —H < 1,
n—0o Uy
[e.°]
atunci seria Y, uy, este convergentd.
n=1
2° Dacd U
. 1
lim —H > 1,
n—00 Uy
o0
atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1
Demonstratie. Fie a := lim UZ—“ Evident a > 0.
n

n—oo
19 Intrucat a € [0, 1] deducem ci existd un numar real ¢ €]a, 1[. Atunci,
din a €]a — 1, ¢[ rezulta ca exista un numar natural ng astfel incat

Un+1 .
—ntl €la — 1,¢|, oricare ar fi n € N, n > ny.
uTL
Urmeaza ca u
1 .
ntl < q, oricare ar fi n € N, n > ny.
Unp,
o0
Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria ) u,, este convergenta.
n=1

20 Daca 1 < a, atunci existd un numir natural ng astfel incat
Un+1
Unp,

> 1, oricare ar fin € N, n > ng.

o0

Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria ) u,, este divergenta.
n=1

]

Exemplul 1.11.12 Seria

(1.11.15) i E

n=1

este convergenta.

Solutie. Avem ca

U 1

lim —f —

n—00 Uy 27

si atunci, in baza consecintei criteriului raportului, seria (1.11.15) este con-
vergenta. m

<1,

oo

Observatia 1.11.13 Daca pentru seria cu termeni pozitivi ) u, exista li-
n=1

si este egala cu 1, atunci consecinta criteriului raportului nu

mita lim Yzt
n—oo
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o0
decide daca seria Y u, este convergenta sau divergenta; exista serii conver-
n=1
gente, dar i serii divergente pentru care lim “+L = 1. Intr-adevar, pentru
n—o0 n

o o
seriile n~tsi n~=2 avem, in ambele cazuri, lim *2tL = 1 prima serie
M ) )
n=1

=1 n—oo Un
fiind divergenta (vezi exemplul 1.10.3) si a doua serie fiind convergenta (vezi
exemplul 1.11.6). ¢

o0
Teorema 1.11.14 (criteriul radicalului, criteriul lui Cauchy) Fie Y u, o

n=1
serie cu termeni pozitivi.

19 Dacd existd un numdr real q¢ € [0,1] si un numar natural ng astfel
incat

(1.11.16) Yu, < q, oricare ar fin € N, n > ng,
o0
atunci seria Y, uy, este convergentd.
n=1
20 Daca existd un numdr natural ng astfel incat
(1.11.17) Yu, > 1, oricare ar fin € N, n > ny,

o0
atunci seria »y, u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Presupunem ca existi ¢ € [0,1[ si ng € N astfel incat
(1.11.16) sa aiba loc. Atunci

up < ¢", oricare ar fin € N, n > ng.

Aplicdm acum primul criteriu al comparatiei (teorema 1.11.3, afirmatia 1),

~ o0
luand v, := ¢" ! oricare ar fi n € N si a := ¢. Intrucat seria > ¢" ! este
n=1
o0
convergenta, obtinem ca seria Y wu, este convergenta.
n=1

20 Din (1.11.17) deducem ci u,, > 1, oricare ar fi n € N, n > ng, prin
urmare sirul (u,) nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.10.8, seria

o0
> uy, este divergenta. m

n=1
o0

Teorema 1.11.15 (consecinta criteriului radicalului) Fie Y u, o serie cu
n=1

termeni pozitivi pentru care exista lim /u,,.
n—oo
19 Daca
lim Yu, <1
n—o0 n ’
oo

atunci seria Y, uy este convergentd.
n=1
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20 Daca
lim Yu, > 1,
n—oo
o0
atunci seria Y uy este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie a := lim /u,. Evident a > 0.
n—oo

10 Intrucat a € [0, 1] deducem c& existid un numar real ¢ €]a, 1[. Atunci,
din a €]a — 1, ¢[ rezulta ca exista un numar natural ng astfel incat

Yuy, €la —1,q|, oricare ar fi n € N, n > ny.

Urmeaza ca
Yu, < q, oricare ar fin € N, n > ny.
&8
Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria »_ u,, este convergenta.
n=1
20 Daca 1 < a, atunci existd un numir natural ng astfel incat

Yu, > 1, oricare ar i n € N, n > ny.

o0

Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria »_ u, este divergenta.
n=1

]

Exemplul 1.11.16 Seria

o
(1.11.18) 3 (i”/n3+3n2+1— %3—n2+1>n.

n=1

este convergenta.

Solutie. Avem

4
lim {/u, = lim (§/n3+3n2 +1—nd—n2+ 1) = - >1
n—o00 n— o0 3
si deci, in baza consecintei criteriului radicalului, seria (1.11.18) este diver-

genta. m

o
Observatia 1.11.17 Daca pentru seria cu termeni pozitivi Y u, exista li-
n=1

mita lim {/u, sieste egala cu 1, atunci consecinta criteriului radicalului nu
n—oo

o0
decide daca seria Y u, este convergenta sau divergenta; exista serii conver-

n=1
gente, dar si serii divergente pentru care lim {/u, = 1. Intr-adevar, pentru
n—oo
oo o0
seriile Y- n~!si > n~2 avem, in ambele cazuri, lim {/u, = 1, prima serie
n=1 n=1 n—00

fiind divergenta (v_ezi exemplul 1.10.3) si a doua serie fiind convergenta (vezi
exemplul 1.11.6). ¢
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oo
Teorema 1.11.18 (criteriul lui Kummer) Fie Y u, o serie cu termeni
n=1
pozitivi.
1° Dacd existd un sir (an)pen » de numere reale pozitive, existd un numdr
real v > 0 st exista un numar natural ng cu proprietatea cd

u .
(1.11.19) Up—— — Gpi1 > 7, oricare ar fin € N, n > ng,
Un+1
o0
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1

20 Daca existd un sir (a,), de numere reale pozitive cu proprietatea cd

(&)
seria Y ai este divergenta si exista un numar natural ng astfel incat
n
n=1

Un

(1.11.20) an

— ant1 <0, oricare ar fin € N, n > ny,
Un+1

[e.°]
atunci seria y_ uy este divergentd.
n=1
Demonstratie. Pentru fiecare numar natural n, notdm cu
Spi=ur +u2 4+ ... +un
o
suma partiala de rang n a seriei ) uy,.
n=1
1° Presupunem ci existd un sir (a,), de numere reale pozitive, exista
un numar real r > 0 si existd un numar natural ng astfel incat (1.11.19) are
loc. Sa observam ca relatia (1.11.19) este echivalenta cu

(1.11.21) QplUp — Gp1Un4] > TUpy1, oricare ar fi n € N) n > ng.
Fie n € N, n > ng + 1; atunci din (1.11.21) avem succesiv:

UnoUng — Ano4+1Ung4-1 > TUng+1,

Op—1Up—1 — Aplp = Ty,

de unde, prin adunare membru cu membru, obtinem
Ao Ung — Arln > T(Upg41 + - -+ Up).

De aici deducem c4, pentru fiecare numar natural n > ng avem

n no n 1
Sp = Z U = Z Ui + Z U < Spg + ; (anouno - anun) <
k=1 k=1 k=no+1

S Sno + ;anounoa

o0 ~
prin urmare sirul (s,) al sumelor partiale ale seriei > u, este marginit. In

n=1
[es)

baza teoremei 1.11.2, seria Y u,, este convergenta.
n=1
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20 Presupunem ci exist# un sir (a,), de numere reale pozitive, cu pro-

o0
prietatea ca seria »_ ai este divergenta si exista un numar natural ng astfel
n
n=1

incat (1.11.20) are loc. Evident (1.11.20) este echivalenta cu

An+1 Un+1
Un

, oricare ar fi n € N, n > ng.

o0
Deoarece seria ai este divergenta, conform criteriului al III-lea al comparatiei
n

n=1
oo
seria Y u, este divergenta.
n=1

Teorema este demonstrata. m

o0

Teorema 1.11.19 (criteriul lui Raabe-Duhamel) Fie Y u, o serie cu
n=1

terment pozitivi.

19 Dacd existd un numdr real ¢ > 1 si un numdr natural ng astfel incdt

u
(1.11.22) n " _ 1) >q oricare ar fin € N, n > ng,
Un+1
o0
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1

20 Daca existd un numdr natural ng astfel incdt

u
(1.11.23) n ( o - 1> <1 oricare ar fin € N, n > ny,
Un+1
o0
atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. In criteriul lui Kummer (teorema 1.11.18) sa luam a,, := n,
oricare ar fi n € N; obtinem

Un Un
an —Qpy1 =N —-1)—-1.
Un+1 Un4-1

19 Daca luam 7 := g — 1 > 0, atunci, intrucat (1.11.19) este echivalents
o0

cu (1.11.22) , deducem ca seria »_ u, este convergenta.
n=1

o0
20 Cum seria > n~! este divergentd si (1.11.20) este echivalentd cu
n=1
(e8]

(1.11.23), obtinem ca seria Y u,, este divergenta. m
n=1
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o0
Teorema 1.11.20 (consecinta criteriului lui Raabe-Duhamel) Fie Y uy o

n=1
serie cu terment pozitivi pentru care existda limita

19 Daca
U
lim n 1) >1,
n—oo un+1
[&.8]
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1
2° Dacd
. U
lim n 1) <1,
o0

atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie

b:= lim n< Un 1).
n—oo un+1

19 Din b > 1 deducem ci exista un numér real ¢ €)1, b[. Atunci b €]q, b+1]
implica existenta unui numar natural ng astfel incat

n < Un 1> €lq,b+ 1], oricare ar fi n € N, n > ny,
Un+1

de unde obtinem ca (1.11.22) are loc. Aplicand acum criteriul lui Raabe-

o
Duhamel, rezulta ca seria ) u, este convergenta.
n=1
20 Daci b < 1, atunci existd un numéar natural ng astfel incat (1.11.23)
sa aiba loc. Aplicand acum criteriul lui Raabe-Duhamel, rezultd ca seria

o0
> u, este divergenta. m
n=1

Exemplul 1.11.21 Seria

[e.9]

n!
Z , unde a > 0,
—ala+l) - (a+n—1)

este convergenta daca si numai daca a > 2.

Solutie. Avem
lim Un+1

n—00 Uy

=1

si deci consecinta criteriului raportului nu decide natura seriei. Deoarece

lim n( tn —1) =a-—1,
n—00 Un+1
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in baza consecintei criteriului lui Raabe-Duhamel, daca a > 2, atunci seria
data este convergenta, iar daca a < 2 seria data este divergenta. Daca a = 2,

atunci seria data devine Z +1 care este divergenta. Asadar seria data este

convergenta daca si numal daca a>2.n

12. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 1.12.1 Stabiliti natura si suma seriilor:

— 1 1 - 1
a) Z ln<1+n>; Z arctanﬁ c) Z ln<1—nz>;

n=1 n=1 n=2
= (=1)" .2 —1
03 5 0 LN 0 Y ey

Exemplul 1.12.2 Stabiliti natura seriilor
oo o0 o0
9+n 2" 4 3" 1
2 ;2n+1’ ) ;2n+1+3n+1’ g ;\/Qn-l—l—\/?n—l

Exemplul 1.12.3 Stabiliti natura seriilor:

a > Y ———
);271—1 )n=1 (2n—1)2 ); 4n? —1
e o 10 o0
1 (Inn) 1
) > e €  f f ;
)r;z\/ﬁgn_l )r; ntd );1+\/§+€/§+...+€/ﬁ
o 0 4 oo 3
1 n2—1 n2—1
LT .
9) sin —; ) 7 2)2 ——
n=1 n=1 n=1
Exemplul 1.12.4 Stabili‘gi natura seriilor:
oo oo [e.e] [e.e]
100™ n! 2™ . n! 3" n!
) Y o Z D Dl BOD Dl
n=1 n=1 n:l n=1 =1
oo

= 100 101 .- (100 + n) 4T .- (44 3n)
2 (2 P h) Y
n—1) 2-6

n

f)

Il
—
Il
—
3
Il
—

n

a Inn a
Z ——; 0 Y d" d) Y —;
n=1 an+n n:l \/’r? n=1 n=1 nr
oo 2 n [ee] n [e.e]
n+n+1 3 n+1l—+/n
0y (5 a> DY g 0 Y
n=1 n=1 n=1
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Exemplul 1.12.6 Pentru fiecare a,b > 0, studiati natura seriei:

e n 0 on > npn
VY i D w9 wrp

Z (2a+1)Ba+1)---(na+1)
= (2b+1) (Bb+1)---(nb+1)
Exemplul 1.12.7 Stabiligi natura seriilor:

= (2n — 1) 2n—1 1 /n
a) 2. (2n)!l 2n+1 Z Zﬁ(ﬁ

Exemplul 1.12.8 Pentru fiecare a > 0, studiati natura seriilor:

[e.9] [e.9]

)Z n! Z o (g +ets ) C)Z a” - n!
a .
— ala+1).. a+n nn

n=1

Observatia 1.12.9 Pentru detalii puteti consulta [5].






CAPITOLUL 2

Formula lui Taylor

1. Polinomul lui Taylor: definitie, proprietati

Formula lui Taylor, utilizatd in special in aproximarea functiilor prin
polinoame, este una din cele mai importante formule din matematica.

Definitia 2.1.1 Fie D o submulfime nevida a multimii R, xg € D si
f: D — R o functie derivabila de n ori in punctul xo. Functia (polinomiala)
Thaof : R = R definita prin

(T ) @) = £ (a0) + Z0 () ¢ T (o g2y
.t f(")n(fvo) (x —x0)", oricare ar fi x € R,

se numeste polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f st punc-
tului zg. O

Observatia 2.1.2 Polinomul lui Taylor de ordin n are gradul cel mult n.

O

Exemplul 2.1.3 Pentru functia exponentiala f : R — R definita prin
f(x) = expwz, oricare ar fi z € R,

avem

) (x) = expx, oricare ar fi z € R gi k € N.
Polinomul lui Taylor de ordin n atagat functiei exponentiale, exp : R — R,
$i punctului o = 0 este

11, 1

(Tuo exp) (2) = 1+ 0+ o o,

oricare ar i x € R. O
Evident T, f este o functie indefinit derivabila pe R si, pentru orice

x € R, avem

@) (p
(oY (2) = 1O (@) + L2

= (Tnfl;zof,) (J}) )

(z = 0) -+ (@ =)' =

51
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G) (2 () (g
(Tn;xof)// () = f(2) (zo) + fl(!O) (x —x0) + -+ -](pn(;)]!) (z — xo)n—Q _
= (Tn—2;wofll) (),
(M) (x
(Tn;xof)(nil) () = fD (z0) + S (o) (x —x0) =

1!
= (Tl;xof(n_l)) (z)

(oo )™ (@) = 1) (20) = (Too ™) (@),

(Tn;xof)(k) () =0, oricare ar i k € N, k > n + 1.
De aici deducem ca
(Tn;xof)(k) (z0) = f® (20), oricare ar fi k € {0,1,--,n}

si
(Tn;xof)(k) (z9) =0, oricare ar i k € N, k > n + 1.
Prin urmare, polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f si punc-

tului xg céat si derivatele lui pana la ordinul n coincid in xg cu functia f si
respectiv cu derivatele ei pana la ordinul n.

2. Formula lui Taylor

Definitia 2.2.1 Fie D o submultime nevida a mulfimii R, xg € D i f :
D — R o functie derivabila de n ori in punctul xo. Functia Ry f : D — R
definita prin

(Bnsao f) () = f(2) = (Tnsay f) (2), oricare ar fiz € D
se numeste restul Taylor de ordinul n atasat functiet f st punctului
Zo.
Orice egalitate de forma
f = Tn;xof + Rn;zofa
unde pentru Ry..,f este data o formula de calcul, se numeste formuld
Taylor de ordinul n corespunzatoare functiei f si punctului xy. In

acest caz Ry, f se numeste restul de ordinul n al formulei lui Taylor. ¢
Deoarece f si Tz, f sunt derivabile de n ori in g, rezulta ca si restul
Ry f = f — Thiwo [ este o functie derivabila de n ori in xq si
(Rn;xof)(k) (xg) =0, oricare ar fi k € {0,1,---,n}.

Pe de alta parte, functia R,.;,f : D — R fiind derivabila in zg este
continua in g si deci exista

lim  (Rugeof) (2) = (Rusao f) (0) = 0.

T—T0
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Aceasta Inseamna ca pentru fiecare numar real £ > 0 existd un numar real
d > 0 astfel incat oricare ar fi x € D pentru care |z — xo| < ¢ avem

‘f(l‘) - (Tn;xof) (fL‘)| < €.

Prin urmare, pentru valorile lui z € D, suficient de apropiate de xg, valoarea
f (x) poate fi aproximata prin (Tp.., f) (z) .
In cele ce urmeaza, vom preciza acest rezultat.

Teorema 2.2.2 Fie I un interval din R, xg € I si f : I — R o functie
derivabila de n ori in punctul xo. Atunci

i EEnian ) (@)

T—XTQ ({L‘ — l‘o)n

=0.

Demonstratie. Aplicind de n — 1 ori regula lui ’'Hopital si tinand seama

ca
o FOT (@) = £ (@)

T—T0 T — X0

1y B f) (@) _ i — =
IIEEO (x —xz0)" an;o (x —x0)" a
e D@ = Do) ()
= lim n—1 -
Tz n(x — xo)

g I @)~ Taae )V (@)
z— o n! (x — xo)

e T @)= 7O () — £ (a0) (2 0)
e n! (z — xo) B

F7Y (@) = £V (o)

nlz—ag T — g

= f(n) (1’0) )

obtinem

— ™ (z0)| =0.

Daca notam cu .z, f : I — R functia definita prin

(Rnsao f) (%)
(o f) (@) = (x —z0)"

0, daca x = xo,

daca = € I\{xo}

atunci, din teorema 2.2.2 rezulta ca functia oy, f este continua in punctul
xp. Asadar are loc urmatoarea afirmatie cunoscuta sub numele de teorema
lui Taylor si Young.

Teorema 2.2.3 (teorema lui Taylor-Young) Fie I un interval din R, xo € I
si f: I = R o functie. Daca functia f este derivabild de n ori in punctul xg,
atunci exista o functie g, f 1 I — R care satisface urmatoarele proprietati:
1° (an;xof) ($0) =0.
20 Functia Oz [ este continua in punctul xg.
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30 Pentru fiecare x € I are loc egalitatea:

f (@) = (Towo ) (@) + (2 = 20)" (aniae /) (2) . ©

Exemplul 2.2.4 Pentru functia exponentiala, exp : R — R, formula lui
Taylor-Young, pentru xg = 0, are forma:

1 1 1
expx:1+ﬁx+§x2+'--—i—ﬁxn—kx"(an;of)(x),
oricare ar fi x € R, unde

i{}% (anof) (x) = (an0f) (0) = 0. O

In baza teoremei 2.2.2, daci I este un interval din R, zg € Isi f: I —» R
este o functie derivabila de n ori in xg, atunci, pentru fiecare z € I, avem

(2.2.24) [ (@) = (Thaof) () + 0 ((x — 20)") pentru x — xo.

Asadar urmatoarea teorema are loc.

Teorema 2.2.5 Fie I un interval din R, xg € I si f : I — R o functie.
Daca functia f este derivabild de n ori in punctul xg, atunci pentru orice
x € 1, egalitatea (2.2.24) are loc.

Relatia (2.2.24) se numeste formula lui Taylor cu restul sub forma lui
Peano. ¢

3. Forme ale restului formulei lui Taylor

Vom arata, in continuare, ca restul R, f al formulei lui Taylor se poate
scrie sub forma
(Rn;acof) (x) - (x - xO)p K,
unde p € Ngi K € R.
Fie I un interval din R, f : I — R o functie derivabila de (n + 1) ori
pe I, p un numar natural si z si g doua puncte distincte din I. Fie K € R
astfel incat sa avem
fY (o)

f @)= 1 (wo) + T,

(n)
ot fn('JUO) (x —x0)" + (x — z)P K.

f(2) (z0)

51 (. —x0)* + ...

(z —xo) +

Functia ¢ : I — R, definita, pentru orice t € I, prin
A0 A0
TR T

+(z -t K,
este derivabila pe I, deoarece toate functiile din membrul drept sunt deri-
vabile pe I.

F™(2)

n!

o) =f@1)+ (x—t)*+ ..+ (z—1)" +
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Intrucat ¢ (z0) = ¢ (z) = f (), deducem ci functia ¢ satisface ipotezele
teoremei lui Rolle pe intervalul inchis cu extremitatile x¢ si z; atunci exista

cel putin un punct ¢ cuprins strict intre xo si z astfel incat ¢’ (¢) = 0.
Deoarece
x—t)" - .
o (t) = %f("“) (t)—p(x—t)P ' K, oricare ar fit € I, .

n
egalitatea ¢’ (¢) = 0 devine

@ o) () ey K =0,

n
de unde rezulta "
(aj - C)nip n
K= Wf( ) (e).
Prin urmare, restul R,..,f are forma
x —x0)P (& — xz0)" P
(R ) () = L2 E 200 T o (g

nlp

Asadar am demonstrat urméatoarea afirmatie, atribuitd matematicianu-
lui englez Brook Taylor (18 august 1685-29 decembrie 1731), si cunoscuta
sub numele de teorema lui Taylor.

Teorema 2.3.1 (teorema lui Taylor) Fie I un interval din R, f: I —R o
functie derivabila de n+ 1 ori pe I, g € I i p € N. Atunci pentru fiecare
x € I\{xo}, exista cel putin un punct ¢ cuprins strict intre x si xo astfel
incat

f (@) = (Tuwo ) (2) + (Rngao f) ()
unde

x — xo)P (x — )" P!
@325)  (Ru) () = EEEEED e g

Forma generald a restului, data in formula (2.3.25), a fost obtinutd, in
mod independent, de Schlomilch si Roche, de aceea restul scris sub forma
(2.3.25) se numeste restul lui Schlémilch-Roche.

Doua cazuri particulare fusesera obtinute anterior de Lagrange si Cau-
chy.

Cauchy obtine pentru rest formula:

(2326)  (Bupf) (@) = ST pnsn .

n!
care, evident, este restul lui Schlémilch-Roche pentru p = 1.
Lagrange obtine pentru rest formula:

_ (= —x)"" (n+1)
(2327 (Fu ) ) = S 04 ),

care, evident, este restul lui Schlémilch-Roche pentru p =n + 1.
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Daca f este o functie polinomiala de gradul n, atunci, pentru orice xy €
R,
(Rn:zo f) (x) =0, oricare ar i z € R.

Acesta a fost cazul studiat de Taylor. Traditia a consacrat numele de ” for-
mula lui Taylor” pentru toate cazurile studiate, afarda de unul singur: 0 € 1
si g = 0. Acest caz fusese, studiat anterior lui Taylor de Maclaurin. Traditia
a consacrat urmatoarea definitie.

Definitia 2.3.2 Formula lui Taylor de ordin n corespunzdatoare functiei
f st punctului o = 0, cu restul lui Lagrange, se numeste formula lui
Maclaurin.(1698 - 1746). ¢

Exemplul 2.3.3 Pentru functia exponentiald exp : R — R formula lui
Maclaurin este
1 1 5 1,
expr = 1—|—ﬂx+§x —i-'-‘—l—mx + (Rnof) (x),
unde
xn—l—l

(Rp0 exp) (v) = m

exp (¢), cu [c] < |z]|.

Avem
|$’n+1 |$|TL+1
|(Rny0 exp) ()| = mexp (c) < WGXP |z, x € R.
Cum pentru fiecare x € R,
n+1
lim i yexp|z[ =0,

deducem ca seria

R S AN SN B 1,
+Zlm— +ﬁx+§x +---+Hz +
n=

este convergenta pentru orice z € R, si suma ei este expx, adica
1 1, 1, .
expa:zl—i—ix—i—gw +~-+—'$ + ..., oricare ar fix € R.

Similar obtinem c& pentru orice a > 0, a # 1,
. Ina n?a In" a
a" =14+ —2x+ 44+
1! 2! n!
Deoarece in teorema 2.3.1, ¢ este cuprins strict intre x i xg, deducem
ca numarul

"+, xeR O

C— X
0=

€]0, 1]

r — X0
si
c=x0+0(x—xg).
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Atunci restul Ry, f se poate exprima si astfel:

-z n+l 1 pyn—p+1
(2328) (Ruzo) () = L2000

(Schlémilch — Roche)

FOD (2o + 6 (2 — 29))

(2.3.29) 1
— n+ _ n
(Rnsao f) (x) = =) nl =0 FUD (o + 6 (v — w))  (Cauchy)
(x — xo)m'1
(2.3.30) (Rpiao f) (z) = RCEEVE FOY (20 + 60 (2 — 20))  (Lagrange).

Asadar am obtinut urmatoarea teorema.

Teorema 2.3.4 Fie I un interval din R, f: I — R o functie derivabild de
n+1 oripe I, xy € I sipe N. Atunci pentru fiecare x € I\{xo}, exista cel
putin un numar 6 €]0, 1[ astfel incat sa avem
[ (@) = (Tnswo f) () + (Bnieo f) (2)
unde (Rp., f) (x) este dat de (2.3.28) .
Daca p = 1, obtinem (2.3.29), iar daca p = n+ 1 atunci (Rp.q, f) (x)
este dat de (2.3.30). O

Exemplul 2.3.5 Pentru functia f : R — R definitd prin

f(z) =expwz, oricare ar fi x € R,

formula lui Maclaurin este

1 1 1
expx:1+ﬂ$+§ﬂ$2+~-+HZL‘”+(Rn;Of)(95)a

unde
n+1

(n+1)!

Rpof (z) = exp (0x), 6€]0,1[, z €R. O

4. Aplicatii ale formulei lui Taylor

Folosind formula lui Taylor, putem stabili inegalitati care altfel se deduc
destul de greu.

Teorema 2.4.1 Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
19 Pentru fiecare numdar natural n, avem
1 z  x? z"
HETRCT T I
oricare ar fi x €]0, +00l.
20 Oricare ar fi numerele naturale n si m, avem
2n—1 x2m

T

X
142 4oy
TR Ty
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oricare ar fi x €] — 00, 0].

Demonstratie. 1° In baza formulei lui Maclaurin, pentru fiecare x € R,
avem

:L,n—i-l
(n+1)!

expr = (T exp) (z) + exp (Ax), unde 6 €]0,1].

intrucét, pentru fiecare x €]0, +o0],

xn+1
CE exp (x) > 0,
deducem ca
expx > (Th0exp) (z), oricare ar fi x €]0, +00].
Celelalte afirmatii se demonstreaza similar.m
Formula lui Maclaurin, ne ajuta, de multe ori sa calculam limite care

altfel se calculeaza greu.

Exemplul 2.4.2 Sa se calculeze

- (1+22)"" = (1+429)
N0 (sin JL‘)\/§ — V3

V2

Solutie. Avem

(1—|—x)“:1—|—2x+0(3:), pentru x — 0.

1!
si atunci
(1 —1—33\/5)\/5 =1+ \{'gxﬂ+ 0 <$\/§> , pentru x — 0,
si
(1 +a:\/§>ﬁ =1+ \1/?1“/54— 0 (:L'\/g> , pentru x — 0.
Intrucat

0 <x\/§) —0 (x‘/g) =o (1:‘/5) , pentrux — 0
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urmeaza ca

(L4272) 7 = (1429)7 1 IV 0 (27) -1 o (29)

(sin x)\/i —zV3 N (sin ac)\/5 —zV3
\/§$‘/§ — \/ﬁx*/‘a’ + o0 (xﬁ>
- (sin ac)\/5 —zV3
V3 - V22V3V2 4, <x\/§> g
B (sinz) V2 _ v3-va '

T

sl atunci
V3 — ﬂw‘/g_ﬁ 4+ 0 (x‘/g) /ac\/i
L := lim =3,
2N0 (sinz)VZ _ 4vE-—v2
deoarece
o («v2)
A T
|

5. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 2.5.1 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m — 1 atagat
functiei sinus, sin : R — R, si punctului zg = 0.

Exemplul 2.5.2 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m atasat
functiei cosinus, cos : R — R gi punctului xg = 0.

Exemplul 2.5.3 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
sinus, sin : R — R.

Exemplul 2.5.4 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
cosinus, cos : R — R.

Exemplul 2.5.5 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
f:] —1,400[— R definita prin
f(x)=In(1+z), oricare ar fi x €] — 1, +o0][.

Exemplul 2.5.6 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
f ] —1,400[— R definitd prin

f(x)=1+=x)", oricare ar fi x €] — 1, +o0],
unde r € R.
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Exemplul 2.5.7 Fie f :]0,4+00[— R functia definita prin f(z) = 1/z,
oricare ar fi z €]0,4o0[. Sa se scrie formula lui Taylor de ordinul n cores-
punzatoare functiei f si punctului zg = 1.

Exemplul 2.5.8 Sa se scrie formula lui Maclaurin de ordinul n cores-
punzatoare functiei:

a) f:]-1,400]— R definita prin f(x) = zln(1 4 z), oricare ar fi x €

b) f :] —o0o,1[— R definita prin f(z) = zIn(1 — x), oricare ar fi x €
] — 00, 1[;

¢) f:]—1,1]— R definita prin f(z) = +/3x + 4, oricare ar fi z € |—1,1];

d) f:] —1/2,4+00[— R definita prin f(x) = 1/4/2x + 1, oricare ar fi
x €]-1/2,400].

Exemplul 2.5.9 Sa se scrie formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare
functiei f ¢i punctului zg, daca:

a) f:]0,4+00[— R este definita prin f(x) = 1/z, oricare ar fi x €]0, +00]
§1xo =2

b) f:R — R este definita prin f(x) = cos(z — 1), oricare ar fi z € R si
Trog = 1.

Exemplul 2.5.10 Sa se determine functia polinomiala f : R — R de
gradul 4 pentru care avem: f(0) =2, f(0) =0, f”(0) = —6, f"'(0) = —6,
f(0)="72.

Exemplul 2.5.11 Sa se calculeze urmatoarele limite:

sin3z + 4sin®2 — 3In (1 + z)

)

sin (z — sinx)

a) lim ; b) lim .
=0 1+ 23 -1 z—0 (1 —e®)sinx
Exemplul 2.5.12 Sa se calculeze urmatoarele limite:
3tan 4z — 4 tan 3x _ar®—(a+1) 2%+ 1
a) lim , - : b) lim ;
=0 3sin4x — 4sin 3z a—1  gbtl — b 41

2 1 .
¢) lim <S_ 5 + > . d) lim (2% 3% —12)%"

a—0 \sin? In(cosx) T—2

Observatia 2.5.13 Pentru mai multe detalii puteti consulta [5] si [2].



CAPITOLUL 3

Integrala Riemann

Notiunea de integrala a aparut din nevoia practica de a determina aria
unor figuri plane, precum gi din considerente de fizica. Calculul integral, aga
cum 1l concepem azi, a fost dezvoltat in secolul al XVII-lea de citre Newton si
Leibniz. Newton numeste fluriune - derivata gi fluentd - primitiva. Leibniz
introduce simbolurile d si [ si deduce regulile de calcul ale integralelor
nedefinite.

Definitia riguroasa a integralei, ca limita sumelor integrale, apartine
lui Cauchy (1821). Prima demonstratie corecta a existentei integralei unei
functii continue este data de Darboux in 1875. In a doua jumatate a se-
colului al XIX-lea, Riemann, Du Bois-Reymond si Lebesque dau conditii
pentru integrabilitatea functiilor discontinue. In 1894, Stieltjes introduce o
noua integrala, iar in 1902, Lebesque formuleaza notiunea mai generald de
integrala.

1. Diviziuni ale unui interval compact

Definitia 3.1.1 Fiea,b € R cu a < b. Se numeste diviziune a interva-
lulus [a,b] orice sistem ordonat

A= (x(), L1y eeny xp)
de p+ 1 puncte xg, x1, ..., x, din intervalul [a,b] cu proprietatea ca
a=x9g <21 < <Tp1<TPp=0.0

Daca A = (zg,z1,...,xp) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci
x0, 1, ..., Tp se numesc puncte ale diviziunii A.

Vom nota cu Div [a, b] multimea formata din toate diviziunile intervalului
[a, b] , deci

Div[a,b] = {A: A este diviziune a intervalului [a,b]}.

Daca A = (xg,21,...,xp) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci

numarul
|A|l = max{z1 — zo, 22 — 1, ..., Tp — Tp—1}

se numeste norma diviziunii A.

Exemplul 3.1.2 Sistemele
Al =(0,1), A%?=1(0,1/3,1), A®=(0,1/4,1/2,3/4,1)

61
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sunt diviziuni ale intervalului [0, 1] . Aceste diviziuni au normele

IaM] =1 []a% =273, A% = 1/4. 0

Teorema 3.1.3 Fie a,b € R cu a < b. Pentru fiecare numar real € > 0
exista cel putin o diviziune A a intervalului [a,b] cu proprietatea ca | Al < e.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 gi p un numaér natural cu proprietatea ca (b — a) /p <
e. Daca h = (b — a) /p, atunci sistemul ordonat

A= (a,a+ h,a+2h,---,a+ (p—1)h,b)

este o diviziune a intervalului [a,b]. Mai mult |Al|=h <e. &

Definitia 3.1.4 Fic a,b € R cua < b 5i A = (xo,21,...,2p) $1 A =

(g, 24, - - -,:1:;) doua diviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem cd diviziunea
A este mai find decat diviziunea A" si scriem A D A’ (sau A" C A) dacd
/ / /
{x07x17 t ',.’Eq} g {x()vxla t ‘7xp}' <>

Teorema urmatoare afirma ca prin trecerea la o diviziune mai fina, norma
diviziunii nu creste.

Teorema 3.1.5 Fiea,b€ R cua <b si A si A" doud diviziuni ale inter-
valului [a,b]. Dacd diviziunea A este mai find decdt diviziunea A', atunci
1Al < (A"

Demonstratie. Este imediata. m

Observatia 3.1.6 Daca A, A’ € Div|[a,b], atunci din ||A|] < ||A’]| nu
rezulta, in general, ca A’ C A. O

Definitia 3.1.7 Fie a,b € R cu a < b. Dacd A’ = (m6,m’1,~--,m;) s1
A" = (zf, Y, ...,xg) sunt diviziuni ale intervalului [a,b], atunci diviziunea
A = (xg,x1, - xr) a intervalului [a,b] ale cdrei puncte sunt elementele
multimii {x(, 1, ..., v, } U{xg, 21, 27}, luate in ordine strict crescatoare,
se numeste reuntunea lui A cu A" si se noteazd cu A" UA".

Teorema 3.1.8 Fie a,b € R cu a < b. Daca A" i A" sunt diviziuni ale
intervalului [a, b] , atunci

19 A/UA" DA si NUA" D A"
20 |ATU A" < || A]| si [JA"U A [A"]).

Demonstratie. Este imediata. m
Definitia 3.1.9 Fiea,b € R cua < b si A = (29,21, ...,xp) €Div]a,b].

Se numeste sistem de puncte intermediare atasgat diviziunii A orice
sistem & = (&1,&, ..., &p) de p puncte &1, &, ..., & € [a,b] care satisfac relatiile

xi—1 <& <z, oricare ar fii € {1,...,p}. O
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Vom nota cu Pi(A) multimea formata din toate sistemele de puncte
intermediare atagate diviziunii A, deci

Pi(A) = {&: ¢ este sistem de puncte intermediare atagat diviziunii A}.

2. Integrala Riemann

Definitia 3.2.1 Fie a,b € R cua < b, A = (29,21, ...,xp) 0 diviziune a
intervalului [a,b], § = (&1,&2, ..., &p) un sistem de puncte intermediare atasat
diviziunii A si f : [a,b] = R o functie. Numarul real

o (f;8,6) = f(&) (@i —zi)
=1

se numeste suma Riemann atasata functiei f diviziunii A si siste-
mulus .

Definitia 3.2.2 Fica,b € R cua < b gi f : [a,b] — R. Spunem ca
functia f este integrabild Riemann pe [a,b] (sau, simplu, integrabild)
daca oricare ar fi sirul (A"), cy de diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu
nhﬁn;() |A™| = 0 si oricare ar fi sirul (§"),cy de sisteme £" € Pi(A"),

(n €N), sirul (o (f; A", ")) ,en @l sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N)

este convergent. [1

Teorema 3.2.3 Fica,b € R cua < b si f:[a,b] - R. Functia f este
integrabila Riemann pe [a,b] dacd si numai dacd existd un numdar real 1
cu proprietatea ca pentru fiecare sir (A"), .y de diviziuni A" € Div [a,b]
(neN) cu nh_)rrolo |A™|| = 0 si pentru fiecare sir (§7), oy de sisteme £ €

Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", ")) ,en ol sumelor Riemann o (f; A™,£"),
(n € N) este convergent catre I.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (ﬁ”) N sirul de diviziuni cu termenul
ne
general:

A" = (a,a+ h,a+2h,..a+ (n—1)h,b), (ne€N)
§i (€"),en sirul cu termenul general:
€ = (a,a+h,a+2h,..a+n—1)h), (neN)

unde

Evident, pentru fiecare n € N avem:

- h— - -
A" € Divl]a,b], ||A"| = (n‘” si & e Pi (A") .



64 3. INTEGRALA RIEMANN

Atunci sirul (0 ( f;ﬁ”,g")) N este convergent; fie I € R limita sirului
ne
(o (£:8me)) -

Vom arata ca oricare ar fi sirul (A"), _ de diviziuni ale intervalului [a, b]

cu li_}rn |A™|| = 0 si oricare ar fi sirul (§"), oy de sisteme " € Pi(A"),
n—oo
(n € N), sirul (o (f; A", £")),en al sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N)

este convergent catre I.
Fie deci (A"),cy un sir de diviziuni A" € Div [a,b], (n € N) cu lim
n—oo
|A™|| = 0 si fie (£"),cy un sir de sisteme " € Pi(A"), (n € N). Atunci
sirurile (A"),,cn » (én)nGN’ unde
Kk, daca n = 2k e =
AF dacan=2k+1, =
au urmatoarele proprietati:
i) A" € Divla,b], " € Pi(A"), oricare ar fin € N;
i1) lim ||A"|| = 0.
n—oo
In baza ipotezei, sirul (0 (f;é”,é”))
lui. Tinand seama ca sirul (O‘ ( f; A", @)) N este subsgir al girului conver-
ne

gent (0’ (f;é”,é”))neN, deducem ca I = I. Intrucat (o (f; A", &")),,cn este
obtinem ca sirul (o (f; A", £")),en

A" =

¢k, dacin =2k
& dacan=2k+1,

este convergent; fie I limita
neN

subsir al girului convergent (0 ( i A" §”))n€N,
converge catre I.

Suficienta rezulta imediat din definitie. m

Teorema 3.2.4 (unicitatea integralei) Fie a,b € R cua <b i f: [a,b] —

R. Atunci exista cel mult un numdr real I cu proprietatea ca pentru fiecare

sir (A"), ey de diviziuni A™ € Div [a,b], (n € N) cu lim [|A"| = 0 si pentru
n—oo

fiecare sir (§7),,cn de sisteme §" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A™,£"))

al sumelor Riemann o (f; A", &™), (n € N) este convergent catre 1. O

neN

Prin urmare, fiind data o functie f : [a,b] — R putem avea numai una
din urmatoarele doua situatii:

a) exista un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare gir (A"), o de
diviziuni A" € Div [a,b], (n € N) cu n11_>nca>o |A™|| = 0 si fiecare sir (£"),,cn de
sisteme £" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A",£")),ey al sumelor Riemann
o(f; A™ &™), (n € N) este convergent catre 1.

In acest caz, in baza teoremei 3.2.4, numarul real I este unic. Numarul
real I se va numi integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a, b] si
se va nota cu:

1:_/; f(2)da.

b) Nu exista nici un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare sir
(A™), ey de diviziuni A™ € Div[a,b], (n € N) cu lim ||A™[| = 0 si fiecare sir
n—oo
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(£"),,en de sisteme " € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", £")),,ey al sumelor
Riemann o (f; A" ™), (n € N) este convergent catre I. In acest caz functia
f nu este integrabild Riemann pe [a, b] . Prin urmare o functie f : [a,0] = R
nu este integrabila Riemann pe [a, b] daca si numai daca oricare ar fi numarul
real [ exista un gir (A"), oy de diviziuni A" € Divla,b], (n € N) cu nh_{r;o
|A™|| = 0 siun gir (§7),, oy de sisteme " € Pi(A"), (n € N), cu proprietatea
ca sgirul (o (f; A", €")),en al sumelor Riemann o (f; A", &), (n € N) nu

converge catre I.

3. Proprietati de monotonie ale integralei Riemann
Teorema 3.3.1 Fiea,beR cua <bgif:[a,b] — R o functie integrabila

Riemann pe [a,b]. Daca

f(x) >0, oricare ar fi x € [a,b],

/ab f(z)dz > 0.

Demonstratie. Fie (A"), -, un sir de diviziuni

atunci

A" = (g, 7, ...,z ) € Div|a,b], (n € N)
cu nh_}rgo [A™]| =0 si (§"),>; un sir de sisteme

&= (&85, .., &h,) € Pi(A"), (neN).

Din faptul ca functia f este integrabila Riemann pe [a,b], avem ca

(3.3.31) lim o (f; A", &™) / f(z

n—oo

Pe de alta parte, functia f fiind pozitiva, pentru orice numar natural n
avem

o (f; A", ¢") = Zfé 2 ) =0

si deci, in baza teoremei de trecere la limita in inegalitati, din (3.3.31) de-
ducem concluzia teoremei. ®

Teorema 3.3.2 Fica,b € R cua < b gi f,g: [a,b] - R doua functii
integrabile Riemann pe [a,b]. Daca

f(z) <g(x), oricare ar fi x € [a,b],

/abf<x>d:c </abg<x>dx-

atunci
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Demonstratie. Functia f — g satisface ipotezele teoremei 3.3.1; atunci

b
[ -9@dr=o

/ab (f—g)(w)dw=/ab f(w)dx—/ab g(2)ds

teorema este demonstrata. m

Intrucat

Teorema 3.3.3 Fiea,be R cua <bsif:|a,b — R o functie integrabila
Riemann pe [a,b] si m, M doud numere reale cu proprietatea ca:

m < f(x) < M, oricare ar fi x € [a,b].
Atunci

b
m(b—a)ﬁ/ fx)de < M (b—a).

Demonstratie. Aplicand teorema 3.3.2 functiei f si functiilor constante m
si M, obtinem

m(b—a)—/ab mdwg/ab f(x)da:ﬁ/ab Mdx =M (b—a).

Teorema 3.3.4 Fie a,b € R cu a < b. Daca functia f : [a,b] — R este
integrabila Riemann pe [a,b], atunci functia |f| este integrabila Riemann
pe [a,b] si are loc inegalitatea

/abf(q:)da:

Demonstratie. Functia f fiind integrabila Riemann pe [a, b] este marginita
pe [a,b], prin urmare existd un numar real M > 0 cu proprietatea ca

b
(3.3.32) S/ |f] (z) dz.

|f (z)] < M, oricare ar fi z € [a,b].
Fie g : [-M, M] — R functia definita prin
g (t) = |t|, oricare ar fi t € [-M, M].
Deoarece pentru orice t', t” € [a, b] avem
o (¢) =9 ()] = [1F] =) < ¢~
rezultd ca functia g este lipschitziana si atunci functia |f| = g o f este
integrabila Riemann pe [a, b].

Pentru a dovedi inegalitatea (3.3.32), sa consideram un sir (A"), -, de
diviziuni A™ € Div [a,b], (n € N) cu proprietatea ca lim [|A"| =0 si un
n—oo

)
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sir de sisteme £" € Pi(A"), (n € N). Din faptul ca functiile f si |f| sunt
integrabile Riemann pe [a, b], rezulta
(3.3.33)

b b
Jm o (rane) = [ fde s lm o (1A% = [ 7)) d.
Intrucat, pentru fiecare n € N, avem

o (s A" &) <o (If]; A", €"),

din (3.3.33), in baza teoremei de trecere la limita in inegalitati, deducem ca
inegalitatea (3.3.32) are loc. m

4. Primitive: definitia primitivei si a primitivabilitatii
In acest capitol vom introduce o clasa importanta de functii reale
si anume clasa functiilor care admit primitive. Conceptul de primi-
tiva leaga intre ele doua concepte fundamentale ale Analizei Matematice:
derivata si integrala. Vom aborda probleme de natura calitativa privind

studiul existentei primitivelor precum si de natura calculatorie relative la
metode de calcul de primitive.

Definitia 3.4.1 Fie D o submultime nevida a mult{imii numerelor reale R,
f: D — R o functie si I o submultime nevida a multimii D. Spunem ca
functia f admite primitive (sau ca este primitivabild) pe I daca exista
o functie F' : I — R astfel tncat:

i) functia F este derivabila pe I;

it) F' (z) = f (x), oricare ar fix € I.

Daca functia f admite primitive pe multimea de definitie D, atunci spu-
nem simplu ca functia f admite primitive (sau cd este primitivabild).
O

Exemplul 3.4.2 Functia f : R — R definita prin f (z) = z, oricare ar fi
x € R, admite primitive pe R deoarece functia derivabila F': R — R definita
prin F () = x2/2, oricare ar fi € R, are proprietatea ci F' = f. O

Definitia 3.4.3 Fie D o submultime nevida a mulfimii numerelor reale R,
f:D — R o functie i I o submultime nevidd a multimii D. Se numeste
primitiva a functiei f pe multimea I orice functie F' : I — R care satisface
urmdtoarele proprietdti:

i) functia F este derivabila pe I,

it) F' (x) = f(x), oricare ar fix € I.

Daca F este o primitiva a functiei f pe mulfimea de definitie D a functiei
f, atunci se spune simplu cd functia F este primitivd a functiei f. O

Teorema 3.4.4 Fie I un interval din R si f : I — R o functie. Daca
Fi: 1 —-Rsi Fr: I — R sunt doua primitive ale functiei f pe I, atunci
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exista un numar real ¢ astfel incat
F5 () = Fy (x) + ¢, oricare ar fix € I.
(Oricare doud primitive ale unei functii primitivabile difera printr-o con-

%

stanta)
Demonstratie. Functiile Fy i F5 fiind primitive ale functiei f, sunt deri-
vabile si F] = Fyj = f, deci
(F, — ) =Fy—F =0.
Functia derivabila F» — F} avand derivata nula pe intervalul I, este consta-
tnta pe acest interval. Prin urmare, exista un numar real ¢ astfel incat
Fy (z) — Fy () = ¢, oricare arfi x € I.

Observatia 3.4.5 In teorema 3.4.4, ipoteza ca multimea I este interval
este esentiala. Intr-adevar, pentru functia f : R\{0} — R definita prin

f(xz) =0, oricare ar i x € R\{0},
functiile F1, F» : R\{0} — R definite prin
Fy (z) =0, oricare ar fi x € R\{0},

respectiv
0, dacax <0
FQ(UC)_{ 1, daci x>0,
sunt primitive ale functiei f pe R\{0}. S& observam ca nu exista ¢ € R ca
sa avem Fh (z) = Fy (z) + ¢, oricare ar fi z € R\{0}. Subliniem faptul ca
R\{0} nu este interval. O

Definitia 3.4.6 Fie I un interval din R si f : I — R o functie care
admite primitive pe intervalul I. Mulfimea tuturor primitivelor functiei f pe
intervalul I se numeste integrala nedefinitd o functiei f pe intervalul I gi
se noteaza cu simbolul

/ f(x)de, xel.
Operatia de calculare a primitivelor functiei f se numeste integrare.

Observatia 3.4.7 Mentionam c& simbolul [ f (x)dz trebuie privit ca o
notatie indivizibila, adicd partilor [ sau dz, luate separat, nu li se atribuie
nici o semnificatie. [J

Fie I un interval din R si § (/;R) multimea tuturor functiilor definite
pe I cu valori in R. Daca G si H sunt submultimi nevide ale lui § (I, R) si
a este un numar real, atunci

G+H={f:1I—R: exista g € G siheH astfel incat f =g+ h},

si
aG ={f: I — R: exista g € G astfel incat f = ag}.
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Daca G este formata dintr-un singur element gg, adica G = {go}, atunci
in loc de G+ H = {go} + H vom scrie simplu gg + H.

In cele ce urmeaza vom nota cu C multimea tuturor functiilor constante
definite pe I cu valori in R, adica

C={f:1—R: exista ¢ € R astfel incat f (z) = ¢, oricare ar i z € I'}.

Se constata imediat ca:

a) C+C=_C;

b) aC = C, oricare ar fi a € R, a # 0,
adica suma a doua functii constante este tot o functie constanta, iar o functie
constanta Inmultita cu un numar real este tot o functie constanta.

Cu aceste observatii, sa ne reamintim ca daca Fp : I — R este o primitiva
a functiei f : I — R pe intervalul I C R, atunci orice altd primitiva F :
I — R alui f pe I este de forma F' = Fy + ¢, unde c: I — R este o functie
constanta, adica ¢ € C. Atunci

/f(a:)da: ={F €§(I,R): F este primitiva a lui f pe I} =

={Fo+c: ceC}=Fy+C.

Observatia 3.4.8 Fie f: I — R o functie care admite primitive pe I si fie
Fy : I — R o primitiva a functiei f pe I. Tinand seama de observatia 3.4.5,
avem ca

/f(:r)d:n ={ F:1—R: F este primitiva a functiei f} = Fy +C.
Rezulta ca
/f(x)dm+C: (Fo+C)+C=Fy+(C+C)=Fy+C,

deci

/ f@)dz+C = / f(@)da.

Observatia 3.4.9 Daca functia f : I — R admite primitive pe intervalul
Isi F:1I— R este o primitiva a functiei f pe I, atunci

/f(a:)d:c =F+C
sau

/F’(g;)da: =F+C.
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5. Primitivabilitatea functiilor continue

In cele ce urmeaza vom arata ca functiile continue admit primitive.

Teorema 3.5.1 Fie I un interval din R, xg € I si f : I — R o functie
local integrabild Riemann pe I. Dacd functia f este continud in punctul xg,
atunci pentru, orice a € I, functia F : I — R definita prin

F () :/ f(t)dt, oricare ar fix € 1,

este deriwabila in punctul xo i F' (xo) = f (x0) .

Demonstratie. Evident F'(a) = 0. Fie ¢ > 0. Deoarece functia f este
continud in x(, existd un numar real d > 0 astfel incat pentru orice t € I cu
|t — zo| < ¢ sa avem

|f (&) = f (zo)] <€/2,
sau echivalent

flao) =5 < f ) < fwo)+5.

Fie x € I\{zo} cu |x — zo| < J. Distingem doud cazuri:
Cazul 1: z > x¢; atunci, pentru fiecare t € [zg, x|, avem

Jlao) = 5 < F0) < (@o) + 5,

/;(f(xo)—;)dtSL:f(t)dtS/x (f(xo)—}—%)dt,

0 xo

si deci

de unde rezulta ca
(£ (@0) = 5) @ = 20) < F (@) = F (0) < (£ (w0) + 5 ) (& w0).

sau echivalent

F - F
flan) - § < TR oy 4 S
Prin urmare
F@ZI0) (2| <
r — o

fo) =5 < F (O < flao)+3,

/ (f(xo)—;)dts/:of(t)dtg/x

de unde rezulta ca

si deci
o

(f (zo) + *) dt,

3

(£ @0) = 5 ) (@0 —2) < F(wo) = F (@) < (£ (0) + 3 ) (w0 ).,
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sau echivalent

fla) - § < TR oy 4 2
Prin urmare F @) - F (z0)
xXr) — i)
’a:—xo_f(x())'<€

Asadar, oricare ar fi x € I\{zo} cu |x — zg| < J avem

F(z) — F(20)
—_ <e.
’ pra— f(zo)| <e
Rezulta ca exista
tim L) ),
T—TQ r — X

deci F este derivabild in punctul zg si F' (xg) = f (z0) . ®

Observatia 3.5.2 Daca functia F' din teorema 3.5.1 este derivabila in
punctul zg, nu rezulta ca functia f este continua in punctul xg. Intr-adevar,
functia f : [0,1] — R definita prin f () = |z], oricare ar fi € [0,1], nu
este continud in punctul zop = 1, in timp ce functia F : [0,1] — R definita
prin

x x

F(z) = / f(t)dt = / 0dt = 0, oricare ar fi x € [0,1],

0 0

este derivabila in punctul 1. ¢

Teorema 3.5.3 (teorema de existenta a primitivelor unei functii continue)
Fie I un interval din R, a € I i f : I — R. Daca functia f este continud
pe intervalul I, atunci functia F : I — R definita prin

F(x) = / f(t)dt, oricare ar fix € 1,

este o primitiva a functiei f pe I cu proprietatea ca F(a) = 0.
Demonstratie. Se aplica teorema 3.5.1. m

Teorema 3.5.4 (teorema de reprezentare a primitivelor functiilor continue)
Fie I un interval din R, a € I si f: I — R o functie continuda pe I. Daca

F : I — R este o primitiva a functiei f pe I cu proprietatea ca F(a) = 0,
atunct

F(x) = /ﬂﬁ f(t)dt, oricare ar fi x € I.

Demonstratie. In baza teoremei de existentd a primitivelor unei functii
continue (teorema 3.5.3), functia Fy : I — R definita prin

Fi(x) = / f(t)dt, oricare ar fi z € I,
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este o primitiva a functiei f pe I. Atunci exista ¢ € R astfel incat F(x) =
Fi(x)+ ¢, oricare ar fi z € I. Deoarece F(a) = Fi(a) = 0, deducem ca ¢ =0
si teorema este demonstrata. m

Teorema 3.5.5 Fie I un interval din R gi f : I — R o functie local
integrabila pe I. Daca functia f este marginita pe I, atunci pentru orice
a € I, functia F : I — R definita prin

F(z) = / f(t)dt, oricare ar fix €1,

este lipschitziana pe I.

Demonstratie. Functia f este méarginita pe I, atunci existd un numar real
M > 0 astfel incat

|f (t)| < M, oricare ar fi x € I.

De aici deducem ca, pentru orice u,v € I, avem

/uvf(t)dt

prin urmare functia F' este lipschitziand. m

IF (u) ~ F (0)] = <

/”rf<t>|dt]s1w|u—v|,

6. Formula lui Leibniz-Newton

Teorema 3.6.1 (teorema lui Leibniz — Newton) Fie a,b € R cua < b §i
f:la,b] = R o functie. Daca:

(i) functia f este integrabila Riemann pe |a, b];

(13) functia f admite primitive pe [a,b],
atunci pentru orice primitiva F : [a,b] = R a functiei f are loc egalitatea

b
(3.6.34) / f(x)dz = F(b) — F (a).
Demonstratie. Fie (A"), .y un sir de diviziuni A" = (zg,- - -,z ) ale
intervalului [a, b] astfel incat le ||A™| = 0. In baza teoremei de medie

a calculului diferential aplicata restrictiei functiei F la intervalul [ ,,z]],

(n € N) deducem ca pentru fiecare numar natural n si pentru fiecare i €

{1, -, pn} exista un punct & €]a |, x}[ cu proprietatea ca

F(af) = F (2f) = F' (&) (a7 —2iy) -
Cum, prin ipoteza, F’ () = f (x), oricare ar fi z € [a, b], avem ca
F(a}) = F (afy) = f (&) (2} —afy)

oricare ar fi numarul natural n si oricare ar fii € {1,-- -, p,}.
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Evident, pentru fiecare numar natural n avem £" = (5?,---, gn) €
Pi(A™). Intrucat

o (fi A", ¢") = Zf@ oy ZF (2f1) =

= F(b) — F'(a), oricare ar ﬁ n €N,
deoarece ,
| f@ar= lima(fianen),
obtinem ca
/b F(x)dz = F (b) — F (a).

Teorema este demonstrata. m
Notatie: In loc de F' (b) — F (a) se folosesc frecvent notatiile

F(z)ly sau  [F(2)];

a a
care se citesc: F () luat intre a gi b.
Egalitatea (3.6.34) se numeste formula lui Leibniz-Newton.

Exemplul 3.6.2 Functia f : [1,2] — R definita prin

1
f (l’) = m, oricare ar fi x € [1,2],
este continua pe [1, 2]. Atunci functia f este integrabila Riemann pe [1,2]. Pe
de alta parte, func‘gla f admite primitive pe intervalul [1,2] i F': [1,2] = R

definita prin
F(x)=Inz —In(z+1), oricare ar fi z € [1, 2],

este o primitiva a functiei f pe [1,2]. In baza formulei lui Leibniz-Newton
(teorema 3.6.1), obtinem

2
1 , 4
————dz=[lnz -1 Di=h-.0
/1 @il z=[nz—In(x+1)] ng

7. Metode de calcul a primitivelor

7.1. Integrarea prin parti. Folosind formula de derivare a produsului
a doua functii derivabile si rezultatul ca orice functie continua pe un interval
admite primitive pe acel interval, obtinem teorema urmatoare:

Teorema 3.7.1 (formula de integrare prin parti) Fie I un interval din R
st f,g: 1 —R. Daca:

(1) functiile f si g sunt derivabile pe I,

(i1) derivatele f' si g’ sunt continue pe I,
atunci functitle fg' si f'g admit primitive pe I si are loc egalitatea:

[ (9 @z =19 [ (£9) (@)s
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(formula integrarii prin parti)

Demonstratie. Deoarece orice functie derivabila este continua, din (7) re-
zulta ca functiile f gi g sunt continue pe I. Atunci, daca tinem seama si de
(#1) , avem ca functiile f'g si f¢’ sunt continue pe I si deci au primitive pe
I. Intrucat

(f9)' =flg+ fd,

deducem ca fg este o primitiva a functiei f'g + f¢’, prin urmare avem

/ (Fg+ fd) (z)dz = fg+C.

Dar
/(f’g+fg’) (x) dx:/(f’g) (z) dl‘+/(fg’) (z) dz.
si deci
/(f’g) (z) dac—l—/(fg') (z)dz = fg+C.
Deoarece
[ o) @z -c= [ (79) @)z,
obtinem

[ ) @z =tg- [ (9) (@) d.

sau echivalent
/(fgl) (x)de = f(x)g(x) — / (f'g) (z)dz, z €I

adica concluzia teoremei. m

Observatia 3.7.2 Schematic, formula de integrare prin parti se scrie
/fg’ = fg— /f’g~

Exemplul 3.7.3 Sa se calculeze integrala

/:z:ln:zrdx, x €]0, 4+00[;

Solutie. Consideram functiile f, g :]0, +oo[— R definite prin

f(z) =Inz, ¢(x) =z, oricare ar fi x €]0, +o0].
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2
Deducem g(x) = %, oricare ar fi x €]0,4o00[. Aplicand formula integrarii

prin parti, obtinem

2 2 1 2 1
/xlnxdx:xln$—/x'dx:$lnx—/xd:c:
z 2 x 2 2

1.2 2

= ?lnaj— %—Hﬁ, x €]0, 4o0l.

7.2. Metoda schimbarii de variabila. Metoda schimbarii de varia-
bila are la baza formula derivarii unei functii compuse.

Teorema 3.7.4 (prima metodd de schimbare de variabila) Fie I si J doud
intervale din R gi f: J - R siu: I — R doud functii. Daca

(i) uw(I)C J;

(i) functia u este derivabila pe I;

(7i1) functia f admite primitive pe J,
atunci functia (f ou)u’ admite primitive pe I.

Mai mult, daca F : J — R este o primitiva a functiei f pe J, atunci
functia F o este o primitivd a functiei (f ou)u' pe I gi are loc egalitatea

/ fu(x)d (z)de = Fou+C.

Demonstratie. Fie F' : J — R o primitiva a functiei f pe intervalul J,
atunci functia F este derivabila pe J si F/ = f. Cum functia u este derivabila
pe I, obtinem ca F o u este derivabila pe [ si

(Fou) (z) = F' (u(z))u (z) = f (u(z))u (), oricare ar fi x € I..
Prin urmare, functia functia F o u este o primitiva a functiei (f ou)u'. m

Observatia 3.7.5 Fie I un interval din R. Pentru a calcula primitivele
functiei primitivabile g : I — R, adica pentru a calcula integrala

[ s@as.

folosind metoda schimbarii de variabila, parcurgem urmatoarele trei etape:
19 Punem in evidenta, in expresia functiei g, o functie derivabila u : I —
R si o functie primitivabila f : u (I) — R astfel incat g (z) = f (u (z)) v’ (x),
oricare ar fi x € 1.
20 Determinam o primitiva F : u (I) — R a functiei f pe u (I), adica

/ Ft)dt=F+C.

3% O primitiva a functiei g = (f ou) v’ pe I este F o u, adica

/ g(x)dex =Fou+C,
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sau, echivalent,

/ g(x)dz =F (u(z))+C, z € I.

Exemplul 3.7.6 Sa se calculeze integrala

/cotxd:):, z €]0, 7.

Solutie. Avem I =]0,7[ si g (x) = cot z, oricare ar fi = €]0, 7[. Deoarece

RV A
= fi
g (x) g (sinz)", oricare ar fi z €]0, 7,
luam u :]0,7[— R definitd prin u(z) = sinx, oricare ar fi = €]0, 7] si f :
10, +00[— R definita prin f () = 1/¢, oricare ar fi ¢ €]0, +oo[. Evident
g(z) = f(u(x))u (x), oricare ar fi x €]0, +o0].
O primitiva a functiei f pe |0, +o00] este functia F :]0, +oo[— R definita prin
F (t) =1Int, oricare ar fi ¢ €]0, +o0],
adica

/f(t)dtz/idtzlnt—irc, £ €]0, +0].

Atunci o primitiva a functiei g pe |0, +00] este F o u, adica avem

/cot:rdx =In|sinz|+C, z€]0,n].
n

Teorema 3.7.7 (a doua metodd de schimbare de variabila) Fie I si J doud
intervale din R gt f: I - R st u:J — I doud functii. Daca:

(1) functia u este bijectiva;

(i7) functia u este derivabila pe J si v’ (z) # 0, oricare ar fi x € J;

(131) functia h = (f ou)u' admite primitive pe J,
atunci functia f admite primitive pe I.

Maimult, daca H : J — R este o primitivd a functiei h = (f ou)u’ pe
J, atunci functia H o u™! este o primitivd a functiei f pe I, adicd are loc
egalitatea

/f(x)da::Houl—}-C.

Demonstratie. Fie H : J — R o primitiva a functiei h = (f ou)u’ pe J,
atunci functia H este derivabila pe J si

H =h=(fou)u.
Pe de alta parte, din (4) si (#4) rezulta ca functia u=! : I — .J este derivabila
pe I. Atunci functia H o u™! este derivabila pe I si

(H o u_l) (r)=H' (u_l (x)) (u_l)/ (x)=h (u_l (:U)) (u_l)

/

(z) =
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= ((fou) (v (@) (u (@) (u™) (2) =
= ) u_l x ;

Prin urmare, functia H o u™! este o primitiva a functiei f pe /. m

= f(z), oricare ar fi z € I.

Observatia 3.7.8 Fie I un interval din R. Pentru a calcula primitivele
functiei primitivabile f : I — R, adica pentru a calcula integrala

[ @

folosind metoda schimbaérii de variabild data de teorema 3.7.7, parcurgem
urmatoarele trei etape:

1° Punem in evidents un interval J C R si o functie u : J — I bijectiva,
derivabila pe J si cu derivata nenuld pe .J (Se apune c& functia u~! schimba
variabila x in variabila t).

20 Determinam o primitiva H : J — R a functiei (f o u) v pe J, adici

/ Fu(t)dt = H+C.
3% O primitiva a functiei f pe I este H o u™ !, adica

/ flx)de=Hou '+,

sau, echivalent,

[ rwaw=mt @) e aer

Exemplul 3.7.9 Sa se calculeze integrala

1
/ —dz, x €]0,7[.
sinz

Avem [ :=|0,n[. Luam functia u :]0, +00[—]0, 7| definitd prin u () =
2 arctant, oricare t €]0, +oo[. Functia u este bijectiva, derivabila

Observatia 3.7.10 Fie I si J doua intervaledin Rsi f:J — Rsiu:1I — J
doua functii cu urmatoarele proprietati:

(a) functia u este bijectiva, derivabila pe I cu derivata continua si nenula
pe I;

(b) functia f este continua pe J.

Fie F': J — R o primitiva a functiei f pe J (o astfel de primitiva exista
deoarece f este continua pe J).

In baza primei metode de schimbare de variabila (teorema 3.7.4), functia
F o u este o primitiva a functiei (f o u)u’ pe I.

Reciproc, s& presupunem cd H = F o u este o primitivd a functiei
(fou)u' pe I. Atunci, in baza celei de a doua metode de schimbare de
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variabild (teorema 3.7.7), functia Hou ™! = Fouou™! = F este o primitiva
a functiei f pe J.

Prin urmare, in ipotezele (a) si (b), functia F': I — R este o primitiva a
functiei f pe J daca si numai daca functia F' o u este o primitiva a functiei
(f ou)u pe I. Cu alte cuvinte, in ipotezele (a) si (b), cele doud metode de
schimbare de variabila sunt echivalente.

Practic avem o singura metoda de schimbare de variabila si mai multe
variante de aplicare a ei.

Varianta 1. Avem de calculat

/f(x)d:n, vel

Atunci:
1° Punem in evidenta in expresia lui f, o functie u : I — R si o functie
primitivabila g : u (I) — R astfel incat

f(z) =g (u(z))d (x), oricare ar fi z € I.

20 Facem inlocuirile formale v (z) := ¢ si v/ (x) dz := dt; obtinem inte-
grala nedefinita

/ gt)dt=G@t)+C, teu(l).

3° Revenim la vechea variabila z, punand ¢ := u (x) in expresia primitivei
G; obtinem

[ s@ar=cunre zer
Varianta 2. Avem de calculat

/f(x)da:, x el

Atunci:

1° Punem in evidents un interval J C R si o functie u : J — I bijectiva
si derivabila.

20 Facem inlocuirile formale x := u (t) si dz := ' (t) dt; obtinem inte-
grala nedefinita

[ty @ e
pe care o calculam. Fie

[ o oa=nwie s

3% Revenim la vechea variabild z, punand t := u~! (x) in expresia pri-
mitivei H; obtinem

[ rwaw=nat@) e aer
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Varianta 3. Avem de calculat

/f(x)da:, xz el

Atunci:

1° Punem in evident#, in expresia lui f, o functie injectiva u : I — R cu

u™! :u (I) — I derivabila, si o functie g : u (I) — R astfel incat

f(x)=g(u(z)), oricare ar fi x € I.

20 Facem inlocuirile formale u (x) = t si dz = (uil)l (t) dt; obtinem
integrala nedefinita

[ a0 @ @t teu,
pe care o calculam. Fie
—1\/
o) (™) (dt=F (1), t € u(l),
3° Revenim la vechea variabila z, punand ¢ := u () in expresia primitivei
F'; obtinem
/ f(x)de =G (u(x))+C, z €l
In toate cele trei variante ale formulei schimbérii de variabila,expuse mai
sus, expresia functiei u se impune din context, analizand expresia functiei f.
Cand se da o indicatie asupra schimbarii de variabila folosite, se spune

simplu " se face substitutia © = wu(t)” sau ”se face substitutia t = u(zx)”,
celelalte elemente rezultand din context.

Exemplul 3.7.11 Sa se calculeze
tgx T T
I an e (CTT).
/1—|—tg1‘ nre\T

1
Se face substitutia tanxz = t, deci x := arctant si dx := 52 Se obtine

I—/tdt—l/ : + L L Ya-
) A+ a4+ 2 2?24+1 2+1 t+1 N

1 1 1
:Z(t2+1)+§arctant—§ln(t—|—1)—|—c, te(—1,400).

Atunci

t 1
I:/%deZ(‘rln(sinx+COS$))+C, x € <*Za%)

Observatia 3.7.12 Nu exista reguli de calcul al primitivelor decat pentru
clase restranse de functii elementare.
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8. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 3.8.1 Sa se arate ca urmétoarele functii f : I — R admit
primitive pe intervalul I C R i sa se determine o primitiva F' : I — R a
functiei f pe intervalul I, daca:

a) f(z) = 2® 4+ x, oricare ar fi x € [ = R;

b) f(v) = 23+ 22 — 4, oricare ar fi ¥ € [ = R;

¢) f(x)=z(z+1)(z+2), oricare ar i z € [ = R;
d) f(x) =1z, oricare ar fi z € I =]0, +o0];

e) f(z) =1/x, oricare ar fi x € I =] — 00, 0];

f) f(z) =2° +1/z, oricare ar i x € I =0, +o0];
g) f(z) =1/2?% oricare ar i z € I =)0, +o0];

h) f(x) = 1/x2, oricare ar fi x € I =] — 00, 0.

Exemplul 3.8.2 Si se calculeze:

20 — 1
e 2 .
a) /x2—3x—|—2dx’ x €]2,400];

/ sdr, = >1;
x—1) x—i—l)

d > 1;
/$3 T, T

2
/ T4+5 zER:
2 4+ 5x+10°

€ R.
/:U2—|—a:+1

Exemplul 3.8.3 Si se calculeze:

dz, = €]0,+o0];

f:/m

dz, z €1, +oo].

0 1= [

Exemplul 3.8.4 Si se calculeze:

1
a) I:/ dr, = €]V3—1,+o0[;
1+Va2+2x—2

7 1 -1-V17 V17-1
b)I_/(:v—i—l)\/mdx’ vl gt

Exemplul 3.8.5 Sa se calculeze:
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2 3
1 1
a) / 3 5 dz; b) / ————du;
1 B+ +ar+1 1 z(2249)
1 2 1
e 41 x
—duz; d —d
) /_1 1 )/_1 a1l

Exemplul 3.8.6 Sa se calculeze:

—2 T z+1
dx; b) d
2 /_3 (@+1) (@ +3) / (@2 44z 157

2 2

1 2 4

c) / 3 dz; d) / z + 20° +§+ dx.
1 v+ 0 (x+1)
Exemplul 3.8.7 Sa se calculeze:
S| ! 1

a dx; b dx;

)/0 1+ a4 )/0 (x+1) (22 +4)

3 9.3 2 13
2 2¢ — 1 2
C)/ T +:1:4 + 2z dz: d)/ Lxdx.
2 rt—1 o (z+1)

Exemplul 3.8.8 Sa se calculeze:

)/ 1 b) /1 4
a €T, €I,
1 V4 — a2 0o Vzi4+az+1

3 2
x
———duz; d / dx.
)/_1 Vax? +r+1 ) 2 (22 —-1)va2 -1
Exemplul 3.8.9 Sa se calculeze:

3 1
a) / Va2 + 2z — Tdx; b) / V6 + 4z — 222dx;
2 0

dz;

3/4 1
0 / d) / 1w
o (z+1)Vaz+1 2 xva? -1
Exemplul 3.8.10 Sa se arate ca:

1
a) 2\/§</ Va? + 4z + 5dx < 2v10;
1

b)ez(e—1)<fee nedr < S (e—l).

Observatia 3.8.11 Pentru detalii puteti consulta [5] si [3].
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