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CAPITOLUL 1

Serii de numere reale

Notiunea de serie este extensia naturald a notiunii de suma finita. Stu-
diul seriilor se reduce la studiul unor giruri de numere. Determinarea sumei
unei serii se reduce la calculul unei limite.

Insumarea progresiilor geometrice infinite cu ratia mai mica in modul
decat 1 se efectua deja din antichitate (Arhimede). Divergenta seriei ar-
monice a fost stabilitd de invatatul italian Mengoli in 1650. Seriile apar
constant in calculele savantilor din secolul al XVIII-lea, dar neacordandu-se
totdeauna atentia necesara problemelor convergentei. O teorie riguroasa a
seriilor a inceput cu lucrarile lui Gauss (1812), Bolzano (1817) si, in sfarsit,
Cauchy (1821) care da pentru prima data definitia valabila si azi, a sumei
unei serii convergente si stabileste teoremele de baza.

1. Notiuni generale

In acest paragraf vom defini notiunile de serie de numere, serie conver-
genta, serie divergenta, suma a unei serii de numere.

Definitia 1.1.1 Se numeste serie de numere reale orice pereche ordo-
natd ((un) , (5n))pen unde (un),cy este un sir de numere reale, iar

Sp=ui+ U+ -+ uy, oricare ar fin € N. §

Prin traditie seria ((uy,),(sn)) se noteaza

oo
E U, sau E U, sau E Up Sal Ul +UQ + ... + Uy + ...
n=1 neN n>1

sau, cand nu este pericol de confuzie, se noteaza simplu prin
g Up,-
o0

Numarul real uy, (n € N) se numeste termenul general al seriei > uy,
n=1
o0

iar girul (u,) sirul termenilor seriei >  wu,. Numarul real s,, (n € N) se

n=1
[eS)

numeste suma partiald de rang n a seriei Y u,, iar sirul (s,) sirul

n=1
00

sumelor partiale ale seriei ) u,,.
n=1
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o0
Definitia 1.1.2 Spunem ca seria Yy, un = ((un),(sn)) este convergentd
n=1
daca sirul (s,) al sumelor partiale este convergent.
Orice serie care nu este convergentd se numeste divergentd. <

Daca sirul (s,) al sumelor partiale ale seriei Y u, = ((uy),(sn)) are

n=1
o0
limita s € RU {400, —oo}, atunci spunem ca seria ) u, are suma s (sau
n=1
o0
ca s este suma seriei Y u,) si vom scrie
n=1

oS
g Up = S.
n=1

Exemplul 1.1.3 Seria

1
1.1.1 E _
( ) 1n(n—|— 1)

n=

are termenul general u, = 1/(n(n+1)), (n € N) si suma partiala de rang
n € N egala cu

‘ ~

1 1
T S R _
* +n(n+1) n+1

Sn:U1+"'+un:1.

\V)

Intrucat sirul sumelor partiale este convergent, seria (1.1.1) este con-

vergenta. Deoarece lim s, = 1, suma seriei (1.1.1) este 1; prin urmare
n—oo

scriem

> 1
2 g =0

n=1

Exemplul 1.1.4 Se numeste serie geometrica (de ratie ¢) orice serie de
forma

(o]
(1.1.2) >
n=1

unde ¢ este un numar real fixat. Evident termenul general al seriei geo-
metrice (1.1.2) este u, = ¢" 1, (n € N), iar suma partiald de rang n € N
este
1—4q"
_ , daca 1
sn=1+q+ -+q¢"'=¢ 1—¢ 7
n, daca ¢ = 1.

De aici deducem imediat ca seria geometrica (1.1.2) este convergenta daca
si numai daca |¢| < 1. Daca |¢| < 1, atunci seria geometrica (1.1.2) are suma
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1/ (1 — q) si scriem
[e.e]
> t=y
n=1 1- q
Daca g > 1, atunci seria geometrica (1.1.2) este divergenta; in acest caz seria

are suma +o00 si scriem
o
n—1 __
q = +o0.
n=1

Daca g < —1, atunci seria geometrica (1.1.2) este divergenta si nu are suma.
O

Studiul unei serii comporta doua probleme:

1) Stabilirea naturii seriei, adica a faptului ca seria este convergenta sau
divergenta.

2) In cazul in care seria este convergent#, determinarea sumei seriei.

Daca pentru rezolvarea primei probleme dispunem de criterii de convergenta
si divergenta, pentru rezolvarea celei de a doua probleme nu dispunem de
metode de determinare a sumei unei serii decat pentru cateva serii particu-
lare.

In cele ce urmeazi vom da cateva criterii de convergena si divergenta
pentru serii.

Teorema 1.1.5 (criteriul general de convergenta, criteriul lui Cauchy)

o0
Seria Y uy este convergentd daca $i numai daca pentru fiecare numar real
n=1
e > 0 exista un numdar natural n. cu proprietatea ca oricare ar fi numerele
naturale n gi p cun > n. avem

\un+1 + Upyo + -+ Un_t,_p‘ < €.

Demonstratie. Fie s, = u; + - - - 4+ uy, oricare ar fi n € N. Atunci seria
o

> uy este convergentd daca si numai daca girul (s,) al sumelor partiale
n=1

este convergent, prin urmare, in baza teoremei lui Cauchy, daca si numai
daca girul (s;,) este fundamental, adicad dacd si numai dacad oricare ar fi
numarul real € > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea ca oricare ar

fi numerele naturale n si p cu n > n. avem |s,4p — Sp| < €. Intrucat
Sp4p — Sp = Up41 + Upg2 + -+ - + Upqp, oricare ar fi n,p € N,

teorema este demonstrata. m

Exemplul 1.1.6 Seria

(1.1.3) i
n=1

numita seria armonicd, este divergenta si are suma +oo.

Y

S
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Solutie. Presupunem prin absurd cé seria armonica (1.1.3) este convergenta,;
atunci, in baza criteriului general de convergenta (teorema 1.1.5), pentru
e = 1/2 > 0 existd un numéar natural ng cu proprietatea ca oricare ar fi
numerele naturale n si p cu n > ng avem

! +- ! <1
n+1 n+p|l 2
De aici, ludnd p = n = ng € N, obtinem

1 1 1

Fob—— <o
ng+ 1 no + no 2
Pe de alta parte, din ng + k < ng + ng, oricare ar i k € N, k < ng
deducem

(1.1.4)

1 1 S Mo 1

n0+1+ +n0+n0_2n0 2
si deci inegalitatea (1.1.4) nu are loc. Aceastd contradictie ne conduce la
concluzia ca seria armonica (1.1.3) este divergentd. Deoarece sirul (s,) al
sumelor partiale este strict crescator avem ca

Exemplul 1.1.7 Seria
. sinn
(1.1.5) > o

n=1

este convergenta.

Solutie. Fie u, = (sinn) /2", oricare ar fi n € N; atunci pentru fiecare
n,p € N avem

sin (n + 1) sin (n + p)
[Unt1 + tna2 + o A Ungy| = | g b | <
|sin (n + 1) |sin (n + p)| 1 -
ST Tt o St T T

_ i1 1
o T w) S

Fie ¢ > 0. Intrucét sirul (1/2™) este convergent catre 0, deducem ca
exista un numar natural n. cu proprietatea ca 1/2" < ¢, oricare ar fi numarul
natural n > n.. Atunci

1
[Unt1 + Ung2 + -+ Ungp| < on <&,

oricare ar fi numerele naturale n, p cu n > n.. Prin urmare seria (1.1.5) este
convergenta. m
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o0
Teorema 1.1.8 Daca seria Y u, este convergentd, atunci girul (u,) este
n=1
convergent catre zero.
Demonstratie. Fie € > 0; atunci, in baza criteriului general de convergenta
al lui Cauchy (teorema 1.1.5), existd un numar natural n. cu proprietatea
ca

|Un+1 + Ung2 + - - - + Unyp| < €, oricare ar fi n,p € N cun > n..

Daca aici luam p = 1, obtinem ca |u, 41| < €, oricare ar fin € N, n > n., de
unde deducem ca

lun| < &, oricare ar fin € N,n > n. + 1;

prin urmare sirul (u,) converge catre 0. m

Observatia 1.1.9 Reciproca teoremei 1.1.8, in general, nu este adevarata
(o)

in sensul ca exista serii Y u, cu girul (u,) convergent catre 0 si totusi seria
n=1
nu este convergenta. De exemplu seria armonica (1.1.3) este divergenta desi

sirul (1/n) este convergent catre 0. ¢

o0
Teorema 1.1.10 Fie m un numdr natural. Atunci seria > u, este con-
n=1
[e.e]
vergentd dacd gi numai daca seria Y u, este convergentd.
n=m

Demonstratie. Fie s, = u1+---+uy, oricare ar fin € Ngit, = upm~+---+un,

o0
oricare ar i n € N n > m. Atunci seria »_ u,, este convergenta daca si

n=1
numai daca sirul (s,),cy este convergent, prin urmare daca si numai daca
[e.e]
sirul (¢,),,,, este convergent, agsadar daca si numai daca seria ) u, este
- n=m

convergenta. m

o0 o0
Teorema 1.1.11 Dacd Y u, si Y v, sunt serii convergente si a §i b sunt
n=1 n=1

(e8]
numere reale, atunci seria Y (au, + bvy) este convergentd si are suma
n=1

o0 (o)
az Uy, + bz Up.
n=1 n=1

Demonstratie. Evident, pentru fiecare numar natural n avem
n n n
Z (aur +bvg) = a Zuk +b ka ,
k=1 k=1 k=1
de unde, in baza proprietatilor sirurilor convergente, obtinem afirmatia teo-
remei. |
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Exemplul 1.1.12 Intrucat seriile

=1 =1
Z 2n71 §1 Z 3n71
n=1 n=1

sunt convergente gi au suma 2 respectiv 3/2, deducem ca seria

/1 1\ /1 1 1 1

Z on  3n _Z 9 on—-1 3 3n-1
n=1 n=1

este convergentd si are suma (1/2) -2 —(1/3)-(3/2) =1/2. ¢

[&.°]

Definitia 1.1.13 Fie ) u, o serie convergentd cu suma S, n un NumMar
n=1
o
natural §i s, = u1+---+u, suma partiala de rang n a seriei Y u,. Numdarul
n=1
o0
real T, = s — s, se numeste restul de ordinul n al seriei Y uy. O
n=1
o0
Teorema 1.1.14 Daca seria Y, u, este convergenta, atunci girul (ry,) al
n=1
resturilor ei este convergent catre 0.
oo
Demonstratie. Fie s = > u,. Deoarece sirul (s,) al sumelor partiale ale
n=1
oo
seriei Y u, este convergent catre s = lim s, §i r,, = s — sy, oricare ar fi
n=1 n—oo

n € N, avem ca sirul (r,) este convergent catre 0. m
2. Serii cu termeni pozitivi

o0
Daca ) uy, este o serie de numere reale convergenta, atunci sirul (s;,)
al sumelo?zgar‘giale este marginit. Reciproca acestei afirmatii, in general
nu este adevarata in sensul ca exista serii divergente care au sirul sumelor
(e @]
partiale mirginit. Intr-adevir, seria > (—1)”_1 are sirul sumelor partiale
n=1
cu termenul general s,,, (n € N) egal cu

s — 1, daca n este par
" 0, daca n este impar.

Evident girul (s;,) este marginit (|s,| < 1, oricare ar fi n € N) desi seria
o0
S (=1)"! este divergents (sirul (s,) nu este convergent).
n=1

o0
Daca seria ) u,, are termenii numere reale pozitive, atunci girul (s,) al
n=1
sumelor partiale este crescator; in acest caz faptul ca sirul (s,) este marginit
este echivalent cu faptul ca girul (s, ) este convergent.
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Scopul acestui paragraf este de a da criterii de convergenta pentru aga
numitele serii cu termeni pozitivi.

o0
Definitia 1.2.1 Se numeste serie cu termeni pozitivi orice serie Y uy,

n=1
care are proprietatea cd u, > 0 oricare ar fin € N. §

Pentru seriile cu termeni pozitivi are loc urmatoarea afirmatie.

o0
Teorema 1.2.2 Dacd Y uy, o serie cu termeni pozitivi, atunci
n=1

o0
19 Seria 3" u, are sumd si
n=1

oo n
Zun:sup Zuk: neN
n=1 k=1

o0 n
P Seria Y u, este convergentd dacd si numai dacd sirul <Zuk) al
n=1 k=1
sumelor partiale este marginit.

Demonstratie. Pentru fiecare n € N punem

n
SnZZZZE:uk.
k=1

19 Sirul (s,) este crescitor si atunci, in baza teoremei lui Weierstrass
relativa la sirurile monotone, afirmatia 19 este dovediti.
(o]

20 Daca seria S u, este convergent, atunci sirul sumelor partiale (s,)
n=1
este convergent si deci marginit.
Daca girul (s,) este marginit, atunci, intrucat el este monoton, deducem
(o)
ca sirul (s,) este convergent si prin urmare seria . u, este convergenta. m
n=1

oo o0
Teorema 1.2.3 (primul criteriu al comparatiei) Dacda > u, st Y vy sunt
n=1 n=1
serit cu terment pozitivi cu proprietatea ca exista un numar real a > 0 $i un

numdr natural ng astfel incat

(1.2.1) Uy < av, oricare ar fin € N, n > ng,
atunci:
o0 o0
19 Daca seria Y. v, este convergentd, atunci seria Y u, este conver-
n=1 n=1
genta.
o0 o0

20 Dacd seria Y u, este divergentd, atunci seria Y. vy, este divergentd.
n=1 n=1
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Demonstratie. Pentru fiecare n € N, fie s,, = u1+...4+uy, sit, = vi+...4+vp;
atunci din (1.2.1) avem ca

(1.2.2) Sn < Spg + @ (Upg+1 + ... +vp), oricare ar fi n € N, n > ny.

[e.e]

19 Daci seria Y v, este convergent#, atunci sirul (t,) este marginit,
n=1

prin urmare exista un numar real M > 0 cu proprietatea ca t,, < M, oricare

ar fi n € N. Acum din (1.2.2) deducem ca pentru fiecare n € N, n > ng au
loc inegalitatile

Sn < Sng + @ (tn — tny) < Spy + aty, — atpy < Spg + aty, < sp, + abl,

de unde rezulta ca sirul (s,) este marginit. Atunci, in baza teoremei 1.2.2,
o0

seria »_ u, este convergenta.
n=1
o0 [e.°]
20 Presupunem ci seria Y u,, este divergentd. Daci seria > v, ar fi
n=1 n=1

o0
convergentd, atunci in baza afirmatiei 1°, seria 3" u, ar fi convergenta, ceea

n=1
o0 o0
ce contrazice ipoteza cd seria »_ u,, este divergenta. Asadar seria ) v, este
n=1 n=1

divergenta. m

oo ~
Exemplul 1.2.4 Seria n~1/2 este divergents. Intr-adevir, din inegali-
n=1
tatea /n < n adevarats oricare ar fi n € N, obtinem can=! < n~
o0
ar fi n € N. Cum seria armonica > n~! este divergents, in baza teoremei
n=1

1 2 oricare

(o]
1.2.2, afirmatia 2°, deducem ca seria n~1/2 este divergenti. ¢
n=1

o0 o0
Teorema 1.2.5 (al doilea criteriu al comparatiei) Dacd . wu, §i >, vy

n=1 n=1
sunt serit cu termeni pozitivi cu proprietatea cd exista

u
(1.2.3) lim — € [0, 4],
n—oo Uy,
atunci
19 Daca
L
lim — €]0, +oo,
n—oo Up
o0 o0
atunci seriile Y u, $i >, vn au aceeagi naturd.
n=1 n=1
2° Dacd
u
lim = =0,
n—0oo Up

atunca:
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o0 o0
a) Daca seria Y v, este convergentd, atunci seria » , u, este conver-
n=1 n=1
genta.
oo [e.e]
b) Daca seria Y u, este divergentd, atunci seria Y, vy, este divergentd.
n=1 n=1
3% Daca
. Un
lim — = +o0,
n—0o0 Uy
atunci:
o0 oo
a) Daca seria Y, uy este convergentd, atunci seria Y, v, este conver-
n=1 n=1
genta.
o0 o0
b) Daca seria Y v, este divergentd, atunci seria »_, uy este divergentd.
n=1 n=1
Demonstratie. 1° Fie a := lim (u,/v,) €]0, +00[; atunci exista un numar

n—oo
natural ng cu proprietatea ca

U a .
— —a| < =, oricare ar fin € N, n > ny,
Up, 2
de unde deducem ca
(1.2.4) v < (2/a) uy, oricare ar fin € N, n > ng
si
(1.2.5) un, < (3a/2) vy, oricare ar fi n € N, n > ny.
o0
Daca seria ) wu, este convergentd, atunci in baza primului criteriu al
n=1

comparatiei (teorema 1.2.3), aplicabil pentru ca are loc (1.2.4), obtinem ca
[e.°]

seria »_ v, este convergenta.
n=1
o0

Daca seria Y v, este convergenta, atunci tinand seama de (1.2.5), in
n=1
(&)
baza primului criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3) rezulta ca seria > u,
n=1
este convergenta.

20 Daca lim (un/v,) = 0, atunci existd un numir natural ng astfel
n—oo

incat u, /vy, < 1, oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca
U, < vy, oricare ar fi n € N, n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei.
3% Daca lim (u,/v,) = 400, atunci existd un numar natural ng astfel
n—oo

incat u, /vy, > 1, oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca
vp < Uy, oricare ar fi n € N,n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei. m



10 1. SERII DE NUMERE REALE

o0 A~
Exemplul 1.2.6 Seria Y. n~2 este convergenta. Intr-adevar, din

n=1
2
. n
lim —— =1 €]0,4o0],
n—oo n(n+1)
deducem ca seriile > n™° si Y, 7y AU aceeagi naturd. Cum seria >
n=1 n= n=1
o0

ﬁ este convergent# (vezi exemplul 1.1.3), obtinem ci seria Y n~2 este

n=1
convergenta. ¢

o [e.°]
Teorema 1.2.7 (al treilea criteriu al comparatiei) Daca > u, $i Y, vy
n=1 n=1

sunt serii cu termeni pozitivi cu proprietatea cd exista un numar natural ng
astfel incat:

Un+1 Un+1 .
(1.2.6) — < , oricare ar fin € N, n > ng,
Un Un
atunci:
[e.e] oo
19 Dacd seria Y. vy este convergentd, atunci seria Y. u, este conver-
n=1 n=1
genta.
oo o0
20 Daca seria > uy, este divergentd, atunci seria . vy, este divergentd.
n=1 n=1

Demonstratie. Fie n € N, n > ng + 1; atunci din (1.2.6) avem succesiv:

Uno +1 < U’I’LO —+1
Ung  Ung
Un < Un

— b
Un—1 Un—1
de unde, prin inmultire membru cu membru, obtinem

Unp, Un
_—

Ung ~ Ung
Asadar

Unp, .
U, < —2v,, oricare ar fi n € N, n > ny.
no
Aplicam acum primului criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3). Teorema
este demonstrata. m

o0
Teorema 1.2.8 (criteriul condensarii al lui Cauchy) Fie »  u, o serie
n=1
cu termeni pozitivi cu proprietatea ca sirul (u,) al termenilor seriei este
[e.°] o0

descrescator. Atunci seriile Y up $i >, 2"Mugn au aceeagi naturd.
n=1 n=1
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Demonstratie. Fie s,, := u; + uo + ... + u,, suma partiala de rang n € N

o
a seriei Y uy, i fie Sy, = 2ug + 2%ug2 + ... + 2"ugn suma partiald de rang

n=1
oo
n € N a seriei ) 2"ugn.
n=1
oo
Presupunem ca seria ) 2"ugn este convergentd; atunci sirul (S,) al
n=1

sumelor partiale este marginit, prin urmare existd un numar real M > 0
astfel incat
0<S, <M, oricare ar fin € N.
o0
Pentru a arata ca seria Y u,, este convergenta, in baza teoremei 1.2.2; este
n=1
suficient s& aratam ca sirul (s,) al sumelor partiale este marginit. Deoarece
oo

seria > u, este cu termeni pozitivi, din n < 2"*! — 1, (n € N) deducem c&
n=1

Sp < Sont1_1 = up + (ug +uz) + (ug + - - - +ur) +
+ (ugn 4+ ugny1 + -+ -+ Ugnt1_q) .
Intrucat girul (uy) este descrescator, urmeaza ca
Ugk > Ugk 1 >+ + > Ugk+1_q, oricare ar fi k € N
si deci s, se poate delimita mai departe astfel
S < Sonii_y <up+2-up+ 2% uge + -+ 2" ugn =

:ul-f—SnSUl-l-M.
o
Asadar girul (s,,) este marginit si deci seria »_ u, este convergenta.

n=1
00

Presupunem acum ca seria Y u, este convergentd; atunci sirul (s,) al

n=1
)

sumelor partiale ale seriei ) u,, este marginit, prin urmare existd un numar
n=1
real M > 0 astfel incat 0 < s,, < M, oricare ar fi n € N. Pentru a arata ca
o0

seria ), 2"ugn este convergenta, este suficient sa aratam ca sirul (S,) este
n=1
marginit. Fie deci n € N. Atunci

Son = uy + ug + (uz + ug) + (us + ug + uy +ug) + - - -+
+(U2n—1+1 —+ - +U2n) >
> uy 4 ug + 2uge + 2%ugs 4+ - -+ 2" Lugn >
1 1
> up + §Sn > §Sm
prin urmare avem inegalitatile
Sn S 282n S 2M
o0

Asadar girul (S,,) este marginit si deci seria Y 2™ugn este convergenta. m
n=1
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Exemplul 1.2.9 Seria
1
Z —, unde a € R,
na
n=1
numita seria armonica generalizata, este divergenta pentru a < 1 si
convergenta pentru a > 1.

Solutie. Intr-adevir, dacii a < 0 atunci girul termenilor seriei (n™%) nu

converge catre zero si deci seria Z = este divergenta. Daca a > 0, atunci
n=1

sirul termenilor seriei (n~%) este descrescator convergent catre zero si deci

putem aplica criteriul condensarii; seriile Z Z 2"
n=1

n . v .
) , oricare ar fi n E N , deducem ca seria

2n) au aceea§1
1

naturd. Intrucat 27 W = (261—_1

Z 2” K este de fapt seria geometrica Z (2a 1) , divergenta pentru a <

1 g1 convergenta pentru a > 1. Urmeaza ca seria Z n% este divergenta pentru

n=1
a <1 si convergenta pentrua > 1. m
o0
Teorema 1.2.10 (criteriul raportului, criteriul lui D’Alembert) Fie > wy,
n=1

o0 serie cu terment pozitivi.
19 Daca existd un numdr real ¢ € [0,1] si un numdr natural ng astfel
incat:

Un+1 .
—— < q oricare ar fin € N, n > ny,
Un
[e.e]
atunci seria Y uy, este convergentd.
n=1

20 Dacd existd un numdr natural ng astfel incdt:

Un+1 .
L > oricare ar fin € N, n > ng,
Un
o0
atunci seria Y . u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Aplicam al treilea criteriu al comparatiei (teorema 1.2.7,

afirmatia 1°), luand v, := ¢"~!, oricare ar fi n € N. Avem
Un+1 Un+1 .
<gqg= , oricare ar i n € N, n > ny,
Unp Un
o0 (o]
iar seria > v, este convergenta, prin urmare seria » , u, este convergenta.
n=1 n=1

20 Din w4 1/u, > 1 deducem c& wy, 1 > Uy, oricare ar fi n € N, n > ny,
prin urmare sirul (u,) nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.1.8,
o0

seria Y wuy, este divergenta. m
n=1
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o0
Teorema 1.2.11 (consecinta criteriului raportului) Fie . wu, o serie cu
n=1
. ege o . v . U
termeni pozitivi pentru care existd lim -—2tL,
n—oo n
19 Daca u
. n+1
lim <1,
n—oo Uy
o0
atunci seria Y, uy, este convergentd.
n=1
2° Dacd U
. n+1
lim > 1,
n—oo  Up
o0
atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1
Demonstratie. Fie ¢ := lim “*L Evident a > 0.
n

n—oo
19 Intrucat a € [0, 1] deducem ci existd un numar real ¢ €]a, 1[. Atunci,
din a €]a — 1, ¢[ rezulta ca exista un numar natural ng astfel incat

Un+1 .
Al €la — 1,¢[, oricare ar fi n € N, n > ny.
uTL
Urmeaza ca u
1 .
ntl < q, oricare ar fi n € N, n > ny.
Unp,
o0
Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria ) u,, este convergenta.
n=1

20 Daca 1 < a, atunci existd un numir natural ng astfel incat
Un+1
Unp,

> 1, oricare ar fin € N, n > ng.

(e ¢]

Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria ) u, este divergenta.
n=1

]

Exemplul 1.2.12 Seria

(1.2.7) > E

n=1

este convergenta.

Solutie. Avem ca

. Un+1 1

lim o —

n—oo Uy 27

si atunci, in baza consecintei criteriului raportului, seria (1.2.7) este conver-
genta. m

<1,

oo
Observatia 1.2.13 Daca pentru seria cu termeni pozitivi »  u, exista li-
n=1
mita lim “2*! & este egald cu 1, atunci consecinta criteriului raportului nu

n—oo
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o0
decide daca seria Y u, este convergenta sau divergenta; exista serii conver-
n=1

ente, dar si serii divergente pentru care lim
Y
n—oo Un

Untl — 1 [ntr-adevir, pentru

Un+1

o [e.9]
seriile Y. n~!si > n~2 avem, in ambele cazuri, lim = 1, prima serie
n=1

n=1 n—oo UYn
fiind divergenta (vezi exemplul 1.1.3) si a doua serie fiind convergenta (vezi
exemplul 1.2.6). ¢

o0
Teorema 1.2.14 (criteriul radicalului, criteriul lui Cauchy) Fie Y wuy, o
n=1
serie cu termeni pozitivi.
19 Dacd existd un numdr real q¢ € [0,1] si un numar natural ng astfel

ncat

(1.2.8) Yu, < q, oricare ar fin € N, n > ng,
o
atunci seria Y, uy, este convergentd.
n=1
20 Daca existd un numdr natural ng astfel incat
(1.2.9) Yu, > 1, oricare ar fin € N, n > ny,

o0
atunci seria y, u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Presupunem ca existi ¢ € [0,1[ si ng € N astfel incat
(1.2.8) sa aiba loc. Atunci

up < ¢", oricare ar fin € N, n > ng.

Aplicdm acum primul criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3, afirmatia 1),

~ o0
luand v, := ¢" ! oricare ar fi n € N si a := ¢. Intrucat seria > ¢" ! este
n=1
o0
convergenta, obtinem ca seria Y wu, este convergenta.
n=1

20 Din (1.2.9) deducem c& u, > 1, oricare ar fi n € N, n > ng, prin
urmare sirul (u,) nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.1.8, seria

o0
> uy, este divergenta. m

n=1
o0

Teorema 1.2.15 (consecinta criteriului radicalului) Fie Y u, o serie cu
n=1

termeni pozitivi pentru care exista lim /u,,.
n—oo
19 Daca
lim Yu, <1
11— 00 n b
oo

atunci seria Y uy este convergentd.
n=1
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20 Daca
lim Yu, > 1,
n—o0
o0
atunci seria Y uy este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie a := nh_)rglo »u,. Evident a > 0.

10 Intrucat a € [0, 1] deducem c& existid un numar real ¢ €]a, 1[. Atunci,
din a €]a — 1, ¢[ rezulta ca exista un numar natural ng astfel incat

Yuy, €la —1,q|, oricare ar fi n € N, n > ny.

Urmeaza ca
Yu, < g, oricare ar fi n € N, n > ng.

&8
Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria »_ u,, este convergenta.
n=1
20 Daca 1 < a, atunci existd un numir natural ng astfel incat

Yu, > 1, oricare ar i n € N, n > ny.

o0

Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria »_ u, este divergenta.
n=1

]

Exemplul 1.2.16 Seria

o
(1.2.10) 3 ({’/n3+3n2+1— i”/n3—n2+1>”.
n=1

este convergenta.

Solutie. Avem

4
lim  /u, = lim (§/n3+3n2 +1—V/nd—n2+ 1) =->1.
n—oo n—oo 3
si deci, in baza consecintei criteriului radicalului, seria (1.2.10) este diver-

genta. m

o0
Observatia 1.2.17 Daca pentru seria cu termeni pozitivi Y u, exista li-
n=1
mita lim {/u, sieste egala cu 1, atunci consecinta criteriului radicalului nu
n—oo

o0
decide daca seria Y u, este convergenta sau divergenta; exista serii conver-
n=1
gente, dar si serii divergente pentru care lim {/u, = 1. Intr-adevar, pentru
n—oo
o0 o0
seriile Y- n~!si > n~2 avem, in ambele cazuri, lim {/u, = 1, prima serie
n=1 n=1 n—0o0
fiind divergenta (vezi exemplul 1.1.3) si a doua serie fiind convergenta (vezi
exemplul 1.2.6). ¢
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o0
Teorema 1.2.18 (criteriul lui Kummer) Fie Y w, o serie cu termeni
POZILLVL.
0 o . v . .. . v 9%
1Y Daca exista un sir (an)nEN , de numere reale pozitive, exista un numar
real v > 0 gt exista un numar natural ng cu proprietatea ca

u ‘
(1.2.11) Up—— — Qpy1 > 7, oricare ar fin € N, n > ng,
Un+1
o0
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1

20 Daca existd un sir (a,), de numere reale pozitive cu proprietatea cd

(&)
seria Y ai este divergenta si exista un numar natural ng astfel incat
n
n=1

Un

(1.2.12) an — ap+1 <0, oricare ar fin € N, n > nyg,

Un+1
[e.°]
atunci seria Y uy este divergentd.
n=1
Demonstratie. Pentru fiecare numar natural n, notdm cu
Spi=ul +u2 4+ ... +un
oo
suma partiala de rang n a seriei ) uy,.
n=1
1° Presupunem ci existd un sir (a,), de numere reale pozitive, exista
un numar real r > 0 si exista un numaéar natural ng astfel incat (1.2.11) are
loc. Sa observam ca relatia (1.2.11) este echivalenta cu

(1.2.13) Gplly — Gpi1Unt+]l > TUpy1, oricare ar fi n € N n > ny.
Fie n € N, n > np + 1; atunci din (1.2.13) avem succesiv:

UnoUng — Ano4+1Ung4-1 > TUng+1,

(p—1Up—1 — Gplly = Ty,
de unde, prin adunare membru cu membru, obtinem
UnoUng — Arln > T(Upg41 + - -+ Up).

De aici deducem c4, pentru fiecare numar natural n > ng avem

n no n 1
Sp = Z U = Z Ui + Z U < Spg + ; (anouno - anun) <
k=1 k=1 k=no+1

S Sno + ;anounoa

o0 ~
prin urmare sirul (s,) al sumelor partiale ale seriei > u, este marginit. In

n=1
)

baza teoremei 1.2.2, seria Y u,, este convergenta.
n=1
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20 Presupunem ci exist# un sir (a,), de numere reale pozitive, cu pro-

o0

prietatea ca seria »_ ai este divergenta gi exista un numar natural ng astfel
n:1 n

incat (1.2.12) are loc. Evident (1.2.12) este echivalenta cu

1
An+l Un41
1 - U,
Qn

, oricare ar fi n € N, n > ng.

o0
Deoarece seria ai este divergenta, conform criteriului al III-lea al comparatiei
n

n=1
o0
seria Y u, este divergenta.
n=1

Teorema este demonstrata. m

oo
Teorema 1.2.19 (criteriul lui Raabe-Duhamel) Fie Y u, o serie cu ter-
n=1
ment pozitivi.
19 Dacd existd un numdr real ¢ > 1 si un numdr natural ng astfel incdt

u .
(1.2.14) n( n —1> > q oricare ar fin € N, n > ng,
Un+1
o0
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1

20 Daca existd un numdr natural ng astfel incdt

u
(1.2.15) n < - — 1) <1 oricare ar fin € N, n > ny,
Un+1
o0
atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. In criteriul lui Kummer (teorema 1.2.18) si luim a,, = n,
oricare ar fi n € N; obtinem

Unp, . Un
an —Qpy1 =N —-1)—1.
Un+1 Un+1

19 Daca luam r := ¢ — 1 > 0, atunci, intrucat (1.2.11) este echivalents
[e.°]

cu (1.2.14) , deducem ca seria »_ u, este convergenta.
n=1

o0
20 Cum seria Y. n~! este divergentd si (1.2.12) este echivalentd cu
n=1
o0

(1.2.15) , obtinem ca seria ) u,, este divergenta. m
n=1
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o0
Teorema 1.2.20 (consecinta criteriului lui Raabe-Duhamel) Fie > u, o

n=1
serie cu terment pozitivi pentru care existd limita

19 Daca
. U
lim n 1) >1,
n—00 Un+1
[&.8]
atunci seria Y uy este convergentd.
n=1
2° Dacd
. U
lim n 1) <1,
n—00 Un+41
o0

atunci seria Yy u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie

b:= lim n< Un 1).

19 Din b > 1 deducem ci exista un numér real ¢ €)1, b[. Atunci b €]q, b+1]
implica existenta unui numar natural ng astfel incat

n < Un 1> €lq,b+ 1], oricare ar fi n € N, n > ny,
Un+1

de unde obtinem ca (1.2.14) are loc. Aplicand acum criteriul lui Raabe-
o0

Duhamel, rezulta ca seria ) u, este convergenta.
n=1
20 Dacd b < 1, atunci existd un numéar natural ng astfel incat (1.2.15)
sa aiba loc. Aplicand acum criteriul lui Raabe-Duhamel, rezultd ca seria

o0
> u, este divergenta. m
n=1

Exemplul 1.2.21 Seria

(e 9]

n!
Z , unde a > 0,
—ala+l) - (a+n—1)

este convergenta daca si numai daca a > 2.

Solutie. Avem
lim =g

n—oo Uy

si deci consecinta criteriului raportului nu decide natura seriei. Deoarece

lim n( tn —1) =a-—1,
n—00 Unt1
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in baza consecintei criteriului lui Raabe-Duhamel, daca a > 2, atunci seria
data este convergenta, iar daca a < 2 seria data este divergenta. Daca a = 2,

atunci seria data devine Z +1 care este divergenta. Asadar seria data este

convergenta daca si numal daca a>2.n

3. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 1.3.1 Stabiliti natura si suma seriilor:

— 1 1 = 1
a) Z ln<1+n>; Z arctanﬁ c) Z ln<1—nz>;

n=1 n=1 n=2
> 2n — 1
Z on—1" e) Z Z 3n + 1)
n=1 n=1 n=1

Exemplul 1.3.2 Stabiliti natura seriilor
oo o0 o0
9+n 2 4 3" 1
2 ;2n+1’ ) ;2n+1+3n+1’ g ;\/Qn-l—l—\/?n—l

Exemplul 1.3.3 Stabiliti natura seriilor:

a 01 Dt R
);271—1 )n=1 (2n—1)2 ); 4n? —1
o o 10 ]
1 (Inn) 1
d) Y i e  f f ;
)r;z\/ﬁgn_l )r; ntd );1+\/§+€/§+...+€/ﬁ
0 x4 oo 3
1 n2—1 n2—1
sin—; h )
g) n=1 " )nzl n4_1 )nz::l 77,3—1
Exemplul 1.3.4 Stabili‘gi natura seriilor:
oo o0 oo [e.e]
100™ n! 2™ . n! 3" . n!
@)Y Z D Dl BOD Dl
n=1 n=1 n:l n=1 ne1
oo

= 100 101 .- (100 + n) 4T .- (44 3n)
2 (2 D h) Y
n—1) 2-6

n

f)

Il
—
Il
—
3
Il
—

n

Inn
Z ——; 0 Y d" d) Y —;
n=1 an+n n:l \/7? n=1 n=1 n
oo 2 n [ee] n [e.e]
n+n+1 3 n+1l—+/n
0y (5 a> DY g 0 Y
n=1 n=1 n=1
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Exemplul 1.3.6 Pentru fiecare a,b > 0, studiati natura seriei:

e n o0 on © npyn
VY it D w9 wrp

Z (2a+1)Ba+1)---(na+1)
= (2b+1) (Bb+1)---(nb+1)
Exemplul 1.3.7 Stabilit_;i natura seriilor:

= (2n— 1) 2n—1 1 /nyn
a) 2. (2n)!l 2n+1 Z Zﬁ(ﬁ’

Exemplul 1.3.8 Pentru fiecare a > 0, studiati natura seriilor:

[e.9] [e.o]

Y 3 ol gy S
a a C .
~ ala+1)..(a+n) nn

n=1

Observatia 1.3.9 Pentru detalii puteti consulta [5]..




CAPITOLUL 2

Formula lui Taylor

1. Polinomul lui Taylor: definitie, proprietati

Formula lui Taylor, utilizatd in special in aproximarea functiilor prin
polinoame, este una din cele mai importante formule din matematica.

Definitia 2.1.1 Fie D o submulfime nevida a multimii R, xg € D si
f D — R o functie derivabila de n ori in punctul xo. Functia (polinomiala)
Thaof : R — R definita prin

" (o) /" (o)

(Tniao f) (2) = f (20) + == (@ —wo) + =~ (¢~ 0)* + ...
(n)
ot fn('IEo) (x —x0)", oricare ar fi z € R,

se numeste polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f st punc-
tului zg. O

Observatia 2.1.2 Polinomul lui Taylor de ordin n are gradul cel mult n.

O

Exemplul 2.1.3 Pentru functia exponentiala f : R — R definita prin
f(z) =expuxz, oricare ar i x € R,

avem
) (x) = expx, oricare ar fi z € R gi k € N.

Polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei exponentiale, exp : R — R,

si punctului g = 0 este

1 1 1
(Tnoexp) (x) =1+ TE 5562 +o+ —n!x",
oricare ar i x € R. {

Exemplul 2.1.4 Pentru functia f : R\{—1} — R definita prin

f(x)= 12 oricare ar fi z € R\{—1},
avem
|
) (z) = (=1)* (1k')k+1, oricare ar fi z € R\{—1} si k € N.
+x

21
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Polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f si punctului zg = 0 este
(Tnof) (x) =1 -z +a® -+ (=1)"a",

oricare ar i z € R.
Evident T}, f este o functie indefinit derivabila pe R si, pentru orice
r € R, avem

(Tn;mof)/ (l‘) =
(2 €T (n) x
:f(l)(l‘o)+f 1(! 0>(SL‘—$0)+ +J(cn_(1())')(x—x)”_1:
= (Ta-1:20f") (@),
(Towo )" () =
() (n) (4
= ) (wo) + ! 1(! . (@=mo)+---+ ](Cn —(2())!) (x—wo)" % =
- (T"*Q;wof”) (33) )
(Toia )"V (2)
) (5
= 0 () + TR () =
— (1o "V (@)
(Tn;xof)(n) (:E) -
= () (20) =
() 0.

(Tn;zof)(k) () =0, oricare ar fi k e N, k > n + 1.

De aici deducem ca
(Tn;mof)(k) (z0) = f® (20), oricare ar fi k € {0,1,---,n}
si
(Tn;xof)(k) (z9) =0, oricare ar i k € N, k > n + 1.
Prin urmare, polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f si punc-

tului xp cat si derivatele lui pana la ordinul n coincid in x(y cu functia f si
respectiv cu derivatele ei pana la ordinul n.
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2. Formula lui Taylor

Definitia 2.2.1 Fie D o submultime nevida a mul{imii R, xg € D i f :
D — R o functie derivabila de n ori in punctul xo. Functia Ry f : D — R
definita prin
(Bnizo f) () = f(2) = (Tniao f) (), oricare ar fix € D
se numeste restul Taylor de ordinul n atasat functiet f st punctuluz
xo.
Orice egalitate de forma

f = Tn;wof + Rn;xofa

unde pentru Ry.., [ este data o formula de calcul, se numeste formuld

Taylor de ordinul n corespunzdtoare functiei f st punctului xg. In
acest caz Ry, f se numeste restul de ordinul n al formulei lui Taylor. ¢

Deoarece f si Th.q,f sunt derivabile de n ori in xg, rezulta ca si restul
Ry.oo f = [ — Ty f este o functie derivabila de n ori in xq si

(Rn;xof)(k) (x9) =0, oricare ar fi k € {0,1,---,n}.
Pe de alta parte, functia Ry, f : D — R fiind derivabila in z este
continua in xg si deci exista

lim  (Rugeof) (2) = (Rusan f) (0) = 0.

T—T0o

Aceasta Inseamna ca pentru fiecare numar real £ > 0 exista un numar real
d > 0 astfel incat oricare ar fi x € D pentru care |z — xo| < ¢ avem

‘f(SC) - (Tn;:pof) (CU)| <eE.

Prin urmare, pentru valorile lui « € D, suficient de apropiate de xg, valoarea
f (x) poate fi aproximata prin (T5,.., f) (z) .

In cele ce urmeaza, vom preciza acest rezultat.

Teorema 2.2.2 Fie I un interval din R, zg € I si f : I — R o functie
derivabila de n ori tn punctul xo. Atunci

i Boseof) (@)

=0.
z—zo  (x — x0)"

Demonstratie. Aplicind de n — 1 ori regula lui ’'Hopital si tinand seama

ca
i 7@ =D @0) gy g
z—x0 T — T
obtinem
i FaseoD) @) @) = (T ) @)
a—zo  (z — ) z—x0 (x — x9)
f, (33) - (Tn;xof)/ (l‘)

= lim )n_l =

=10 n(z — xo
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f(nil) (.%') — (Tn;xof)(n_l) (.%')

- = lim =

T—T( ’Tl' (CU _ 1’0)
0 £ (@) — £ (wg) — ) (wo) (x — 20)
= lim _
T—T0 7’L' (;U _ 330)
(n—1) _ f(n-1)
- i‘ fim ! @ (z0) - f(n) (zo)| = 0.
n.r—xg xr — 1130
|
Daca notam cu oz, f : I — R functia definita prin
(Rnsao f) (2) .
—————== dacax € I\{x
(O‘n;xof) (v) = (x — o) \{ 0}
O’ daca x = X0,

atunci, din teorema 2.2.2 rezulta ca functia oy, f este continud in punctul
2. Asadar are loc urméatoarea afirmatie cunoscuta sub numele de teorema
lui Taylor si Young.

Teorema 2.2.3 (teorema lui Taylor-Young) Fie I un interval din R, xy € I
st f: 1 — R o functie. Daca functia f este derivabila de n ori in punctul zq,
atunci exista o functie anq, f : I — R care satisface urmatoarele proprietati:

19 (aniaq f) (20) = 0.
20 Functia Qo f este continua in punctul zo.
3% Pentru fiecare x € I are loc egalitatea:

f (@) = (Towo ) (@) + (2 = 20)" (aniae /) (2) - ©

Exemplul 2.2.4 Pentru functia exponentiala, exp : R — R, formula lui
Taylor-Young, pentru x¢ = 0, are forma:

1 1 1
expx:1+ﬁx+ax2+'~+mx"+x"(ozn;of)(x),
oricare ar fi x € R, unde

lim (on0f) () = (ano/) (0) = 0. 0

Exemplul 2.2.5 Pentru functia f : R\{—1} — R definita prin

1
f(z) = ——, oricare ar fi z € R\{—1},

14+
formula lui Taylor-Young, pentru zg = 0, are forma:
1
m = ]. — X + .’1:2 — ... + (_1)7171 xn + xn (Cln;[)f) (ZE) s

oricare ar fi z € R\{—1}, unde
lim (anof) (z) = (anof) (0) = 0. ¢
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In baza teoremei 2.2.2, daci I este un interval din R, zo € I sif:I1—R
este o functie derivabild de n ori in xg, atunci, pentru fiecare z € I, avem

(2.2.1) [ (@) = (Thaof) () + 0 ((x — x0)") pentru z — xo.

Agadar urmatoarea teorema are loc.

Teorema 2.2.6 Fic I un interval din R, xo € I si f: 1 — R o functie.
Daca functia f este derivabila de n ori in punctul xg, atunci pentru orice
x € 1, egalitatea (2.2.1) are loc.

Relatia (2.2.1) se numeste formula lui Taylor cu restul sub forma lui
Peano.

3. Forme ale restului formulei lui Taylor

Vom arata, in continuare, ca restul R,,.,, f al formulei lui Taylor se poate
scrie sub forma
(Bniao f) (x) = (z — 20)" K,
unde p € Ngi K € R.
Fie I un interval din R, f : I — R o functie derivabila de (n+ 1) ori
pe I, p un numar natural §i x si g doua puncte distincte din I. Fie K € R
astfel Incat sa avem
FY (o)

f @)= 1 (wo) + T,

(n)
B fn('SUO) (x —x0)" + (x — z)P K.

f(2) (z0)

51 (. —x0)* + ...

(x — ) +

Functia ¢ : I — R, definita, pentru orice ¢t € I, prin

A0 A0
1! 2!
+(z -t K,
este derivabila pe I, deoarece toate functiile din membrul drept sunt deri-
vabile pe I.

Intrucat ¢ (z9) = ¢ (z) = f (x), deducem ca functia ¢ satisface ipotezele
teoremei lui Rolle pe intervalul inchis cu extremitatile x¢ si z; atunci exista
cel putin un punct ¢ cuprins strict intre xo si x astfel incat ¢’ (¢) = 0.
Deoarece

F (@)

n!

o) =f@1)+ (x—t) + (x—t)*+ ..+ (z—t)" +

o (1) = @ FOH (4) — p (2 — PV K, oricare ar fi t € T,
n!
egalitatea ¢’ (¢) = 0 devine
@2 fo) (0) —p (e — e K =0,

de unde rezulta .
(‘r - C)nip n
K= 20T ).
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Prin urmare, restul R, f are forma

(x — 20)? (x — xo)" P!

(Rn;$0f> (x) = nlp

Asadar am demonstrat urméatoarea afirmatie, atribuitd matematicianu-
lui englez Brook Taylor (18 august 1685-29 decembrie 1731), si cunoscuta
sub numele de teorema lui Taylor.

f(n+1) (C) )

Teorema 2.3.1 (teorema lui Taylor) Fie I un interval dinR, f: 1 —R o
functie derivabila de n+ 1 ori pe I, xg € I si p € N. Atunci pentru fiecare
x € I\{xo}, exista cel putin un punct ¢ cuprins strict intre x si xo astfel
incat

[ (@) = (Toswo f) () + (Bnieo f) ()

unde

— zo)P (x — )" P!
@31 (Raele) = EEZT e

Forma generala a restului, data in formula (2.3.1), a fost obtinuta, in
mod independent, de Schlémilch si Roche, de aceea restul scris sub forma
(2.3.1) se numeste restul lui Schlémilch-Roche.

Doué cazuri particulare fusesera obtinute anterior de Lagrange si Cau-
chy.

Cauchy obtine pentru rest formula:

(232 (i) (a) = L= Z D oy ),

care, evident, este restul lui Schlémilch-Roche pentru p = 1.
Lagrange obtine pentru rest formula:

(l’ o :L,O)n+1 (nt1)
2.3. - = f\n .
(2:3.3) (Rusan ) (&) = 205140 (@
care, evident, este restul lui Schlémilch-Roche pentru p =n + 1.
Daca f este o functie polinomiala de gradul n, atunci, pentru orice xg €
R,
(Rpizo f) (x) = 0, oricare ar fi x € R.

Acesta a fost cazul studiat de Taylor. Traditia a consacrat numele de ” for-
mula lui Taylor” pentru toate cazurile studiate, afarda de unul singur: 0 €
si g = 0. Acest caz fusese, studiat anterior lui Taylor de Maclaurin. Traditia
a consacrat urmatoarea definitie.

Definitia 2.3.2 Formula lui Taylor de ordin n corespunzatoare functiei
f st punctului g = 0, cu restul lui Lagrange, se numeste formula lui

Maclaurin.(1698 - 1746). O
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Exemplul 2.3.3 Pentru functia exponentiald exp : R — R formula lui
Maclaurin este

1 1
expx-l—k—x-f——x + - +ﬁl‘”+(Rn;0f)($)a

unde
xn—l—l

(Rnoexp) (z) = m

exp (¢), cu ] < |z]|.

Avem
n+1 ’x‘n—l—l
|(Rny0 exp) (z)| =

]
(n+1)! exp (¢) < (n+1)!

Cum pentru fiecare x € R,

exp |z|, x € R.

n+1
lim i

n—00 (n + 1)' P ‘IL’| =0,

deducem ca seria

1 1,
1+Zn, —1+—x+§m ot

este convergenta pentru orice z € R, gi suma ei este exp z, adica

1 1 1
expm—l—kix—i——x—&— —':U”—|—---, oricare ar fi x € R. ¢
n!
Similar obtinem ca pentru orice a > 0, a # 1,
1 1 1
—1+ﬂm+naaﬁ2+ +nax+ -,z eR O

1! 2!
Deoarece in teorema 2.3.1, c este cuprins strict intre x i xg, deducem
ca numarul

CcC— X
0=

€]0, 1]
Tr — X

si
c=x9+0(x—x).
Atunci restul Ry, f se poate exprima si astfel:

T —1 n+l 1 pyn—p+l1
(234) (Raf) () = 2020

(Schlémilch — Roche)

O (29 + 6 (z — 20))

(2.3.5) 1
RS
(Rur ) () = E 20 Q2O 00 (24— ) (Caehy)
(z — x0)" ™
(2.3.6) (Ruwof) (z) = Wf("ﬂ) (xo+ 0 (z —x0)) (Lagrange).

Asadar am obtinut urmatoarea teorema.
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Teorema 2.3.4 Fie I un interval din R, f: I — R o functie derivabila de
n+1 oripe I, xg € I i p € N. Atunci pentru fiecare x € I1\{xg}, exista cel
putin un numar 0 €]0, 1] astfel incat sa avem

f (@) = (Taswo f) () + (Bniao f) (2)
unde (Rp.z, f) (x) este dat de (2.3.4).

Daca p =1, obtinem (2.3.5), iar daca p = n+1 atunci (R, f) (z) este

dat de (2.3.6). O
Exemplul 2.3.5 Pentru functia f : R — R definita prin

f(z) =expwz, oricare ar fi x € R,

formula lui Maclaurin este

1 1 1
expx:1—|—ﬂx—}—§x2+'-'+m$n+(Rn;0f)(fL'>a

unde
n+1

mexp (0x), 0¢€]0,1], x € R. O

Rn;(]f (.7)) =

Exemplul 2.3.6 Pentru functia f: R\{—1} — R definita prin

1
f(x) = ——, oricare ar fi x € R\{—1},

14+

formula lui Maclaurin are forma:
! =1l—z42%— 4 (=1)"2"
14+

+ (Bnof) (2),

unde
Ruof (z) = (=1)"*! e 0 €]0,1[, z € R\{-1}. O
0 B (1+ Hx)n”’ T '

4. Aplicatii ale formulei lui Taylor

Folosind formula lui Taylor, putem stabili inegalitati care altfel se deduc
destul de greu.

Teorema 2.4.1 Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:
1° Pentru fiecare numdr natural n, avem
1 z 2’ z"
+ﬂ+§+---+a<expx,
oricare ar fi x €]0,400].
20 Oricare ar fi numerele naturale n si m, avem
x2n71 x2m

x
<expr <1+ —+---+

xT
1+—=+---+ 1! W’

1! (2n — 1)!

oricare ar fi x €] — 00, 0].
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Demonstratie. 1° In baza formulei lui Maclaurin, pentru fiecare = € R,
avem

xn+1
(n+1)!

Tntrucét, pentru fiecare x €]0, +0o0],

expx = (Thoexp) (z) + exp (6z), unde 6 €]0,1].

$n+1
(n+1)!

exp (6z) >0

deducem ca
expx > (Tp0exp) (x), oricare ar fi x €]0, +oo].

Celelalte afirmatii se demonstreaza similar.m

Teorema 2.4.2 Fien sip doud numere naturale, I C R un interval, xog un
punct interior intervalului I st f : I — R o functie care satisface urmatoarele
conditii:

(1) functia f este de n+ p ori derivabila pe intervalul I,

(ii) functia f™*P) : I — R este continud in punctul xq.

Atunci exista limita

lim <f@)zuhqwfﬂm>@)

x —x)"

xr—x0
$1

lim
T—x0

f(x)——(jh—lwof)(x) (p)__4412447 (p+”)x
( ( >_( FEH (2).

x —x)" p+n)!

Demonstratie. In baza formulei lui Leibniz, pentru fiecare z € I, avem

<f<a:> — (Tu-1a0f) <m>><”> _

(x — x)"

[(0) = Bt ) 0) n](’” _

() (f = Tacrao /) <x—:170 ) =

P (k) (D (k1)
(k)(f T 1xof) ( ) n )(m——a@)n+k__

— b & I () (7 = T )70 @) (0

(z—w0) (n—1)!

M= T

B
Il
o
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Trecand la limita si aplicind de n ori regula lui ’'Hopital obtinem:

lim <f(x) — (Tp—1:ao f) () ) ®

z—10 (x —x0)"
= li ! < k +n—k —k
= Jlim pfemar X (D apnf T (@) (@ — 207,
unde
k ‘ _
: +k—J—1ﬂ@—k+gﬂ<p >(§
o jgo( ) (TL—I)! (p—k)! k—j 7

oricare ar fi k € {0,...,p}. Deoarece, pentru fiecare k € {1, ...,p}, avem

k .
~ pn j (n+k—j-1!
vt = G- g ="

(p =)tk —J)

deducem ca

lim
T—T0

<f(95) —( (Th—1520f) (x)>(p) _

z —x0)"

|
=l ! @ e =

!
= o/ o).

Observatia 2.4.3 Teorema 2.4.2 ramane adevarata si daca punctul xg este
extremitate a intervalului I. §
Formula lui Maclaurin, ne ajuta, de multe ori sa calculam limite care

altfel se calculeaza greu.

Exemplul 2.4.4 Sa se calculeze

- (1+2%3)" = (1+2%9)

N0 (sin :13)‘/5 — V3

V2

Solutie. Avem

(1+x)a:1+%x+o(:c), pentru x — 0.

si atunci

V3 3
(1—|—xﬁ> :1—1—\1['96\/54—0(33‘&), pentru x — 0,
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si

(1 +x‘/§>\/§ =1+ \1/?:5‘/54-0 <$\/§> , pentru =z — 0.

Intrucat

0 (:ﬂi) —0 (:cﬁ) =0 (xﬁ) , pentru  — 0
urmeazi ci
(14073) " = (1+09) 14 B0V 10 (2¥2) — 1= a¥ o (a¥9)
(sinz)V? — 2v3 (sinz)V? — 2v3
\/593\/5 — \/596‘/g +o (x\/i>
(sinz)V? — 2v3
V3 =223 V24, (x‘/i> /yc‘/5
(sinz)VZ _ pvE-va '

T

si atunci
VB VATV 1 g (7) 122
L := lim = \/3,
2\ (sine)V2 _ 4vE-va
deoarece
o («v2)
e T
|

5. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 2.5.1 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m — 1 atasat
functiei sinus, sin : R — R, si punctului zg = 0.

Exemplul 2.5.2 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m atasat
functiei cosinus, cos : R — R si punctului x¢ = 0.

Exemplul 2.5.3 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
sinus, sin : R — R.

Exemplul 2.5.4 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
cosinus, cos : R — R.

Exemplul 2.5.5 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
f:] =1, 400[— R definita prin

f(x)=In(1+=x), oricare ar fi z €] — 1, +0o0|.
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Exemplul 2.5.6 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia
f:] —1,+00[— R definita prin

f(x)=1+x)", oricare ar fi z €] — 1, +o0],
unde r € R.

Exemplul 2.5.7 Fie f :]0,40c0]— R functia definitd prin f(z) = 1/x,
oricare ar fi # €]0,4+o00[. Sa se scrie formula lui Taylor de ordinul n cores-
punzitoare functiei f si punctului xg = 1.

Exemplul 2.5.8 Sa se scrie formula lui Maclaurin de ordinul n cores-
punzatoare functiei:

a) f:]-1,400[— R definita prin f(x) = zln(1 + x), oricare ar fi x €
]_1’+OO[;

b) f :] —o00,1[— R definita prin f(z) = zln(l — z), oricare ar fi x €
] — 0, 1[7

¢) f:]—1,1]— R definita prin f(z) = v/3z + 4, oricare ar fi z € |—1,1];

d) f:] —1/2,400]— R definita prin f(z) = 1/v/2x + 1, oricare ar fi
x €]-1/2,400].

Exemplul 2.5.9 Sa se scrie formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare
functiei f si punctului xg, daca:

a) f:]0,400[— R este definita prin f(x) = 1/z, oricare ar fi x €]0, +o0]
sl o = 2

b) f:R — R este definita prin f(x) = cos(x — 1), oricare ar fi z € R si
zo = 1.

Exemplul 2.5.10 Sa se determine functia polinomiala f : R — R de
gradul 4 pentru care avem: f(0) =2, f'(0) =0, f"(0) = -6, f"'(0) = —6,
f(0)="72.

Exemplul 2.5.11 Sa se calculeze urmatoarele limite:
sin3z +4sin®2 — 3In (1 + )

9

sin (z —sinz)

li b) li
a) 220 1+43—-1" )zlg(l) (1 —e%)sinz

Exemplul 2.5.12 Sa se calculeze urmatoarele limite:
)1 3tandxr — 4tan 3z b i ar® — (a+1) 2% +1
a) lim ; im ;
e—0 3sindr —4sin3x’ a1 gl —gb 41

2 1 7
¢) lim < — + ) ;d) lim (27 3% —12)™" 3
S

z—0 \sin?  In(cosz) z—2

Observatia 2.5.13 Pentru mai multe detalii puteti consulta [5] si [2].



CAPITOLUL 3

Integrala Riemann

Notiunea de integrala a aparut din nevoia practica de a determina aria
unor figuri plane, precum gi din considerente de fizica. Calculul integral, aga
cum 1l concepem azi, a fost dezvoltat in secolul al XVII-lea de citre Newton si
Leibniz. Newton numeste fluriune - derivata gi fluentd - primitiva. Leibniz
introduce simbolurile d si [ si deduce regulile de calcul ale integralelor
nedefinite.

Definitia riguroasa a integralei, ca limita sumelor integrale, apartine
lui Cauchy (1821). Prima demonstratie corecta a existentei integralei unei
functii continue este data de Darboux in 1875. In a doua jumatate a se-
colului al XIX-lea, Riemann, Du Bois-Reymond si Lebesque dau conditii
pentru integrabilitatea functiilor discontinue. In 1894, Stieltjes introduce o
noua integrala, iar in 1902, Lebesque formuleaza notiunea mai generald de
integrala.

1. Diviziuni ale unui interval compact

Definitia 3.1.1 Fiea,b € R cu a < b. Se numeste diviziune a interva-
lulus [a,b] orice sistem ordonat

A= (x(), L1y eeny xp)
de p+ 1 puncte xg, x1, ..., x, din intervalul [a,b] cu proprietatea ca
a=x90 <21 < <Tp1<TPp=0.0

Daca A = (zg,21,...,xp) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci
x0, 1, ..., Tp se numesc puncte ale diviziunii A.

Vom nota cu Div [a, b] multimea formata din toate diviziunile intervalului
[a,b] , deci

Div[a,b] = {A: A este diviziune a intervalului [a, b]}.

Daca A = (xg,21,...,xp) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci

numarul
|A|l = max{z1 — zo, 22 — 1, ..., Tp — Tp—1}

se numeste norma diviziunii A.

Exemplul 3.1.2 Sistemele
Al =(0,1), A%?=1(0,1/3,1), A®=(0,1/4,1/2,3/4,1)

33
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sunt diviziuni ale intervalului [0, 1] . Aceste diviziuni au normele

IaM] =1 []a%] =273, A% = 1/4. 0

Teorema 3.1.3 Fie a,b € R cu a < b. Pentru fiecare numar real € > 0
exista cel putin o diviziune A a intervalului [a,b] cu proprietatea ca | Al < e.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 gi p un numaér natural cu proprietatea ca (b — a) /p <
e. Daca h = (b — a) /p, atunci sistemul ordonat

A= (a,a+ h,a+2h,---,a+ (p—1)h,b)

este o diviziune a intervalului [a,b]. Mai mult |Al|=h <e. ®

Definitia 3.1.4 Fic a,b € R cua < b 5i A = (xo,21,...,2p) 51 A =

(g, 24, - - -,a:;) doua diviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem cd diviziunea
A este mai find decat diviziunea A" si scriem A D A (sau A" C A) dacd
/ / /
{x()axla t '7:1:(1} g {:1:07x17 o '7xp}' g

Teorema urmatoare afirma ca prin trecerea la o diviziune mai fina, norma
diviziunii nu creste.

Teorema 3.1.5 Fiea,b€ R cua <b si A si A" doud diviziuni ale inter-
valului [a,b]. Dacd diviziunea A este mai find decdt diviziunea A', atunci
1Al < (A"

Demonstratie. Este imediata. m

Observatia 3.1.6 Daca A, A’ € Div|[a,b], atunci din ||A|] < ||A’]| nu
rezulta, in general, ca A’ C A. O

Definitia 3.1.7 Fie a,b € R cu a < b. Dacd A" = (m6,m’1,~--,m;) s1
A" = (zf, Y, ...,xg) sunt diviziuni ale intervalului [a,b], atunci diviziunea
A = (xg,x1, - xr) a intervalului [a,b] ale cdrei puncte sunt elementele
multimii {x(, 7, ..., v, } U{xg, 21, - 27}, luate in ordine strict crescatoare,
se numeste reuniunea lut A cu A" si se noteazd cu A" UA". O

Teorema 3.1.8 Fie a,b € R cua < b. Daca A" i A" sunt diviziuni ale
intervalului [a, b, atunci

19 A/UA" DA si N UA" D A"
20 |ATU A < || A]| si [JA"U A A"

Demonstratie. Este imediata. m
Definitia 3.1.9 Fiea,b € R cua < b si A = (29,21, ...,xp) €Div]a,b].

Se numeste sistem de puncte intermediare atasgat diviziunii A orice
sistem & = (&1,&, ..., &p) de p puncte 1,8, ..., & € [a,b] care satisfac relatiile

xi—1 <& <z, oricare ar fii € {1,...,p}. O
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Vom nota cu Pi(A) multimea formata din toate sistemele de puncte
intermediare atagate diviziunii A, deci

Pi(A) = {¢: ¢ este sistem de puncte intermediare atasat diviziunii A}.

2. Integrala Riemann

Definitia 3.2.1 Fie a,b € R cua < b, A = (29,21, ...,xp) 0 diviziune a
intervalului [a,b], § = (&1,&2, ..., &p) un sistem de puncte intermediare atasat
diviziunii A si f : [a,b] — R o functie. Numarul real

o (f;8,6) = f(&) (@i — i)
=1

se numeste suma Riemann atasata functiei f diviziunii A si siste-
mulus £. U

Definitia 3.2.2 Fic a,b € R cua < b gi f : [a,b] — R. Spunem ca
functia f este integrabild Riemann pe [a,b] (sau, simplu, integrabild)
daca oricare ar fi sirul (A"), cy de diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu
nlin;o |A™| = 0 si oricare ar fi sirul (§"),cy de sisteme £" € Pi(A"),

(n €N), sirul (o (f; A", ")) en @l sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N)

este convergent. [1

Teorema 3.2.3 Fica,b € R cua < b si f:[a,b] - R. Functia f este
integrabila Riemann pe [a,b] dacd si numai dacd existd un numdar real 1
cu proprietatea ca pentru fiecare sir (A"), .y de diviziuni A" € Div [a,b]
(neN) cu nh—>Holo |A™|| = 0 si pentru fiecare sir (§7), oy de sisteme " €

Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", ")) ,en ol sumelor Riemann o (f; A", £"),
(n € N) este convergent catre I.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (ﬁ”) N sirul de diviziuni cu termenul
ne
general:

A" = (a,a+ h,a+2h,..a+ (n—1)h,b), (ne€N)
§i (€"),en sirul cu termenul general:
€ = (a,a+h,a+2h,..a+n—1)h), (neN)

unde

Evident, pentru fiecare n € N avem:

- h— - -
A" € Divl]a,b], ||A"| = (n‘” si & e Pi (A") .
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Atunci girul (0 ( f;ﬁ”,g")) N este convergent; fie I € R limita sirului
ne
(o (£:8me)) .

Vom arata ca oricare ar fi sirul (A"), . de diviziuni ale intervalului [a, b]

cu lim |[A"]| = O si oricare ar fi sirul (£"),cy de sisteme " € Pi(A"),
n—oo
(n € N), sirul (o (f; A", £")),en al sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N)

este convergent catre 1.
Fie deci (A"),cy un sir de diviziuni A" € Div [a,b], (n € N) cu lim
n—oo
|A™|| = 0 si fie (£"),cy un sir de sisteme " € Pi(A"), (n € N). Atunci
sirurile (A"),,cn » (én)nGN’ unde
Kk, daca n = 2k =
AF dacan=2k+1, =
au urmatoarele proprietati:
i) A" € Divla,b], " € Pi(A"), oricare ar fin € N;
i1) lim ||A"|| = 0.
n—oo
In baza ipotezei, sirul (0 (f;é”,é”))
lui. Tinand seama ca sirul (O‘ ( f; A", @)) N este subsgir al girului conver-
ne

gent (0’ (f;é”,g”))neN, deducem ca I = I. Intrucat (o (f; A", &")),,cn este
obtinem ca sirul (o (f; A", ")) en

A" =

¢k, dacin =2k
¢ dacan=2k+1,

este convergent; fie I limita
neN

subsir al girului convergent (0 (f; A", §”))n€N,
converge catre I.

Suficienta rezulta imediat din definitie. m

Teorema 3.2.4 (unicitatea integralei) Fie a,b € R cua <b i f: [a,b] —

R. Atunci exista cel mult un numdar real I cu proprietatea ca pentru fiecare

sir (A™), ey de diviziuni A™ € Div [a,b], (n € N) cu lim [|A"| = 0 si pentru
n—oo

fiecare sir (§7),,cn de sisteme §" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A™,£"))

al sumelor Riemann o (f; A", &™), (n € N) este convergent catre 1. O

neN

Prin urmare, fiind data o functie f : [a,b] — R putem avea numai una
din urmatoarele doua situatii:

a) exista un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare gir (A"), o de
diviziuni A" € Div [a,b], (n € N) cu nh_)ngo |A™|| = 0 si fiecare sir (£"),,cn de
sisteme £" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A",£")),ey al sumelor Riemann
o (f; A™ &™), (n € N) este convergent catre 1.

In acest caz, in baza teoremei 3.2.4, numarul real I este unic. Numarul
real I se va numi integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a, b] si
se va nota cu:

1:_/; f () da.

b) Nu existd nici un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare sir
(A™), ey de diviziuni A € Div[a,b], (n € N) cu lim ||A™[| = 0 si fiecare sir
n—oo
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(€"),,en de sisteme " € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", £")),,en al sumelor
Riemann o (f; A" "), (n € N) este convergent catre I. In acest caz functia
f nu este integrabila Riemann pe [a, b] . Prin urmare o functie f : [a,0] — R
nu este integrabila Riemann pe [a, b] daca si numai daca oricare ar fi numarul
real [ exista un gir (A"), oy de diviziuni A" € Divla,b], (n € N) cu RILHgO
|A™|| = 0 siun gir (§7),, o de sisteme " € Pi(A"), (n € N), cu proprietatea
ca girul (o (f; A", €")),en al sumelor Riemann o (f; A", &), (n € N) nu
converge catre I.

Exemplul 3.2.5 Fie a,b € R cu a < b. Functia f : [a,b] — R definita prin

/0, dacaxe€la,bNQ
F@ =11 dack s € 0 b)\Q,

nu este integrabila Riemann pe [a,b]. Folosim metoda reducerii la absurd;
presupunem ca functia f este integrabila Riemann pe [a,b]. Atunci exista
un numar real I cu proprietatea ca oricare ar fi numarul real € > 0 exista
un numar real 7 > 0 astfel Incat pentru orice diviziune A € Div[a,b] cu
|A|l < n si pentru orice sistem £ € Pi(A) avem |o (f;A,§) — 1| <e.

Fie e := (b — a) /4. Atunci existd un numar real > 0 astfel incat pentru
orice diviziune A € Div [a,b] cu ||A|| < 7 si pentru orice sistem £ € Pi(A)
avem |o (f; A€) —I| <e.

O

3. Proprietati de monotonie ale integralei Riemann
Teorema 3.3.1 Fiea,be R cua <bgi f:[a,b] — R o functie integrabila
Riemann pe [a,b]. Dacd

f(x) >0, oricare ar fi x € [a,b],

atunci

/ab F(@)dz > 0.

Demonstratie. Fie (A”)n21 un sir de diviziuni
A" = (2,2}, ..., zp, ) € Div[a,b], (n € N)
cu lim [|A™| =0si (£"),>, un sir de sisteme
n—oo -

&= (&85, ... &h,) € Pi(A"), (neN).

Din faptul ca functia f este integrabilda Riemann pe [a,b], avem ca

b
(3.3.1) nlggoa(f;m,g"):/ f (@) da.
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Pe de alta parte, functia f fiind pozitiva, pentru orice numar natural n
avem

o (f; A", ") = Zf&” ol —af ) >0

si deci, In baza teoremei de trecere la limita in inegalitati, din (3.3.1) dedu-
cem concluzia teoremei. m

Teorema 3.3.2 Fieca,b € R cua <bsif,g:[ab — R doud functii
integrabile Riemann pe [a,b]. Daca

f(z) <g(x), oricare ar fi x € [a,b],

/abf(w)dx s/abg(mdx-

Demonstratie. Functia f — g satisface ipotezele teoremei 3.3.1; atunci

b
/ (f - 9) () dz > 0.

/ab (f—g)(x)dxz/ab f(w)d:r—/: g(x) do

teorema este demonstrata. m

atunci

Intrucat

Teorema 3.3.3 Fiea,bc R cua <bsif:|a,b — R o functie integrabila
Riemann pe [a,b] si m, M doud numere reale cu proprietatea ca:

m < f(z) < M, oricare ar fi x € [a,b].

Atunci

b—a) / f(x)de < M (b—a).

Demonstratie. Aplicand teorema 3.3.2 functiei f si functiilor constante m
si M, obtinem

(b—a):/ab md:cg/ab f(:z:)dazg/ab Mdz =M (b—a).

Teorema 3.3.4 Fie a,b € R cu a < b. Daca funclia f : [a,b] — R este
integrabila Riemann pe [a,b], atunci functia |f| este integrabila Riemann
pe [a,b] si are loc inegalitatea
b
< [171@)da
a

(3.3.2) x)dz
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Demonstratie. Functia f fiind integrabila Riemann pe [a, b] este marginita
pe [a,b], prin urmare exista un numar real M > 0 cu proprietatea ca

|f (z)| < M, oricare ar fi x € [a,b].
Fie g : [-M, M] — R functia definita prin
g (t) =|t|, oricare ar fi t € [-M, M].
Deoarece pentru orice t', t” € [a, b] avem
o) =9 ()] = I = ]| < ¢ =
rezulta ca functia g este lipschitziand i atunci functia |f| = g o f este
integrabila Riemann pe [a, b].
Pentru a dovedi inegalitatea (3.3.2), sa consideram un sir (A"), -, de
diviziuni A™ € Div [a,b], (n € N) cu proprietatea ca lim [|A"| = 0 si un
n—oo
sir de sisteme " € Pi(A"™), (n € N). Din faptul ca functiile f si |f| sunt
integrabile Riemann pe [a, b] , rezulta

)

(3.3.3)
b b
Jm o (7Ane) = [ fde s lm o (1fiA%¢N = [ 17](@)da.

Intrucat, pentru fiecare n € N, avem

o (f; A" €M) < o (|f]; A", €"),

din (3.3.3), in baza teoremei de trecere la limita in inegalitati, deducem ca
inegalitatea (3.3.2) are loc. m

4. Primitive: definitia primitivei si a primitivabilitatii
In acest capitol vom introduce o clasa importanta de functii reale
si anume clasa functiilor care admit primitive. Conceptul de primi-
tiva leaga intre ele doua concepte fundamentale ale Analizei Matematice:
derivata gi integrala. Vom aborda probleme de natura calitativa privind

studiul existentei primitivelor precum si de natura calculatorie relative la
metode de calcul de primitive.

Definitia 3.4.1 Fie D o submulfime nevida a mul{imii numerelor reale R,
f: D — R o functie si I o submulfime nevidd a multimii D. Spunem ca
functia f admite primitive (sau ca este primitivabild) pe I daca exista
o functie F': I — R astfel incat:

i) functia F este derivabila pe I;

it) F' (z) = f (x), oricare ar fix € I.

Daca functia f admite primitive pe multimea de definitie D, atunci spu-
nem simplu ca functia f admite primitive (sau cd este primitivabild).

O
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Exemplul 3.4.2 Functia f : R — R definita prin f (z) = z, oricare ar fi
x € R, admite primitive pe R deoarece functia derivabila F': R — R definita
prin F (z) = 22 /2, oricare ar fi x € R, are proprietatea ca F' = f. O

Definitia 3.4.3 Fie D o submultime nevida a mulfimii numerelor reale R,
f:D — R o functie si I o submullime nevidd a multimii D. Se numeste
primitiva a functiei f pe multimea I orice functie F' : I — R care satisface
urmdtoarele proprietdti:

i) functia F este derivabila pe I,

it) F' (x) = f(x), oricare ar fix € I.

Daca F este o primitiva a functiei f pe mulfimea de definitie D a functiei
f, atunci se spune simplu cd functia F este primitiva a functiei f. [

Teorema 3.4.4 Fie I un interval din R gi f : I — R o functie. Daca
Fi: 1 —Rgsi Fr: I — R sunt doua primitive ale functiei f pe I, atunci
exista un numar real ¢ astfel incat
Fs (z) = Fy () + ¢, oricare ar fi x € 1.
(Oricare doud primitive ale unei functii primitivabile difera printr-o con-
stanta).

Demonstratie. Functiile F gi F5 fiind primitive ale functiei f, sunt deri-
vabile gi F| = Fj = f, deci

(Fy—F) =F)—F =0.

Functia derivabila F, — F; avand derivata nula pe intervalul I, este con-
statnta pe acest interval. Prin urmare, exista un numar real c astfel incat

Fy (z) — Fy () = ¢, oricare arfi x € I.
]
Observatia 3.4.5 In teorema 3.4.4, ipoteza ca multimea I este interval
este esentiala. Intr-adevar, pentru functia f : R\{0} — R definita prin
f(xz) =0, oricare ar fi x € R\{0},
functiile Fy, F» : R\{0} — R definite prin
Fy (x) =0, oricare ar fi x € R\{0},

respectiv

0, dacax <0
Fy () = { 1, daca z >0,
sunt primitive ale functiei f pe R\{0}. S& observam ca nu exista ¢ € R ca
sa avem Fh (z) = Fy (z) + ¢, oricare ar fi z € R\{0}. Subliniem faptul ca
R\{0} nu este interval. OJ

Definitia 3.4.6 Fie I un interval din R st f : I — R o functie care
admite primitive pe intervalul I. Mulfimea tuturor primitivelor functiei f pe
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intervalul I se numeste integrala nedefinita a functiei f pe intervalul I si
se noteaza cu simbolul

/ f(z)dx, ze€l.

Operatia de calculare a primitivelor functiei f se numeste integrare.

Observatia 3.4.7 Mentionam c& simbolul [ f (x)dz trebuie privit ca o
notatie indivizibila, adica partilor [ sau dz, luate separat, nu li se atribuie
nici o semnificatie. [J

Fie I un interval din R si § (/;R) multimea tuturor functiilor definite
pe I cu valori in R. Daca G si ‘H sunt submultimi nevide ale lui § (I, R) si
a este un numar real, atunci

G+H={f:I—R: exista g €GsiheH astfel incat f =g+ h},

si
aG ={f: I — R: exista g € G astfel incat f = ag}.
Daca G este formata dintr-un singur element gg, adica G = {go}, atunci
in loc de G+ H = {go} + H vom scrie simplu go + H.
In cele ce urmeaza vom nota cu C multimea tuturor functiilor constante
definite pe I cu valori in R, adica

C={f:1—R: exista c € R astfel incat f () = ¢, oricare ar fi z € I}.

Se constata imediat ca:

a) C+C=_C;

b) aC = C, oricare ar fi a € R, a # 0,
adica suma a doua functii constante este tot o functie constanta, iar o functie
constanta Inmultita cu un numar real este tot o functie constanta.

Cu aceste observatii, sa ne reamintim ca daca Fp : I — R este o primitiva
a functiei f : I — R pe intervalul I C R, atunci orice altd primitiva F :
I — R alui f pe I este de forma F' = Fy + ¢, unde c: I — R este o functie
constanta, adica ¢ € C. Atunci

/f(;r)d:v ={FeF(,R): F este primitiva a lui f pe I} =

={Fo+c: ceC}=F+C.

Observatia 3.4.8 Fie f: I — R o functie care admite primitive pe I si fie
Fy : I — R o primitiva a functiei f pe I. Tinand seama de observatia 3.4.5,
avem ca

/f(:v)d:n ={ F:I—R: F este primitiva a functiei f} = Fy + C.
Rezulta ca

/f(x)d:):+C—(F0+C)+C—F0+(C+C)—F0+C,
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deci

/f(x)d:erC:/f(:v)dx.

Observatia 3.4.9 Daca functia f : I — R admite primitive pe intervalul
I F: 1 — R este o primitiva a functiei f pe I, atunci

/f(x)dx —F+cC

sau

/F’(:z;)d:p —F+cC

5. Metode de integrare

Formula de derivare a produsului a doua functii ne conduce la metoda
de integrare cunoscuta sub numele de metoda de integrare prin parti.

Teorema 3.5.1 (formula de integrare prin parti) Fie a,b € R cua < b si
fyg:]a,b] = R doud functii. Daca:

(1) functiile f si g sunt derivabile pe [a,b],

(i1) derivatele f' si g’ sunt continue pe [a,b],
atunci are loc egalitatea

b b b
/ f (@) (2)de = f (z) g () —/ () g () do.

Demonstratie. Din formula de derivare a produsului a doud functii
(f9) (x) = f'(z) g (z) + f (x) ¢’ (x), oricare ar fi x € [a, D],

deducem c& functia produs fg este primitiva a functiei f'g + f¢’. Atunci in
baza formulei lui Leibniz-Newton, obtinem

b
(F9)4) = (fa) @) = [ (fo) () do =
b
— [ F @@+ 1)y @] de -
ab \
= [ r@ewat [ @ @,

adica
b b
[ 1@d@a= 9o -(o@- [ § @@
Teorema este demonstrata. m

Exemplul 3.5.2 Sa se calculeze

1
I::/ z exp zdx.
0
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b 1 1
— / 2 expr = e—/ expxdx =
a 0 0

Solutie. Avem

1
I:/ z(expz) dr =zexpx
0

1
=1.
0

=e—expz
|

Teorema 3.5.3 (prima metoda de schimbare de variabild). Fie a,b € R
cu a < b, I un interval din R gi w : [a,b] — I si f: 1 — R doud functii.
Daca

(i)  functia u este derivabild pe [a,b];

(i1) functia u' este continud pe [a,b];

(iii) functia f este contiua pe I,
atunci are loc egalitatea:

b u(b)
w(z)v' (z)dz = t)dt.
Lf((»() (A@fﬂ

Demonstratie. Functia f fiind continua pe I, admite primitive pe I; fie
F: I — R o primitiva a functiei f pe I. Atunci

u(b)
w/()f@)dx:mw»—mm»

Pe de alta parte, functia compusa h : [a,b] — R definita prin h(z) =
F(u(x)), oricare ar fi z € [a, b], este derivabila pe [a, b] si

B (z) = F'(u(z))u' () = f(u(z))u'(z) = ((fou)u')(z), oricare ar fi x € [a, b].

Prin urmare functia h este o primitiva a functiei (fou)-u’. AplicaAnd formula
lui Leibniz - Newton obtinem

b
/f@@»ﬂwm:hm>

Teorema este demonstrata. m

Exemplul 3.5.4
Sa se calculeze integrala

1 3
I:/ < 1dx.
0 1+CL'

1 4\
I:/ (l—i-a:)dx
0

4(1+ z)

Solutie. Avem
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Consideram functia w : [0,1] — [1, 2] definita prin
u(x) = 14 2%, oricare ar fi z € [0,1],

si f:[1,2] — R definita prin

1
ft) = 3 oricare ar fi t € [1,2].

Atunci
3
> , )
Tt f(u(z))u'(z), oricare ar fi z € [0, 1].
si deci
1 2 1 2 1
I= / fu(x)u (x)dx = / f)dt = =Int| ==1In2.
0 1 3 1 3
m

Teorema 3.5.5 (a doua metoda de schimbare de variabild) Fie a,b,c,d € R
cua<bsic<dsgiu:[a,bl — [c,d] sif:][c,d — R doua functii. Daca:

(i)  functia f este continud pe [c,d];

(i) functia u este bijectiva;

(131) functiile u gi v’ sunt derivabile pe [a,b], respectiv pe [c,d];

(iv)  functiile u' si (ufl)/ sunt continue pe [a,b], respectiv pe [c,d],
atunci are loc egalitatea

b u(b) ,
| rw@yde= [ @y wat
a u(a)

Demonstratie. Din (i) si (i7) rezulta ca functia fou este continua pe [a, ],

deci admite primitive; fie F' : [a,b] — R o primitiva a functiei f ou pe [a,b].
Atunci, In baza formulei lui Leibniz-Newton,

b
| fw@)de=F@®) - F.
Pe de alta parte, pentru orice t € [c,d], avem

(Fou™) () =F (vt @) («™) (¢) = f (u (™ @®)) (v ™) (1) =
=) () (1),

de unde deducem

Teorema este demonstrata. m
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Exemplul 3.5.6 Sa se calculeze
I /”/4 tan x da
o l-+tanz

Solutie. Consideram functia w : [0,7/4] — [0, 1] definitd prin u (z) = tgz,
oricare ar fi € [0,7/4]. Evident u este bijectivi. Functia inversa u=! :
[0,1] — [0,7/4] care este definitd prin u=!(z) = arctanz, oricare ar fi
x € [0,1], este derivabila si (u_l)’ (z) =1/ (14 2?), oricare ar fi € [0,1].
Obtinem:

I—/ltldt—/1 1ot 1 dt =
o Tt 142y \2(1+t)  2(1+t2)  2(1+12) B

1 1 1 V' olyn
:[21n(1+t)+41n(1+t2)+2arctanx}0:4(1112).

Observatia 3.5.7 Denumirile de prima formula de schimbare de variabila si
a doua formula de schimbare de variabila sunt pur conventionale. In realitate
avemo singurd formula de schimbare de variabilda si mai multe variante de
aplicare a ei.

Varianta 1. Avem de calculat

I:/abf(:z:)dx.

Atunci:

19 Punem in evidenta, in expresia functiei f, o functie u : [a,b] — [c, d]
derivabild cu derivata «’ continud si o functie continua g : [¢,d] — R astfel
incat

f(z)=gu(z))u (z), oricare ar fi z € [a,b].

20 Facem inlocuirile formale u (z) := ¢ si «/ () dz := dt si obtinem

u(b)
I:/ g (t)dt.
u(a)

Varianta 2. Avem de calculat

I:/:f(:c)dq:.

Atunci:

19 Punem in evidents un interval [c,d] C R si o functie u : [c,d] — [a, b]
derivabila cu derivata v’ continua pe [¢,d] si u(c) =a , u(d) =b.

20 Facem inlocuirile formale x := u (t) si do := u’ (t) dt; obtinem

d
1:/ F(u () (8) dt.
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Varianta 3. Avem de calculat

I:/:f(:c)dq:.

Atunci:

19 Punem in evidents, in expresia functiei f, o functie bijectivd wu :
[a,b] — [c,d] astfel incat functiile v si u~! sunt derivabile cu derivatele
continue si o functie continua g : [¢,d] — R astfel incat

f(z)=g(u(zx)), oricare ar fi x € [a,b].
20 Facem inlocuirile formale u (x) := ¢ i do := (u_l)/ (t) dt; obtinem
u(b) N
1= [ gy wa
u
pe care o calculam. Fie
—1\/
o) () (dt=F (1), t € u(l),
In toate cele trei variante ale formulei schimbérii de variabila,expuse mai
sus, expresia functiei u se impune din context, analizand expresia functiei f.
Cand se da o indicatie asupra schimbarii de variabila folosite, se spune

simplu ”se face substitufia x = u (t)” sau ”se face substitutia t = u(x)”,
celelalte elemente rezultand din context.

Exemplul 3.5.8 Sa se calculeze integrala

I /“/4 tanx Q.
o (1+tanz)cos?z

Solutie. Facem substitutia tanz = ¢, deci
1
r:=arctant si dz:= mdt.
Cand x = 0 obtinem ¢t = 0, iar cand z = 7 /4 obtinem ¢ = 1. Atunci
I dt:/ =t Vat= -1+ =1-m2.
0 1+t 0 1+t 0

Exemplul 3.5.9 Sa se calculeze

1 eQz
[
0 1+ e®
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Solutie. Se face substitutia e?* = t, deci x := %lnt si do = %dt. Cand
x = 0 obtinem ¢ = 1, iar cand = = 1 obtinem ¢ = 2. Atunci
e? e? 2
1 1 1. 14e
1= ——dt=-In(1+1¢t)| ==1 :
/O 2(1+¢) 2n(+>1 2

Exemplul 3.5.10 Sa se calculeze

Solutie. Se face substitutia ¢z +1 = ¢, deci = : t5 — 1 si dz := 6t°dt.

Obtinem
t =
)

1 6t8 1
I:/ dt—6/ 0 — 4 4 ¢2
o t2+1 0

75 43 ! 152 3x
6 — =+ - —t+arctant | =———+ —.
0

7T 5 3 35 2

6. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 3.6.1 Pentru functia f : I — R (I interval) s& se determine o
primitiva F': I — R daca:

a) f(z) = 2® 4+ x, oricare ar fi x € [ = R;

b) f(x) =a°+2x —4,oricarearfiz e I =R

¢) f(x)=z(x+1)(z+2), oricare ar fi x € I = R;
d) f(x) =1/z, oricare ar fi z € I =]0, +o0];

e) f(x) =1/z, oricare ar fi x € I =] — 00, 0];

f) f(z) =2° +1/z, oricare ar fi x € I =]0, +o0].

Exemplul 3.6.2 Sa se calculeze:

-2 x 1 z+1
a dz; b — _du;
)/_3 (x+1) (2% +3) )/o (22 + 4z + 5)°

2 2 3 2
1 2 4
c)/ 3 duz; d)/ v —|—2x—i— dx.
1 B+ 0 (x+1)

Exemplul 3.6.3 Sa se calculeze:
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L | ! 1
dz; b dz;
O [ e )| Erpea
3 3 2 1 3
2 20 — 1 2
c)/ z +a:4+ v duz; d)/ %dx.
2 =1 o (z+1)

Exemplul 3.6.4 Sa se calculeze:

1 1 1 1
a LS b / S
) /_1 V4 — x2 ) 0o Vxi4+x+1

$2

1 1 3
c ——dz; d
)/—1 Va2 +z+1 )/2 (2 —=1)Va? -1

dzx.

Exemplul 3.6.5 Si se calculeze:

3 1
a) / Va2 + 2z — Tdx; b) / V6 + 4o — 222dx;
2 0

3/4 1 3 1
c dz; d / ——dx.
) /o (x+1)vVa2+1 ) 2 xva?-—1
Exemplul 3.6.6 Sa se arate ca:

1
a) 2\@</1 Va2 4+ 4x + 5dx < 2v10;

b) 62(6—1)<fee2 idx<§(e—1);
1

Inzx

c) lni</ ln(xQ—:B+1)da:<0.
0

Observatia 3.6.7 Pentru detalii puteti consulta [5] si [3].



(1]
2l
3]

Bibliografie

D. Andrica, D.I. Duca, I. Purdea si I. Pop: Matematica de baza, Editura Studium,
Cluj-Napoca, 2004

D.I. Duca si E. Duca: Ezercitii si probleme de analizd matematicd (vol. 1), Editura
Casa Cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2007

D.I. Duca si E. Duca: Ezercitii si probleme de analiza matematicd (vol. 2), Editura
Casa Cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2009

D.I. Duca si E. Duca: Clulegere de probleme de analiza matematica, Editura GIL,
Zaldu, 1996 (vol. 1), 1997 (vol. 2)

D.I. Duca: Analiza matematica, Casa Cartii de Stiinta, Cluj-Napoca, 2013

M. Megan: Bazele analizei matematice (vol. 1), Editura Eurobit, Timigoara 1997
M. Megan: Bazele analizei matematice (vol. 2), Editura Eurobit, Timigoara 1997
M. Megan, A.L. Sasu, B. Sasu: Calcul diferential in R, prin exercitii i probleme,
Editura Universitatii de Vest, Timigoara, 2001

P. Preda, A. Craciunescu, C. Preda: Probleme de analiza matematica, Editura Mir-
ton, Timigoara, 2004

P. Preda, A. Craciunescu, C. Preda: Probleme de analiza matematica.
Diferentiabilitate, Editura Mirton, Timigoara, 2005

P. Preda, A. Craciunescu, C. Preda: Probleme de analiza matematica. Integrabilitate,
Editura Mirton, Timisoara, 2007

49






criteriul
comparatiei
al doilea, 8
al treilea, 10
primul, 7
radacinii al lui Cauchy, 14
raportului al lui D’Alembert, 12
criteriul lui
Kummer, 16
Raabe-Duhamel, 17

diviziune, 33
mai fina, 34

formula lui Mac Laurin, 26
formula lui Taylor, 23
functie
care admite primitive, 39
integrabila Riemann, 35
primitivabila, 39

integrala
nedefinita, 41
integrala Riemann, 36

norma a unei diviziuni, 33

polinomul lui Taylor, 21
primitiva a unei functii, 40

restul

unei serii, 6
restul lui Schlomilch-Roche, 26
restul Taylor, 23

seria
armonica, 3
armonica generalizata, 12
serie
convergenta, 2
cu termeni pozitivi, 7
divergenta, 2

Glosar
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geometrica, 2
serie de numere reale, 1
sirul sumelor partiale
a unei serii de numere, 1
sistem de puncte intermediare atasat
unei diviziuni, 34
suma partiala de rang n
a unei serii, 1
suma Riemann, 35
suma unei serii, 2

termenul general
al unei serii, 1






