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Geometrie analitica plana






CAPITOLUL 1

Ecuatiile carteziene ale dreptelor in raport cu un
reper ortonormat in plan (dreapta definita prin
punct si vector director, dreapta definita prin doua

puncte, dreapta prin taieturi)

1.1. Dreapta definita prin punct si vector director

é
Fie reperul cartezian ortonormat R{0; 7, j } in plan. Fie d o dreapta in

N
plan care are un vector director d de componente p si q, adica

—
J

-
(d # 6), adica p §i ¢ nu sunt nule simultan). Pe dreapta d se considera un
punct fixat My de coordonate (zg,yo) si un punct variabil M de coordonate
(2,9).

Fie 7y si 7 M, vectorii de pozitie ai punctelor M si My fata de originea
0.

FEcuatia vectoriala a dreptei d este:
— — -
d: vy =71pm+Ad, unde A € R.
Propozitie. FEcuatia carteziand a dreptei d in raport cu reperul
— —
R{0; i, j} este:

x—xo:y—yo
p q

. . < 1y . — — i
Demonstratie. Ecuatia vectoriald a dreptei d : 7'y = 7'p0 + A d se
transcrie astfel:

ri+yj =x0t +yoj +Api +qj).



— —
Deoarece versorii ¢ si j sunt liniar independenti, avem:

T =x0+ Ap
Y =190+ Aq

Acestea sunt ecuatiile parametrice ale dreptei d. Eliminand X intre cele
doua ecuatii, avem:
T—%Zo Y—Yo
p
Observatie. Daca unul dintre numerele reale p sau ¢ este zero atunci nu

se poate face impartirea cu el. S& presupunem ca p = 0. Atunci din ecuatiile
parametrice rezultda x = xg (si y variabil). Aceasta este ecuatia unei drepte
paralele cu axa Oy. Analog y = yg este ecuatia unei drepte paralele cu axa
Oz.

Observatie. Daca p # 0, ecuatia dreptei d se poate scrie:

q
Y—Y = 7(1' _370)'
p
Daca notam cu m = g, ecuatia devine:
p

y —yo = m(x — xo).

m se numesgte panta dreptei d si este egala cu tg a, unde a este unghiul dintre
axa Ox gi dreapta d.

1.2. Dreapta definita prin doua puncte distincte

Fie dreapta d in planul zOy, raportata la reperul ortonormat R{0; 7, T}
Se considera pe dreapta d punctele distincte fixate M7 si Moy de coordonate
(x1,y1) respectiv (z2,y2) si punctul variabil M de coordonate (z,y).

Ecuatia vectoriala a dreptei d este:
—> — — —>
v = 7T o, — T )

Propozitie. FEcuatia carteziana a dreptei d este:

rT—T1  Y—U

T2 — X1 Y2 — 1

Demonstratie. Ecuatia vectoriala a dreptei se expliciteaza astfel:

— — —
J

. — — — — — ,
xi+yj =x11 +nj +talrzei +y2) —x11 —p1j) &



{ x=x1+ alry —x1)

-
y=u+aly2—y)
rT—T1  Y—U
T2 — X1 Y2— U
Observatie. Daca z9 — 1 = 0 atunci ecuatia dreptei este z = x7 si

reprezinta o dreapta paralela cu axa Oy, iar daca ys — y1 = 0, atunci ecuatia
dreptei este y = y1 si reprezinta o dreapta paralela cu axa Ox.

Daca z9 — 1 # 0 atunci ecuatia dreptei este
Y2 — Y1 (z

T2 — X1

Y-y =
si atunci panta dreptei d este
Y2 — U1
m="—.
o — X1
Observatie. Ecuatia dreptei date prin doua puncte distincte
r—r _y—un
T2 — 1 Y2 —

se poate scrie in mod echivalent:

z y 1
r1 Y1 1|=0.
2 y2 1

Observatie. Daca punctul M3(z3,ys) apartine dreptei d determinata de
punctele distincte M (z1,y1) si Ma(z2,y2) atunci coordonatele punctului Ms
verifica ecuatia dreptei M Ms, deci avem:

1 oy 1
9 y2 1 |=0.
x3 ys 1

Aceasta este conditia de coliniaritate a punctelor My, Mo, M3.
Observatie. Daca dreapta d intersecteaza axa Oz in punctul A(a,0) si

axa Oy in punctul B(0,b), atunci ecuatia dreptei d = AB se scrie:
z y 1

T

a 0 1]|=0&—

a
0 b 1

Aceasta ecuatie se numeste ecuatia dreptei prin taieturi.



1.3. Unghiul dintre doua drepte

Definitie. Unghiul dintre doua drepte plane este prin definitie unghiul
dintre vectorii lor directori.
Propozitie. Daca dreptele dy si do au vectoric director: E)l(pl,ql) $1
72(}?2,(]2), atunci
o8 (d/hE) _ Pip2 + q192 .
VP @ VPt a

Demonstratie. Din definitia produsului scalar avem:

— = — — = =
di-dy=|dyf-[Id2]cos(dy, d2).

Explicitand produsul scalar i normele, adica:

di-da=pip2+qqe si [ dill=+/pi+aqi, | dall = /P53 + a3,

rezulta formula care permite calculul cosinusului unghiului dintre doua drepte.
Propozitie. Daca dreptele dv si do sunt date prin punct i pantd, adica:

di: y—yr=mi(x —x1) &y =mz+n

dy: y—yo=ma(xr — 22) & Yy = max + n2

atunci - -

2 — My
b8 = 1+mime
unde 6 este unghiul dintre cele doud drepte.

Demonstratie. § = as — oy

tgas —tgay ma — 1My
1+ tgartg as - 1 +m1m2'

tgl =tg (a2 — 1) =

Propozitie. (a) Daca dreptele dy si da sunt date prin punct si vector

director, adicd:

r — X —

dy : 1:y Y1
b1 q1
r — X —

dy : 2:y Y2
D2 q2

atunct

dludg =4 ]ﬂ = qfl
P2 Q2
(b) Daca dreptele dy si do sunt date prin punct si pantd, adica:

dy: y=miz+ny
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ds @ Yy = mox + ng

atunci dy||dy < my = mo.
Demonstratie. (a) d;|d2 < 31\\72 < 3 X\ € R* astfel incat
— — — — — —
di=Xdoepii +qj=AXpi +qj)e
P_@
P2 @
(b) d1|]d2<:>9:0<:>tg0:0<:>m1 = my.
Propozitie. (a) Daca dreptele di si da sunt date prin punct si vector
director, adica

pL=Ap2 §i (1 = A2 &

dy : r— 1 _ Yy—u
b1 q1
T —T —
dy : 2 _ Yy—12
D2 q2
atunci dy L do < pips + q1q2 = 0.

(b) Daca dreptele dy si dy sunt date prin punct §i panta, adica

dy: y=miz+ny

ds 1 Yy = mox + ng
atunci di L dy & mimg +1=0.

Demonstratie. (a) d; L dy & cos(jl, 72) =0< p1p2 + q192 = 0.
(b) d1J_d2<:>9:g:>ctg9:0<:>m1m2+120.

1.4. Distanta de la un punct la o dreapta
Fie My(xo,yo) un punct si d o dreapta data prin ecuatia carteziana generala
d: ax+by+c=0.

Observatie. Ecuatia dreptei d poate fi adusa la aceasta forma generala,
prin calcule directe in toate cazurile prezentate Inainte, adica dreapta prin
punct si vector director, dreapta prin doua puncte distincte si cazul particular,
dreapta prin tdieturi. Desigur coeficientii a si b din aceastd ecuatie nu sunt
aceiasi ca in cazul dreptei prin taieturi.

Propozitie. Distanta de la punctul My la dreapta d este

lazo + byo + ¢|
d(Mp,d) = —2 -0 T
(Mo, d) T
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Demonstratie. Panta dreptei d este
mg=—-—.
1T
Atunci panta perpendicularei d’ din My pe d este

b

mg = —,

deci ecuatia perpendicularei din My pe d este:

b
d y—yOZa(!E—on)-

Coordonatele piciorului perpendicularei din My pe dreapta d, punctul M’,
se obtin rezolvand sistemul format din ecuatiile dreptelor d si d’

ar +by+c=0 (d)
b
y—yo=_(&—w) ()
Se obtine:
B b2xg — abyo — ac
o= a? + b?
—abxg + a®yy — be
Ymr =

a? + b?
(dupa efectuarea unor calcule elementare).

Distanta de la punctul My la dreapta d este distanta dintre punctele M
si M', adica

b
(Mo, d) = (Mo, M') = eare — 2asg 2+ (gaae — g 2= 220 L0

va? + b?
(dupa efectuarea unor calcule elementare).
Aria triunghiului. Fie M;(z;,v;), ¢ = 1,3, trei puncte necoliniare in
planul zOy.

Propozitie. Aria triunghiului determinat de punctele necoliniare M;, i =
1,3, este:

1 1 oy 1
oM MyMs3] = 3 || 22 y2 1 [].
z3 y3 1
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Demonstratie. Ecuatia dreptei MsM3 este:
r y 1
9 y2 1 |=0.
z3 yz 1

Aria triunghiului My Ms M3 este:

1
O'[MlMgMg] = 5 . M2M3 . d(Ml, MgMg)

r1 U1

1
1 1
=V —22)2+ (ys —y2)2 || 22 w2 1]
2 _ 2 — 2
zs ys 1 \/(333 12)% + (y3 — y2)
1
B 1‘ 1 Y1 X ‘
~ 9 T2 Y2 .
1

T3 Y3
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CAPITOLUL 2

2.1. Cercul

Definitie. Cercul este locul geometric al punctelor din plan egal departate
de un punct fix, numit centrul cercului. Distanta de la oricare punct al cercului
la centru se numeste raza cercului si se noteaza in general cu R.

Propozitie. Ecuatia carteziana a cercului cu centrul in punctul C(a,b) si

de raza R este:
(x—a)*+ (y— b)* = R*

Demonstratie. Fie punctul oarecare M (z,y) al cercului. Avem CM = R,
din definitie. Rezulta:

Vie—aP+(y-b) =R
sau
(x—a)®+ (y—b)? =R~
Observatie. Ecuatia cercului se mai poate scrie:
22 +y? — 2ax — 2by +a® +b* — R2 =0
sau
4+ +mz+ny+p=0

unde s-a notat:
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2.2. Elipsa

Fie ¢ un numar real pozitiv si F, F’ doua puncte fixate in plan (distincte)
astfel incat F'F' = 2c. Fiea € R, a > c.
Definitie. Multimea E a punctelor M cu proprietatea ca

MF + MF' =2a

se numeste elipsa.
Observatie. Daca ¢ = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de raza a.
Propozitie. Punctul M(x,y) apartine elipsei E daca si numai dacd

2 2
x
94-’7;7:1, unde b* = a® — 2.
Demonstratie. Alegem originea reperului in mijlocul segmentului FF”,
axa Oz fiind OF’, iar axa Oy fiind mediatoarea segmentului FF’. Avem:

F(—¢,0), F'(c,0).

MeE & (x+c)2+y2+/(z—c)?+y?=2a

Se trece un radical in membrul drept (de exemplu al doilea radical) si se
ridica la patrat fiecare membru al ecuatiei. Se obtine:

dex = 4a® — dar/(x — )2 + 2 &

av/(z — )2 +y% = a® — cx.

Se ridica din nou la patrat gi dupa efectuarea unor calcule elementare se
obtine:

72 Y2 .

a2 | a2 — 2 :

Deoarece a > ¢ > 0, putem nota expresia pozitiva a? — ¢ cu b%. Rezulti

ecuatia canonica a elipsei:

2.3. Hiperbola

Fie ¢ un numar real strict pozitiv si F, F’ doud puncte fixate in plan
(distincte) astfel incat F'F’ = 2¢. Fie a € R, a € (0, ¢).
Definitie. Multimea H a punctelor M din plan cu proprietatea ca

IMF — MF'| = 2a
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se numeste hiperbola.
Propozitie. Punctul M (z,y) apartine hiperbolei H daca $i numai daca:

2 2
x
—Q—y—zzl, unde b = & — o>
a b

Demonstratie. M € H < |MF — MF'| = 2a &

MF — MF' =420 < /(z + )2+ y2 — /(z — )2 + y2 = +2a.

Am ales ca in cazul elipsei dreapta F'F’ drept axa Ox, O originea reperului
cartezian fiind mijlocul segmentului F'F’ si mediatoarea segmentului F'F’ drept
axd Oy. In aceste conditii punctele F' si F’ au coordonatele: (—c,0) respectiv
(c,0).

Se trece al doilea radical in membrul drept, se ridica la patrat si se obtine:

242+ + 1y =2 -2+ A+ 9% £ 4av/(z — )2 + Y2 + 4d°.

Dupa efectuarea calculelor si dupa o alta ridicare la patrat se obtine ecuatia

hiperbolei:
22 2 _,
a2 b2 ’
unde am notat expresia pozitiva ¢ — a? cu b?.

Observatie. Punctele F' si F’ se numesc focare, atat in cazul elipsei cat
si in cazul hiperbolei.
Observatie. Hiperbola

are ca asimptote oblice dreptele:

2.4. Parabola

Fie h o dreapta in plan si F' un punct care nu apartine lui h.

Definitie. Multimea P a punctelor M din plan cu proprietatea ca
d(M,h) = MF

se numeste parabola.
Punctul F' se numeste focarul parabolei, dreapta h se numeste directoarea
parabolei iar M F' se numeste raza focala corespunzatoare punctului M.
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Fie A proiectia focarului F' pe directoarea h si O mijlocul segmentului
[AF]. Alegem ca axa Ox semidreapta [OF, iar ca axa Oy mediatoarea segmen-
tului AF. Notam cu p lungimea segmentului [AF]. Acest numar real pozitiv
p se numegte parametrul parabolei.

Propozitie. Punctul M (z,y) apartine parabolei dacd si numai dacd

y? = 2pz.
Demonstratie. M € P < d(M,h) = MF &
2 2
E(M,h) = MF? & (a;+§) - (a;— g) F? e ? =2
Tangenta intr-un punct la parabola. Propozitie. Fie parabola de
ecuatie y* = 2px si Mo(wo,y0) un punct al parabolei. Tangenta la parabold in
punctul My are ecuatia:
yyo = p(x + o).
Demonstratie. y? = 2pr = y = +/2pz
Ecuatia generald a tangentei la curba y = f(z) in punctul (zg,yo) unde
Yo = f(wo) este:
y —yo = f'(z0)(z — x0).
In cazul parabolei avem

V2p  p

270 Yo

f'(@o) = £

Deci ecuatia tangentei este:

p
Yy—yo= %(ﬂf —20) € yyo = p(x + ).

Teorema. (Proprietatea optica a parabolei) Tangenta si normala la pa-
rabola intr-un punct M al et sunt bisectoarele unghiului format de raza focald
MyF' si paralela la axa Ox dusd prin punctul My.

Demonstratie. Fie B (—g, y0> punctul de intersectie al directoarei h cu
paralela dusa prin My la axa Ox. Din definitia parabolei rezulta ca triunghiul
MyBF este isoscel, deci pentru a demonstra ca tangenta in My este bisectoa-
rea unghiului BMyF este suficient sa demonstram ca tangenta este mediana
corespunzatoare laturii BF.

Ecuatia tangentei in My este

yyo = p(x + x0).
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Mijlocul lui BF are coordonatele (0, %) si se verifica imediat ca aceste

coordonate verifica ecuatia tangentei.

2.5. Probleme propuse

1. Intr-un reper cartezian Oy se consideri punctele A(a,0) si B(0,03)
unde o, 3 € R.

1. Calculati lungimea segmentului AB si coordonatele mijlocului acestuia.

2. Scrieti ecuatia cercului circumscris triunghiului AOB.

3. Daca punctele A, B sunt variabile, segmentul AB are lungimea con-
stanta, iar M este un punct fix al acestuia, sa se determine locul geometric al
lui M. Studiati cazul in care M este mijlocul segmentului.

2. Se di parabola de ecuatie 32 = 2pz.

a) Sa se scrie ecuatia tangentei la parabola intr-un punct oarecare al ei.

b) Sa se afle coordonatele proiectiei unui punct din plan pe tangenta.

c¢) Sa se afle locul geometric al proiectiilor focarului pe tangentele la para-
bola.

3. Se dau parabolele de ecuatii y?> = 2px si ¥ = 2qz, (0 < ¢ < p). O
tangenta variabila dusa la a doua parabola intersecteaza prima parabola in
punctele My si Ms. S& se determine locul geometric al mijlocului segmentului
[M My].

4. Se considera reperul cartezian zOy si P un punct pe prima bisectoare
a axelor de coordonate. Fie P; si P, proiectiile ortogonale ale lui P pe axa
absciselor respectiv pe axa ordonatelor. O dreapta variabild d care trece prin
P intersecteaza axa absciselor iIn M i axa ordonatelor in N. Sa se demonstreze
ca pentru orice pozitie a dreptei d, dreptele M P, N P; si perpendiculara pe d
care trece prin O sunt trei drepte concurente.

5. Fie ABC un triunghi oarecare si M mijlocul laturii [BC]. Se noteaza cu
N un punct pe AB astfel ca A € (BN). Ortocentrul H al triunghiului ABC
se proiecteaza pe bisectoarele unghiurilor BAC si CAN respectiv in punctele
P si Q. Sa se arate ca punctele M, P si ) sunt coliniare.
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