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1 Csoportok, gylirik és testek

1.1 A csoport fogalma. Példak

Ertelmezés 1.1 Legyen G egy halmaz és ¢ : G x G — G egy fiiggvény.
a) Az (G, ¢) elempdrt grupoidnak nevezziik. Ha x,y € G, akkor ¢(x,y) helyett gyakran az
Xx+y, Xy, xoy, xNy, xUy, x*y

stb. jeloléseket hasznaljuk.
A 47 (illetve ,,-”) jelolést additiv (illetve multiplikativ) jelolésnek nevezziik.
b) (G, *) félesoport, ha ,*” asszociativ miivelet, azaz minden x,y,z € G esetén

(xxy)*xz=xx*(y=*2z).
c) (G, *) monoid, ha ,,%” asszociativ miivelet, és G-ben létezik semleges elem:
(Fee G (V)xeGxxe=exx=x.
Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén e-t 0-val (illetve 1-gyel) szoktuk jeldlni.
d) (G, ) csoport, ha (G, *) monoid és minden eleme szimmetrizdlhatd (invertdlhatd):
WMxeG (@A)x €eGxxx'=x"*x=ce.

Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén x’-et —x-el (illetve x~'-gyel) jeloljiik.

e) Azt mondjuk, hogy az (G, x) csoport kommutativ vagy Abel-csoport, ha minden x,y € G esetén, x xy =
Y * X.

f) Az |G| kardinalis szémot az (G, %) csoport rendjének nevezziik.

Lemma 1.2 Legyen (M, -) egy monoid.

a) Ha e,e’ € M semleges elemek, akkor e =e’.

b) Hax € M és x',x"” € M x-nek inverzei, akkor x' =x".

c) Legyen U(M) = {x € M | x invertdlhat6} az M egységeinek a halmaza. Akkor (U(M),-) csoport.
Bizonyitis. a) e =ee’ =e’.

b) x' =x"e=x"(xx") = (x'x)x" =ex" =x".

c) Az M semleges eleme invertdlhat6, mert ee = e. Ha x € U(M), akkor x’ € U(M) és (x')’ = x, mert
x'x =xx’ =e. Ha x,y € U(M), akkor

(xy)(y’x) = (y'x)(xy) =e,
tehat xy € U(M) és (xy)’ =y’'x’. Az asszociativitds oroklédik. m

Példa 1.3 a) (N*,+) félcsoport, (N,+), (N,:) monoidok, nem csoportok.
b) (Z,+), (Q,+), (R,+) Abel-csoportok.
c) (Z,-), (Q,-), (R,:) kommutativ monoidok, (U(Z) ={1,—1},-), (Q*,-), (R*,-) Abel-csoportok.

Példa 1.4 Legyen M egy halmaz és F(M) ={f | f: M — M}. Akkor (F(M), o) monoid. Az
Sm = UWFM)) ={f € F(M) | f bijektiv}

csoportot az M halmaz szimmetrikus-csoportjanak nevezziik.

Feladat 1 Legyen M =R\ {0,1}, G ={f; |1 =1,...,6}, ahol f; : M — M,

1 t—1 1
f](t):t» fz(t):ﬁ) f3(t)=T, f4(t):*
o t

=T

Igazoljuk, hogy (G, o) nemkommutativ csoport (készitsiink miivelettdblat).

fs(t)=1—1t, folt) (V)t € M.

Feladat 2 (Csoportok direkt szorzata) Legyen Gy és Gz két csoport, és legyen

G:=Gy1 xG2={g9g=1(91,92) | g1 € G1, g2 € Ga}.

Ertelmezés szerint, legyen
(91,92)(91,92) = (9191, 9292)-
Akkor G csoport.



Megjegyzés 1.5 (Szamitasi szabdlyok) a) Legyen (G,-) egy csoport és a,b € G. Az ax = b egyenlet
egyetlen megoldésa x = a~'b, és az ya = b egyenlet egyetlen megoldasa y = ba~'; kévetkezik, hogy a

ta:G o G, tgq(x)=ax

és
t,:G— G, t.(x)=xa
bijektiv fiiggvények (ezeket bal oldali illetve jobb oldali transzlicidnak nevezziik). Ha x,y € G, akkor ax =
ay=>x=yésxa=ya=x=1y.
b) (Hatvanyozds) Legyen (G,-) egy csoport, x € G és n € N*. A .7 asszociativitdsdt felhasznélva,
értelmezziik az x™-et:

x'=x, x"T=x".x=x-x"

Tovabbi, legyen x° = e és (x )™ = (x™) .
Feladat 3 Igazoljuk, hogy x™™ = x"x™ és (x™)™ = x™™ minden x € G és m,n € Z esetén.

Ha a (G, +) additiv jel6lést alkalmazzuk, akkor legyen 1-x = x, (n+1)x = nx+x = x4+nx, 0-x—0, (—m)x =
—(nx) = n(—x). Ebben az esetben, (m 4 n)x = mx + nx és m(nx) = (mn)x minden m,n € Z esetén.

Feladat 4 Legyen (G, -) egy félcsoport. Igazoljuk, hogy G csoport akkor és csak akkor, ha:
a) ()e € G ugy, hogy (V)x € G xe =x.
b) (V)x € G (I)x’ € G tigy, hogy xx’ = e.

Feladat 5 Legyen (G,-) egy nemiires félcsoport, és tq,t] : G — G, tq(x) = ax, t.(x) = xa, ahol a € G.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) G csoport & tgq,t) sziirjektivek, (V)a € G.

b) Ha G véges, akkor G akkor és csak akkor csoport, ha (V)a,x,y € Gax =ay = x=yésxa=ya = x =Y.

Feladat 6 Legyen (G, -) egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy:
a)x?=y®=e, xy=yx=y>=¢, xy =yx.
b) x> =yt =e, xy =yx’> = x?y =yx, xy> =y’x*.
o)X=yt =e, yx =xy3 = xy = yx.

Feladat 7 Legyen (G, ) egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy :
a) Ha xy = yx, akkor xMy™ =y™x™ és (xy)™ =x"y" (V)m,n € Z.
b) Han € Z és (xy)* = x*y*, ahol k =n — 1,n,n + 1, akkor xy = yx.

1.2 Csoportmorfizmusok

Ertelmezés 1.6 Legyen (G, ) és (G’,0) két csoport és f: G — G’ egy fiiggvény,
a) Azt mondjuk, hogy f csoportmorfizmus, ha minden x,y € G esetén

f(x xy) = f(x) o f(y).

Az f-et endomorfizmusnak nevezziik, ha (G, *) = (G’,0).

b) Azt mondjuk, hogy f izomorfizmus, ha létezik egy f' : G’ — G morfizmus gy, hogy f' o f = 15 és
fof’ =1g/. Az f izomorfizmust automorfizmusnak nevezziik, ha (G, x) = (G, o).

Jelolések: End(G) — az endomorfizmusok halmaza, Aut(G) — az automorfizmusok halmaza.

Lemma 1.7 Legyen f: G — G’ és1': G’ — G” két morfizmus.

a) fle) =e’;

b) f(x 1) = f(x)~" minden x € G esetén.

¢)1g:G—= G ésf'of:G— G morfizmusok.

d) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha bijektiv.
Bizonyitas. a) e’f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), tehdt f(e) =e’.

b) Ha x € G, akkor xx~ ! = x"'x = e, tehat f(x)f(x ') = f(x ")f(x) = e’, és kovetkezik, hogy f(x)~' =
fix—).

¢) Minden x,y € G esetén 1g(x,y) =xy =1g(x)1g(y) és

("o f)(xy) = f'(flxy)) = f'(f(x)f(y)) = ' (Fx)f'(fly)) = (f' o F)(x)(f' o F) (y).

d) Ha f izomorfizmus, akkor bijekt{v, mert van inverze. Forditva, feltételezziik, hogy f bijektiv, és igazoljuk,
hogy f~! izomorfizmus. Legyen u,v € G’, x = f~'(u) ésy = f~' (v). Ekkor

fHw) = 1 (F)f(Y) = (Fxy) =xy = (W '(v). m
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Feladat 8 Ha a € R% \ {1}, és f: (R,+) — (R%,), f(x) = a*, akkor f izomorfizmus, és f71(x) = log, (x).
Feladat 9 A pi: Gy x Gy — Gy, pi(x1,%2) = x4 kanonikus projekcick sziirjektiv morfizmusok, i =1, 2.

Feladat 10 Ha (G, -) egy csoport, akkor (End(G), o) monoid, és U(End(G)) = Aut(G) (tehdt (Aut(G),o) cso-
port).

Feladat 11 (Lorenz-csoport) Legyen a >0, G = (—a,a) és x xy = Igazoljuk, hogy:
a) (G, *) Abel-csoport;

b) 1étezik egy f: (R%,-) — (G, *), f(x) = f}ig alaki izomorfizmus.

Xty
1+xy/a?"’

Feladat 12 Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f | f : M — G} halmazon értelmezziik a
kévetkezé miiveletet: (fg)(x) = f(x)g(x), (V)x € M, f,g € GM. Igazoljuk, hogy (GM, ) csoport, és létezik egy
¢ : G — GM injektiv morfizmus.

1 g(x) = x?. A kovetkez6 allitdsok ekvivalensek:

Feladat 13 Legyen (G, -) egy csoport és f,g: G — G, f(x) =x
(i) G Abel-csoport.
(i) f € Aut(G).

(iii) g € End(G).

Feladat 14 Legyen (G, ) egy csoport, és ig: G — G, ig(x) = gxg~', ahol g € G. Igazoljuk, hogy ig € Aut(G).
(ig-t belsd automorfizmusnak nevezziik. Jelolés: Int(G) = {ig | g € G}).

Feladat 15 Legyen M és N két halmaz és f : M — N egy bijektiv fliggvény. Igazoljuk, hogy (Sym, o) =~ (SN, 0).

1.3 Részcsoportok

Ertelmezés 1.8 Legyen (G, -) egy csoport és H egy részhalmaza G-nek. Azt mondjuk, hogy H részcsoportja
G-nek (jelolés: H < (G,-)), ha H zart a mfiveletre nézve (azaz minden x,y € H esetén xy € H-nak) és (H,-)
csoportot alkot a ,,-” altal indukélt miivelettel.

Tétel 1.9 (részcsoport jellemzése) Legyen (G,-) egy csoport és H részhalmaza G-nek. A kovetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

1) H részesoportja G-nek.

2) H#( és xy, x| € H minden x,y € H esetén.

3) H# D és xy~' € H minden x,y € H esetén.

Bizonyitas. (1)=—(2) Mivel (H,-) csoport kovetkezik, hogy van egy e’ semleges eleme. Ha e a G semleges
eleme, akkor e’e’ = e’ =e’e, vagyis e = e’ € H.

Minden x € H esetén létezik x’ € H tigy, hogy xx’ = x'x = e, és létezik x ! € G tigy, hogy xx~
Az inverz elem egyértelmiiségébdl kivetkezik, hogy x’' =x~' € H.

(2)==(3) Ha x,y € H, akkor x,y~' € Hés xy~' € H.

(3)==(1) Feltevés szerint H # (J; ha x € H, akkor e = xx~' € Hés ex”! =x~' € H Ha x,y € H, akkor
X,y ' € Hésx(y~")~! € H, vagyis xy € H.

Ezzel igazoltuk, hogy H zart a miveletre nézve, H-ban létezik semleges elem, és H minden elemének van
inverze. Mivel az indukalt miivelet asszociativitdsa 6roklédik, a fentiekbdl kovetkezik, hogy (H,-) csoport és a
G részcsoportja. m

T=x"Tx=e.

Példa 1.10 1) Z részcsoportja (Q, +)-nak, Q részcsoportja (R, +)-nak és R részcsoportja (C, +)-nak.

2) (Q*,-) részcsoportja (R*,-)-nak és (R*,-) részcsoportja (C*,-)-nak.

3) NZ részcsoportja (Z,+)-nak, ahol nZ ={nk | k € Z} és n € Z rogzitett.

4) {e} és a G részcsoportjai (G, -)-nak, ezeket a G csoport trividlis részcsoportjainak nevezziik. Ha H < G
és H #£{e}, H # G, akkor H-t valddi részcsoportnak nevezziik.

5) (Uy, -) részcsoportja (C*,-)-nak, ahol n € N*-nak és

2k 2k
Un:{ZGCIZ“:U:{COSTnJriSinTﬂ|0§k§n—1, ke Z}

az n-ed rendi eqységgyokok halmaza.
6) Legyen (G, -) egy csoport, és

Z(G)={geGlgx=xg Vx € G}

a G centruma. Akkor Z(G) részcsoportja G-nek.
Vegyiik észre, hogy G akkor és csak akkor kommutativ csoport, ha Z(G) = G.
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Lemma 1.11 Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus.
1) Ha H részcsoportja G-nek, akkor f(H) részcsoportja G'-nek.
2) Ha H' részcsoportja G'-nek, akkor £='(H) részcsoportja G-nek.

Bizonyitds. 1) Mivel H # () kdvetkezik, hogy f(H) # 0.

Ha x';y’ € f(H), akkor létezik x,y € H gy, hogy x' = f(x) és y’ = f(y), tehdt x'y’ = f(x)f(y). Mivel f
morfizmus f(x)f(y) = f(xy), ahol xy € H-nak (mert H részcsoport), tehat x'y’ = f(xy) € f(H).

Tovabba, (x')~1 = f(x)' = f(x~") (mert f morfizmus), de x " € H (mert H csoport), tehat f(x~') € f(H).
A részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik, hogy f(H) részcsoportja G’-nek.

2) Mivel H' részcsoportja G’-nek és f morfizmus, fenndll az, hogy f(e) = e’, (ahol e a G semleges eleme és
e’ a G’ semleges eleme); kivetkezik, hogy e € f~'(e’), vagyis f~1(H’) # 0.

Ha x,y € f~'(H’), vagyis f(x), f(y) € H’, akkor f(x)f~'(y) = f(x)f(y~') = f(xy~") € H’, vagyis xy~
f-1(H). m

1 e

Ertelmezés 1.12 Legyen f: G — G’ egy morfizmus.
1) Az Im f = f(G) ={f(x) | x € G} halmazt az f képének nevezziik.
2) A Kerf ={x € G| f(x) =e’} =f"(e’) halmazt az f magjdnak nevezziik.

Megjegyzés 1.13 1) A fenti lemmdbol kovetkezik, hogy Kerf < G és Imf < G’.

2) Ha H részcsoportja G-nek és i: H — G, i(h) = h, akkor i injekt{v morfizmus.

Forditva, ha f : G — G’ injektiv morfizmus, akkor f(G) = Imf részcsoportja G’-nek és H ~ f(H). Egy
injektiv morfizmust bedgyazdsnak is neveziink.

Tétel 1.14 (Injektiv morfizmusok jellemzése) Az f: G — G’ morfizmus akkor és csak akkor injektiv,
ha Kerf = {e}.

/

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy f injektiv és legyen x € Kerf, vagyis f(x) = e’ = f(e); kovetkezik, hogy x = e,
tehat Kerf = {e}.

Forditva, feltételezziik, hogy Kerf = {e}. Legyen x1,%; € G 1gy, hogy f(x1) = f(x2). Ekkor f(x1)f '(x2) =
e’, és mivel f morfizmus f(ch;]) = e’, vagyis ch;1 € Kerf = {e}; kovetkezik, hogy x1x24 = e tehat

X1 =€ex2 =%X2. N

/

Tétel 1.15 (Cayley) Minden csoport bedgyazhatd eqy szimmetrikus csoportba.

Bizonyitas. Legyen (G,-) egy csoport, a € G és tq : G — G, tq(x) = ax (tq a bal oldali transzlaci6). Mivel
tq bijektiv fiiggvény, kovetkezik, hogy to € Sg :={f: G — G |f bijektiv}.

Legyen @ : G — S gy, hogy @(a) = tq és igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, @(ab) = tqp
és @(a) o p(b) =tq otp, és minden x € G esetén

tab(x) = (ab)x = a(bx) = ta(bx) = ta(tv(x)) = (ta o to)(x). (1)

Tovéabba, legyen a,b € G gy, hogy @(a) = @(b), vagyis tqa = ty,. Ez azt jelenti, hogy tq(x) = tp(x) minden
X € G esetén, tehat ax = bx és a = b, vagyis ¢ injektiv. m

Feladat 16 Legyen (G,-) egy csoport és Hi,Hz, Hs < G. Igazoljuk, hogy:
a) Hy U H, akkor és csak akkor részcsoport, ha Hy < H; vagy Hy < Hj.
b) Hy UH, = G akkor és csak akkor, ha Hy = G vagy H, = G.
¢) Hz € H; UH; akkor és csak akkor, ha H3 < H; vagy H; < H..

Feladat 17 Legyen (A,+) egy Abel-csoport, mA ={ma | a € A} és A, ={a € A | ma = 0}, ahol m € Z.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) mA, An < (A,+).

b) Ha f: (A,+) — (B,+) egy morfizmus, akkor f(mA) C mB és f(A;,) C Bp,.

¢) Legyen G = (S3,0). Igazoljuk, hogy G3 és G, nem részcsoportok.

Feladat 18 Legyen (G, -) egy csoport és H C G egy véges nemiires részhalmaz. Igazoljuk, hogy H < G akkor
és csak akkor, ha H zart részhalmaza G-nek.

Feladat 19 Legyen (G, -) egy csoport és Z(G) ={x € G| xg = gx (V)g € G} a G centruma.
a) Bizonyitsuk be, hogy Z(G) < G.
b) Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G’).



1.4 Az S, szimmetrikus csoport

Legyen Sy, = Sp1,..ny = {f : {1,...,m} — {1,...,n} | fbijektiv}. Az (Sn,o) csoportot n-ed foki szim-
metrikus csoportnak nevezzikk. Egy o € S, elemet n-ed foku permutdcionak nevezziik, és gyakran egy tablazat

segitségével adjuk meg:
o 1 2 ...00n (1 2 ...0mn
o 02 ... om))> T\ 2 ... n)

(e-t az identikus permutdcidnak nevezzik.) Ha 0,7 € S;,, akkor
oo ( 1 2 s n )
T(o(1)) T(o(2)) ... =(om)))’

G1<0(1) o2) ... U(n))
1 )

és
2 n

Matematikai indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy |S,.| = n!.

Ertelmezés 1.16 Legyen o € S;,.

a) Az (i,j) elempdrt inverzidnak nevezziikk, ha 1 < i < j < n és o(i) > o(j); inv(o)-val jeldljik a o
inverzidinak a szamat.

b) sgn(o) = (=19 ¢ {1,-1} a o szignatirdje; o pdros permuticié, ha sgn(o) = 1, és o pdratlan
permutacié, ha sgn(o) = —1.

A péros permutédcidk halmazat A, -nel jeloljiik.

Feladat 20 a) Minden ¢ € Sy, esetén, 0 < inv(0) < n(nz_”
. _ s _ TL(T'I.*]) _ 1 2 “ee n .
b) inv(0) =0 & o =e; inv(o) = —5— (:)G-(n -1 ]>.,
c)Han>2és1<j<k<n, legyen Ty € Sy,
K, i=]
Tjk(i) =4<j, i=k
i ik
Akkor inv(Tjx) = 2(k —j) — 1 és sgn(Tji) = —1. (Tji-t transzpozicionak nevezzik).

Feladat 21 Legyen ¢ = <; i ? g) és T = <21 % ; g) Hatérozzuk meg az inv(o)-t, sgn(o)-t, o~ '-t,

oT-t, To-t és 01437 -t!
Feladat 22 frjuk fel az Gsszes 3-ad és 4-ed foku transzpozicidkat.

Feladat 23 Szamitsuk ki inv(o)-t ha:

a)c:<] 2 3 4 ... n n+l n+2 ... 2n>

1 35 7 ... 2n—1 2 4 ... 2n

b) (1 23 ... n n+l n+2 n+3 ... n )
2 4 6 ... 2n 1 3 5 .o 2n—1

Tétel 1.17 a) Minden o € Sy, esetén,

WA & BETC)

e j—1
1<i<i<n

b) sgn: (Sn,o) = ({1,—1},-) szirjektiv morfizmus.

¢) (An,0) csoport és |An| = “7' (An-et alterndlé csoportnak nevezzik).

Bizonyitas. a) Mivel o bijektiv fliggvény, minden i,j € {1,...,n}esetén léteznek az egyértelmiien meghatérozott
k,1€{1,...,n}elemek, k # 1, igy, hogy o(k) =1 és o(l) = j; tovabb4, k > | pontosan akkor ha (i,j) o-nak egy
inverzidja. Kovetkezik, hogy a H]gi <j<n % szorzatban, az egyszeriisitések utdn, a (—1)-gyel egyenld
tényezOk szdma inv(o).

b) Mivel sgn(e) =1, és ha Tyj egy transzpozici6, akkor sgn(t) = —1, kévetkezik, hogy sgn sziirjektiv.
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Legyen o, T € Sy,. Mivel T bijektiv, minden i,j € {1,...,n} esetén léteznek az egyértelmilen meghatérozott
k,1€{1,...,n} elemek, k # 1, gy, hogy t(k) =1 és t(1) =j. Ekkor

oy =[] SO0=lo00 [ ofali) ot
1<i<j<n I<i<j<n
o(t(j)) — o(T(i) t(j) — (i)
1 <.H =R § S
<igjisn 1<i<j<n
= sgn(o)sgn(T).

¢) Vegyiik észre, hogy A, = Ker(sgn), tehdt A,, részcsoport.
Legyen T € S, egy transzpozicié. Mivel S, csoport és sgn csoportmorfizmus, ¢ : A,, — S\ An, d(0) = o1
jolértelmezett bijektiv fliggvény; kovetkezik, hogy |An| = |Sn \ Anl = %’ ]

1.5 Lagrange tétele

Ertelmezés 1.18 Legyen (G, ) egy csoport és H részcsoportja G-nek. Ertelmezziink G-n két relaciot:
xpHY &= x~ 'y € H a H szerinti bal oldali kongruencia, és
/ -1 e s . . ;s
xpp Yy & xy~ ' € H a H szerinti jobb oldali kongruencia relacié.

Lemma 1.19 1) py és py, ekvivalenciareldcick G-n.
2) Ha G/pu ={pu(x) | x € G} és G/p{; ={pi(x) | x € G}, akkor

pr(x) =xH ={xh | h € H}
x-nek H szerinti bal oldali mellékosztalya és

pi1(x) =Hx ={hx | h € H}
x-nek H szerinti jobb oldali mellékosztalya.

Bizonyitas. 1) Igazoljuk, hogy pp reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus. Reflexivitds: xppx minden x € G
esetén, mert x~'x = e € H. Tranzitivitds: ha xpny és ypnz, akkor értelmezés szerint x 'y € Hésy~ 'z € H,
tehat (x " 'y)(y~'z) € H, vagyis x 'z € H és xppz. Szimmetria: ha xpyy, akkor x 'y € H, tehdt (x'y)~' =
y~'x € H, azaz yppx.

Azt, hogy p{, ekvivalencia reldcié hasonléan igazoljuk.

2) Igazoljuk, hogy pn(x) = xH. Ertelmezés szerint

pr(x) ={y € G [ xprnyl={y € G | x 'y € H}.

Legyen y € py(x); ekkor h =x~'y € H, tehdt y = xh € xH.
Forditva, ha y = xh € xH, akkor x "'y = h € H; kovetkezik, hogy xpny, azaz y € pp(x).
Az p{,(x) = Hx egyenldség igazoldsa hasonlé médon torténik. m

Tétel 1.20 (Lagrange-tétel) Legyen G egy csoport és H < G egy részcsoport.
1) Fenndll, hogy IxH| = [Hx| = [H| minden x € G esetén, vagyis minden osztdlyban ugyanannyi elem van.
2) Ha G/H ={xH |x € G} és H\G = {Hx | x € G}, akkor |G/H| = |[H\G|.
(Jelolés: [G : H] = |G/H| = [H\GJ; ezt a kardindlis szdmot a H részcsoport G-beli indexének nevezziik.)
3) |Gl =IH| - [G : H]. Partikuldrisan, ha G véges, akkor minden részcsoport rendje osztja a csoport rendjét.
4) Ha H,K részcsoportjai G-nek és K C H, akkor

[G:K]=[G:H]-[H:K].

Bizonyitas. 1) Legyen f: H — xH, f(h) = xh. Ertelmezés szerint f sziirjektiv fiiggvény, de injektiv is (mert
csoportban lehet egyszertisiteni), tehat f bijektiv fuiggvény, ezért |H| = [xH|.

Hasonléan f’: H — Hx, f’(h) = hx bijektiv fliggvény, tehat [H| = [Hx]|.

2) Legyen @ : G/H — H\G, @(xH) = Hx~'. Igazoljuk, hogy ¢ jél értelmezett: legyen x’ € xH, vagyis
x’ = xh (ez azt is jelenti, hogy xH = x'H). Akkor

e(x'H) =H(x)"" =H(xh) " =HMh "x ") = Hx".

Legyen ) : H\G — G/H, {(Hx) = x 'H. Az el8bbihez hasonléan igazoljuk, hogy 1 jol értelmezett
fliggvény.



Mivel
(W o @)(xH) =P(e(xH)) =b(Hx ") = (x ") "TH =xH
és
(@ o) (Hx) = @(h(Hx)) = @(x "H) =H(x"")~" = Hx
kovetkezik, hogy 1 = @~ és @ bijektiv fiiggvény, tehat |G/H| = [H/G|.

3) Létezik egy I halmaz és léteznek az x; € G elemek, i € I, tgy, hogy G/H={x;H |1 € I} és|]|=[G: H] =
|G/H|. Azt mondjuk, hogy {x; | i € I} C G a G/H faktorhalmaznak egy teljes reprezentdns rendszere (vagyis
G = Uier xiH és, ha i # j, akkor x;HNx;H =0).

A fentiek alapjan [G] = ) ;;IxiH| = H[ =1 - [H| = [G : H] - [H].

d) (Ez a pont tulajdonképpen a c)-pont dltaldnositdsa.) Legyen {x; | 1 € I} G/H-nak egy teljes reprezentans
rendszere, tehdt |I| = [G : H], és legyen {yi | j € J} a H/K-nak egy teljes reprezentdns rendszere, tehdt
[Jl = [H:K].

] Elég igazolni, hogy {xiy; | (i,j) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezenténs rendszere (mert akkor |G/K| =[G
KI =11 ] =11 - ]| = (G : HI[H : KI).

Ahhoz, hogy {xiy; | (i,j) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezentdns rendszere legyen, az egyesitésnek fednie

kell G-t és két kiilonboz6 osztalynak diszjunktnak kell lennie. Valéban,

U xyk=JUrxyiK=JUtx ik = Jt (JyiK) =

(i,j)eIx] ielje] ieljej] iel je]
=JtH) =JxH=g;
iel iel

tovdbba, igazoljuk, hogy ha (i1,j1) # (i2,j2), akkor xi,y;j, KN xq,y;, K = 0. Feltételezziik, hogy i1 # 1,, akkor
Xi,Yj, KNxi,y5, K S xi, HNxi, H=0. Ha i; =i, =1, akkor j; # ja, és

XllthlezU]zK :tXl(y]'lK) mtxl(y)zK) :txl(thmylzK) :txl(m) = @

(felhaszndltuk azt, hogy a ty transzldcié injektiv). m

1.6 Megoldott feladatok
1) Legyen M egy halmaz, P(M) az M részhalmazainak halmaza és jellje A a halmazok szimmetrikus kiilonbségét,
vagyis minden X, Y C M-re XAY = (X \ Y) U (Y \ X). Bizonyitsuk be, hogy (P(M),A) csoport.

Megoldds: Legyen C(X) = CmX = M\ X ax X C M részhalmaz komplemetuma. Felirhaté a kovetkezd
egyenlOség:

m XAY = [XNC(YV)]ulYynC(X).
A A mivelet asszociativitasanak ellenorzéséhez sziikségiink lesz a kovetkezd azonossagra is:
(2) C(XAY)=(XNnY)UIC(X)NC(Y)]

amit az (1) egyenléséghdl vezethetiink le a de Morgan-azonossdgok segitségével, haszndlva azt, hogy a hamazok
metszete disztributiv az egyesitésre nézve:

C(XAY)=C(XNC(Y)NC(YNC(X)) =[C(X)uYIUIC(Y)UX]
={[CXJuYINC(Y)u{l[CX)UYINnX}
=[CX)nCMIulynCMIUICX)uX]UlynX]
=[CX)NCV)UPUBU(XNY)=(XNY)UIC(X)NnC(Y).

Az (1) és (2) azonossdgokat haszndlva kapjuk, hogy

(XAY)AZ=[X+Y)NC(LIUICX+Y)Nn Z]
={[(XNCY))u (YN CXNINC(Z)}U{lXNY) U (C(X)NC(Y)]INZ}
=XNCY)NC(ZIUIYNCX)NC(ZIUIXNYNZIUICX)NC(Y)NZ]
=XNYNZ)UXNCY)NCOJUICX)NYNC(L]U[CX)NnC(Y)nZ].
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha XA(YAZ)-t szamoljuk ki. Tehdt A asszociativ miivelet.

A A miivelet meghatdrozasabdl kovetkezik, hogy A kommutativ, semleges eleme az iires halmaz és XAX = (),
vagyis X inverze X. Tehdt (P(M), A) Abel-csoport.



2) Legyen G = (—1,1), x,y € G és

xX+y
T+xy’

(%) X*Yy =

Bizonyitsuk be, hogy:

i) az () egyenlet egy * miiveletet hatdroz meg a G halmazon, amivel (G, %) Abel-csoport;

ax — 1
x4+ 1

ii) az (R%, -) pozitiv valés szamok multiplikativ csoportja és (G, ) kézott 1étezik egy f : RY. — G, f(x) =

alaku izomorfizmus.
Megoldds: i) Ha x,y € G, akkor x xy € G, mert
(x+T)(y+T1)

x¥Yy=—1+-——"—"—"- é x*xy=1—

(x=T)y—1)
1+xy ’

T+xy

Tehét * egy miivelet a G halmazon. Az (1) egyenldségbdl kovetkezik, hogy * kommutativ. Az asszociativitdst
a kovetkez6 modon igazolhatjuk:

_ X+y vz — X+y+z+xyz

T+xy xy+xz+yz+1’
y+z x+y+z+xyz
T+yz xy+xz+yz+1’

(xxy)*xz

xx*(Yy*z) =xx

Tegyiik fel tovabba, hogy e semleges elem. Akkor x x e = x barmely x € G-re, vagyis

X+ e
e:x, vx € G.

Kovetkezik, hogy e = 0, tehat ha létezik semleges elem, akkor az a 0. Mivel x * 0 = x minden x € G-re, azt
jelenti, hogy valéban 0 a semleges elem. Ha x’ az x € G elem inverze, akkor x * x’ = 0, ahonnan 14thaté, hogy
x' = —x € G. Tehat, ha létezik x inverze, akkor ez a—x. Konnyen ellendrizhetd, hogy —x az x inverze barmely
x € G-re. Bizonyitottuk tehat, hogy (G, *) Abel-csoport.

ii) Mivel f morfizmus, az 1 semleges elem képe a semleges elem lesz, vagyis tudjuk, hogy (1) = 0, amibdl

rogton kovetkezik, hogy o = 1. Tehdt

x—1
2 f(x) = .
(2) ()=~ I
Mivel
x—1 2x
>—-1& ——>0
x+1 & T ’
x—1 —2
— <+l &5 —<0,
x+1 x+1
lathaté, hogy f(x) € G barmely x € R* esetében, ahonnan ldthatd, hogy (2) egy f : RY — G fiiggvény. Az
1
f fiiggvény bijektiv, mert az f(x) = y egyenlet egyetlen megolddsa x = ]ﬁ € R%. Szdmolassal kénnyen

igazolhatd, hogy f morfizmus, vagyis

x1x2 — 1
172 =f(x7) x f(x2).

flx1x2) = o1

Tehat f izomorfizmus.

3) Legyen (G, ) egy véges csoport és ) # H C G. Bizonyitsuk be, hogy H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha H zart részhalmaz (G, -)-ben.

Megolddas: Ha H < G, akkor nyilvanvald, hogy H zart részhalmaza (G, -)-nek.
Legyen h € H tetszéleges. Ha H zéart részhalmaz (G, -)-ben, akkor a H-ra lesziikitett h-val valé transzldcidk
képei H-ban maradnak. Bevezethetjiik tehat a kovetkez6 fiiggvényeket:

th, t, : H — H, tr(x) = hx, t{(x) = xh.

Ha x7,x2 € H és th(x1) = tn(xz), vagyis hx; = hx;, akkor egyszertisithetiink G-ben h-val az x1 = x;
egyenléséghez jutva. Kovetkezik, hogy tn injektiv, és mivel H véges, t;, bijektiv is. Analég mdédon kovetkezik,
hogy t/, is bijektiv.

A ty, fliggvény sziirjektivitdsabdl kovetkezik, hogy létezik, e € H tgy, hogy h = tn(e) = he. Akkor igaz
G-ben, hogy Th = eh, ahonnan h-val egyszertisitve kapjuk, hogy 1 = e € H. Vagyis mivel ty sziirjekiv, 1étezik
h’ € H dgy, hogy

IT=th(h)=hh/=hh '=1=hh/=h'=h'eH.
9



Mivel h € H tetszoleges elem volt, kovetkezik, hogy H < G.

4) Tgazoljuk, hogy egyetlen morfizmus létezik a (Q,+) és a (Z,+) csoport kozott.
Megoldds: Legyen f: Q — Z egy morfizmus, x € Q tetszéleges és f(x) = a € Z. Bérmely n € N* esetén

felirhatd, hogy
R B ) B AR VR L

n tag n tag

és mivel f (%) € Z, kovetkezik, hogy a = 0 (mivel az Osszes n € N* tobbszorose), tehdt f(x) = 0 barmely
x € Q-ra.

5) Hatdrozzuk meg a (Z,+) csoport sszes automorfizmusét.
Megoldds: Legyen f:Z — Z egy endomorfizmus (Z, +)-ban. Ha x € N* akkor

fix) =f(1+1+---+1)=xf(1)

x tag
és f(—x) = —f(x). Nyilvdnval6, hogy f(0) =0 = f(1) - 0, kovetkezésképpen
f(x) =f(1)-x, Vx € Z.

Ha f automorfizmus, mivel f sziirjektiv, létezik a € Z ugy, hogy 1 = f(1) - a. Kovetkezik, hogy f(1) osztdja
1-nek, vagyis (1) € {—1,1}. Ha f(1) = 1, akkor f = 1z, ami nyilvdn automorfizmusa (Z,+)-nak, ha pedig
f(1) = —1, akkor f a kdvetkezd fliggvény:

—1z:72 = Z, (—1z)(x) = —x,
amirdl szintén koénnyen igazolhatd, hogy (Z,+) automorfizmusa.
Tehat (Z,+) automorfizmusai 17 és —1.
1.7 A gytri fogalma. Példak
Ertelmezés 1.21 a) Az (R,+, ) algebrai struktirat gydrinek nevezzik, ha:
1. (R,+) Abel-csoport (az R additiv csoportja);
2. A szorzas disztributiv az ésszeadasra nézve, azaz minden a, b, c € R esetén,

alb+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca.

b) R egységelemes gyiiri, ha létezik 1 € R gy, hogy 1-a=a-1=a (V)a € R esetén.

¢) R asszociativ (kommutativ) gylird, ha (R,-) asszociativ (kommutativ) gruppoid.

d) R test, ha R asszociativ egységelemes gytirii, 1 # 0, és R minden nemnulla eleme invertdlhato.
e) R Lie-gyiird, ha minden a,b,c € R esetén

1. a? =0;
2. (ab)c+ (bc)a+ (ca)b =0  (Jacobi-azonossdg).
Az aldbbiakban a ,,gyliri” mindig ,,asszociativ gyliriit” fog jelenteni.
Feladat 24 (Szamitdsi szabdlyok) a) Ha (R,+,-) gylirli és a € R, akkor igazoljuk, hogy
ta,tq 1 (Ry+) = (R, +), ta(r)=ar, ti(r)=ra

csoportmorfizmusok. Kévetkeztessiik, hogy minden a, b, c € R esetén
(1) a O O a=0;

(2) a = (—a)b = —ab; (—a)(—b) = ab;
(3) (— = a ha n pdros, és (—a)™ = —a ha n pdratlan.
(4) a(b—c)=ab—ac, (b—cla=ba—ca.

b) Ha R ben 1 =0 akkor R = {0}, azaz R null-gytiri.
Az aldbbiakban, ha létezik 1 € R, akkor feltételezzuk, hogy 1 # 0.
c¢) Az R egységelemes gyfirii test & (R*, ) csoport, ahol R* = R\ {0}. Altaldban, (R*,-) monoid, és (U(R),-)
csoport.
d) Ha R Lie-gyfir(i, akkor R antikommutativ, azaz ab = —ba minden a,b € R esetén.
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Feladat 25 Ha R kommutativ gy(irti, akkor érvényesek a kovetkez6 azonossagok:
a) (X, ai)(ZjTl] b)) =2, Z]TL aibj;
b) (a+b)" =Y 1, Ckan *b* (Newton binomidlis képlete).

Feladat 26 Legyen R egy (asszociativ) gyfirti, [a,b] = ab — ba, (V)a,b € R. Igazoljuk, hogy (R,+,[—,—])
Lie-gytiri.

Ertelmezés 1.22 Legyen R egy gytirii és a,b € R.

a) Ha a,b # 0 és ab = 0 akkor azt mondjuk, hogy a bal oldali zérusoszté és b jobb oldali zérusoszto.

b) R zérusosztémentes gydirt, ha minden r,s € R esetén rs = 0 = r = 0 vagy s = 0. Egy kommutativ,
zérusosztomentes, egységelemes gylrit integritdstartomdnynak neveziink.

c) a idempotens, ha a? = a. Jelolés: Idemp(R) = {a € R| a idempotens}.

d) a nilpotens, ha létezik n € N* gy, hogy a™ = 0.

Jelolés: T(R) ={a € R| a nilpotens}.

Feladat 27 a) 0, 1 idempotens elemek; ha e # 0,1 idempotens, akkor zérusosztd, e(1 —e) = (1 —e)e = 0, és
1 — e is idempotens.

b) Ha a € R invertdlhatd, akkor a nem zérusoszto.

¢) (Egyszerisités) Ha a € R nem zérusosztd, és ab = ac vagy ba = ca, akkor b =c.

d) Ha R test, akkor R zérusosztémentes gy(irti; forditva nem igaz.

Tétel 1.23 Minden véges integritdstartomdany test.

Bizonyitas. Legyen a € R* és t, : R = R, tq(x) = ax. Azonnal kévetkezik, hogy t, injektiv. Mivel R véges,
kovetkezik, hogy tq sziirjektiv, tehat 1étezik x € R Ugy, hogy ax =1. m

Feladat 28 Legyen R egy egységelemes gytrii és a,b € R.

a) Ha R kommutativ, a nilpotens és b invertdlhatd, akkor a + b invertalhato.

b) Ha 1 — ab invertalhatd, akkor 1 — ba invertdlhato.

c) Ha a, b, ab — 1 invertélhaté elemek, akkor a—b~', (a—b~1)~" —a~ ! invertdlhaték, és ((a—b~1)~T —
a )" =aba—a.

Feladat 29 Legyen R egy gyfiri és Z(R) ={r € R| rx = xr, Vx € R} az R centruma. Igazoljuk, hogy

a) R kommutativ & Z(R) = R.

a) Ha R-ben nem léteznek nemnulla nilpotens elemek, akkor minden idempotens elem centrélis (azaz eleme
Z(R)-nek).

b) Ha (V)x € R x> —x € Z(R), akkor R kommutativ.

Feladat 30 Legyen R egy véges gytri.

a) Ha R egységelemes, akkor minden nemnulla elem vagy bal oldali zérusoszté vagy invertdlhato.

b) Feltételezziik, hogy (I)a € R, a nem bal oldali zérusosztd, és ()b € R, b nem jobb oldali zérusoszto.
AKkkor R egységelemes gytrii.

Feladat 31 Legyen R egy egységelemes gytiri és a € R. Ha a-nak tébb bal oldali inverze van, akkor végtelen
sok van.

1.8 Gyilrimorfizmusok

Ertelmezés 1.24 Legyen R és R’ két gytirfi.
a) Az f: R — R’ fliggvényt gydirdmorfizmusnak nevezziik, ha minden a,b € R esetén
(1) fla+b) =f(a)+f(b); (2) f(ab) = f(a)f(b).
Az f-morfizmust endomorfizmusnak nevezziik, ha (R,+,-) = (R’, +, ).
b) Ha R és R’ egységelemes gyfiriik, és f(1) = 1, akkor azt mondjuk, hogy f unitér morfizmus.
¢) T izomorfizmus, ha létezik egy f’ : R’ — R morfizmus tgy, hogy f o f =1g és fo f' = 1g..
Jelolések:
e Hom(R,R’) — a morfizmusok halmaza;
e End(R) — az endomorfizmusok halmaza;
e Aut(R) — az automorfizmusok halmaza.

Feladat 32 a) 0: R — R’; 0(a) =0, és Tg : R = R, Tr(a) = a gyfirtimorfizmusok.

b) Ha f : R — R’ morfizmus, akkor f(0) = 0 és f(—a) = —f(a) minden a € R esetén; ha f unitér és a € U(R),
akkor f(a™') = f(a)~'.

c¢) Ha R, R’ egységelemes gytiriik és f: R — R’ sziirjektiv morfizmus, akkor f unitér.
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Feladat 33 a) f: R — R’ izomorfizmus & f bijektiv morfizmus.
b) Morfizmusok Gsszetétele morfizmus.
¢) (End(R), o) monoid, és (Aut(R), o) csoport.

Feladat 34 Ha K és K’ testek és f: K — K’ egy morfizmus, akkor vagy f =0 (null-morfizmus), vagy f unitér és
injektiv.

Feladat 35 (modulo n maradékosztdlyok gytrije) Legyen n > 1, Z,, ={@ | a € Z}, és értelmezziik a kovetkezd
miiveleteket: - -
a+b=a+0, ab = ab,
minden a,b € Z esetén. Igazoljuk, hogy:
a) A fenti definiciék nem fiiggnek a reprezentdnsoktol.
(Zn, +, -) kommutativ egységelemes gytliri.
Ha a =b (mod n), akkor (a,n) = (b,n).
a n =1, akkor @ 1nvertalhato Zn-ben.

b)
c)
d) H
) H = d > 1, akkor @ zérusoszto.
)
g)

- @D

Ha p prlmszam akkor Z, test.
Ha n nem primszam, akkor Z nem integritastartomany.
h) Szdmitsuk ki a 7 inverzét modulo 16 és a 11 inverzét modulo 27.

Feladat 36 (komplex szdmok teste) Az R x R = {z = (x,y) | x,y € R} halmazon értelmezziik a kovetkezd
miiveleteket:

(xy)+ (x,y") = (x+x",y +y'), (x,y)(x",y") = (xx’ —yy’,xy’ +yx').

Igazoljuk, hogy:
a) (R x R,+,-) kommutativ test és ¢ : R - R x R, x> (x,0) injektiv testmorfizmus.
b) Azonositjuk x-et (x,0)-val, és legyen i = (0,1). Ekkor i* = —1 és (x,y) = x+yi. Ez a felirds egyértelmii,
vagyis ha (x,y) =x’ +y'i, akkor x =x" ésy =y’.
Jelolés: C ={z = x+yi|x,y € R, i* = —1} a komplex szdmok teste, i az immagindrius egység; ha z = x+yi,
akkor Rz = x a z valds része és Jz = yi a z immagindrius része.
c) Ha z = x +yi, legyen z = x —yi a z konjugdltja és |z| = V/zz a z modulusza. Ekkor,z € R & z=12, z=
0& 2| =0, és
z+z' =z+7z', zz/=2zZ', Z=z
zz'| =zl - I2'], |z +2'| < lzl 4+ 12].

d) Oldjuk meg a z? = a + bi egyenletet. Alkalmazds: a =3, b =4.

e) Ha z =x+yi € C és r = |z], akkor trigonometriabdl tudjuk, hogy létezik egyetlen t € [0, 271) tigy, hogy
cost =X éssint =¥, tehdt z = r(cost +isint) = exp(it). Ez a z trigonometrikus alakja. Ekkor:

e zz' =1r'(cos(t +t’) +isin(t+t'));

. % = 1;(cos(—t) +1isin(—t));
e z" = 1" (cos(nt) + isin(nt)).
f) Ha z =r(cost +isint) és n > 1, akkor a Z™ = z egyenletnek pontosan n megolddsa van C-ben:

Zy = V7(cos

g) Legyen U, ={z € C|z" = 1} = {wyx = cos =~ Zk“ + lstk—” |k =0,...,n— 1} az n-edik eqységqgyokok
halmaza. Ekkor:

e (Un,:) a (Zn,+) csoporttal izomorf csoport;

o Zy = Zowy, minden k =0,...,n— 1 esetén.

t 4 2k t 4 2k
T isin ST =0, .

Feladat 37 (gytrik direkt szorzata) Legyenek Ry, ..., Ry gylirlik, és R=Ry x --- X Ry,. Ha v = (r1,...,11) és

v’ =(r{,...,1.), akkor értelmezés szerint,

T+1 =+ 71y Th T, = (T, TaTh).

Igazoljuk, hogy:
a) (R) + ) gyﬁrﬁ~
b) R egységelemes gylirli & R; egységelemes gyliriik, i = 1,...,n; ebben az esetben

U(R) = U(Ry) x - x U(Ry).

¢) Idemp(R) = Idemp(Ry) X - - - x Idemp(R,).
d) 7(R) =7(Ry) x --» x 7(Rp).
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Feladat 38 (figgvények gyirije) Legyen M egy nemiires halmaz és R egy gytlri. Az
RM ={x|a: M — R}
halmazon értelmezziik a kévetkez6 miiveleteket:

(x4 B)(x) = a(x) + B(x);  (xB)(x) = x(x)B(x)

(V)x € M.

a) RM gyfirti; RM kommutativ (egységelemes gyfir(i) & R kommutativ (egységelemes gyfirti).

b) o € RM invertalhaté (idempotens, nilpotens) & (V)x € M, «(x) invertalhaté (idempotens, nilpotens
(ha M véges)).

c) Ha [R| > 2 és [M| > 2, akkor RM-ben léteznek zérusoszték.

d) Létezik egy ¢ : R — RM injektiv morfizmus.

e) Ha f: M/ = M egy fiiggvény és g: R — R’ egy gylir(i morfizmus, akkor

M’
f RM N R/ ,

g': (9N (x) =goaof

is morfizmus.
Feladat 39 Legyen R egy gytirii és értelmezziik Z x R-en a kovetkez6 miiveleteket:
(m,7)+ (n,s) =(m+n,r+s), (m,r)(n,s)=(mn, ms+nr+rs).

Igazoljuk, hogy Z x R egységelemes gytirfi, és létezik ¢ : R — Z x R injektiv morfizmus (tehat minden gydrd
bedgyazhatd egy egységelemes gyiiribe).

Feladat 40 (mdsodfoki algebrai szdimok) Legyen d € Z négyzetmentes,
ZIWd ={z=a+bVd|abeZ}
és legyen
N:Z[Vd] — N, N(z) = |2z,

a norma fiiggvény, ahol Z = a — b\/d a z konjugdltja. Igazoljuk, hogy:
a) Vd¢Q a+bvVd=x+yv/d S a=xésb=uy.
b) (Z \f =+, +) integritastartomany.
¢) N = N(z)N(w); z invertalhaté & N(z) = 1.
d)u = {1, +i}; UW(Z[iVd]) = {£1} ha d > 2; U(Z[/2]) végtelen csoport.
e) Ha e 6 Z negyzetmentes d # e, akkor Z[vd] N Z[\/e] = Z.

Feladat 41 (kvadratikus testek) Legyen d € Z négyzetmentes szdm, és legyen
QWd)={z=a+bVd|abecQhL
Igazoljuk, hogy (Q(v/d), +, ) kommutativ test.
Feladat 42 Igazoljuk, hogy a kovetkezo struktiurak véges testek:
a) (Zy X Za,+,-), ahol (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+4d), (a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + bc + bd).
b) (Z3 x Z3,+, ), ahol (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bce).

Feladat 43 (mdtrizgytri) Legyen R egy gylrt és myn € N*. Egy A : {1,...,m} x {1,...,n} — R fiiggvényt
m X n-tipusu R-feletti mdtriznak neveziink, és az

al a2 . A1n
azq az2 . azn
A= = [aijli<icm € Mimn(R)
1<5<n
am1 aAm2 ... Amn

jeloléseket haszndljuk. Ha A,A’ € My n(R) és B € M, ,(R), akkor értelmezés szerint

n
A+A" = [aij + a{j] € Mm,n(R)» AB = [Z aikbkj] S Mm,p(R)-
k=1
Legyen A = (aij) € Myg,m(R), B = (by;),B' = (b{j) € M n(R), C=(cij) € Mqp p(R). Igazoljuk, hogy:
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a) (AB)C=A(BC), A(B+B’)=AB+AB’és (B+B’')C=BC+B’C.

b) (Mn(R),+,) gyfirti, ahol My (R) := Mn n(R).

¢) Ma(R) egysegelemes gyliri & R egységelemes gyfirti. Ebben az esetben, Al, = [[,A = A (V)A €
1) l:J)
0, i#j

M, (R), ahol I, = (845)1<i,j<n € Mn(R), és 8i5 = a Kronecker-szimbolum.

d) M;,(R) kommutativ & R-R =0.

e) Ha R egységelemes gytlirti, n > 2 és ¢, : R = M, (R), ¢(r) = rl,, P(r) = By, akkor ¢ és P injektiv
morfizmusok, ¢ unitér, P nem unitér.

f) Ha R kommutativ gyfiri, akkor ¢ : M (R) — Mn(R), $(A) = At = (a;i) antiautomorfizmus, d? =
1M, (R), és ha A invertdlhaté, akkor (A~")t = (AY)~T.

g) M (M (R)) =~ M (R).

Feladat 44 Ha f:R — S egy morfizmus, legyen
M (f) : M (R) = Mn(S), Mn(f)((ay)) = (f(ai)).

Bizonyitsuk be, hogy:
a) My (f) morfizmus.
b) Mn(1r) = 1Mn(R) és Mn(gof) =Mn(g) o M, (f).

Feladat 45 Legyen K = {(_Xy ?c) | x,y € R} és Ay = {(kcL 2) la,be Z}, k € Z. Igazoljuk, hogy:
a) (K;+,-) test és K~ C.
b) (A, +, ) kommutativ egységelemes gyirii.
¢) Ay integritdstartomdny < k nem teljes négyzet.
)Ak_Bk, ahol By = (Z x Z,+,-),

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+4d),
(a,b)(c,d) = (ac + kbd, ad + bc).

e) Ha d € Z négyzetmentes szdm, akkor ZVd] ~ Aq ~ Bg.

z
—W
a) (H,+, ) nemkommutativ test és létezik egy P : C — H injektiv testmorfizmus. Jeldlés:

10\ . (i 0\ . (0 1 (0 i
= )l S5 0) (),

H={x=al+bi+cj+dk|ab,cdeR}.

b)i? =j2 =k? =—1; ij = —ji=k; jk = —kj =1i; ki = —ik =j.
a b ¢ d
b a —-d ¢
- d a b
—d —c b a

d) Hp test, ahol Hp :={al +bi+cj+ dk| a,b,c,d € Q} (raciondlis kvaternick).

e) Hal:= {51+ %i +5j+ %k | a,b,c,d € Z mind péros vagy mind péaratlan}, akkor I gy{ir(i és nem test.

f) Qg := {£1,+i,+j, +k} csoport (készitsiink miivelettdbldt). Qs-cat a nyolcelemil kvaternidesoportnak
nevezziik.

Feladat 46 (kvaternidk teste) Legyen H = {( VZV) | z,w € (C} C M;(C). Bizonyitsuk be, hogy:

C)H:H1,aholH1: |a,b,C,d€R

Feladat 47 Ha x = al + bi+ ¢j + dk, legyen X = al —bi—c¢j — dk, N(x) = xk és Tr(x) = x + X. Igazoljuk,
hogy :

a) ¢ : H — H, x — X mdsodrendli antiautomorfizmusa H-nak, és ¢ o ¢ = Ty. (Azt mondjuk, hogy ¢
involucio).

b) N(xy) = N(x)N(y), és ha x # 0 akkor x ' = x/N(x).

Feladat 48 (Abel-csoport endomorfizmusgyirije) Legyen (A, +) egy Abel-csoport, és legyen
f+g:A—= A, (f+g)(x)="Ff(x)+g(x)

minden f, g € End(A, +) esetén.
a) Igazoljuk, hogy (End(A,+),+,0) egységelemes gytirti.
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b) Ha (R, +, -) egy egységelemes gylirii, akkor ¢ : R — End(R, +), d(a) = t, injektiv unitér gylirlimorfizmus,
ahol tq : R = R, to(r) = ar.

¢) Hatarozzuk meg az End(Z,+) és End(Q, +) gyftirtiket.

d) Hatarozzuk meg a (Z,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Z,+),0) ~ (Uy,-).

e) Hatdrozzuk meg a (Q,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Aut(Q,+),0) ~ (Q*,-).

Feladat 49 a) Hatdrozzuk meg a (Z,+, -) endomorfizmusait.

b) Hatérozzuk meg a Hom(Z, Q) halmazt.

¢) Legyen R egy gyfirti. Igazoljuk, hogy ¢ : Hom(Z,R) — Idemp(R), ¢(f) = f(1) bijektiv fiiggvény.

d) Hatarozzuk meg a Hom(Q(+/d), Q(v/e)) halmazt és az (Aut(Q(+/d)), o) csoportot, ahol d # e négyzetmentes
egész szamok.

Feladat 50 Hatarozzuk meg az (Aut(R), o) csoportot.
Feladat 51 Han € Ny n > 2 és (Zn, +, *) egységelemes gytirti, akkor (Z,+,*) >~ (Zn,+,-).
Feladat 52 Hatarozzuk meg az Osszes 4-elemli nemizomorf egységelemes gytirtit.

Feladat 58 a) Ha (R,+,-) ~ (S,+,-), akkor (U(R),-) = (U(S), ).
b) Igazoljuk, hogy (R x R,+,-) 2 (C,+,).

Feladat 54 a) Ha K egy kommutativ test, akkor (K, +) % (K*,-).
b) Hatdrozzuk meg az f: (Q,+) — (Q*,-) homomorfizmusokat.

Feladat 55 (injektiv morfizmusok jellemzése) Legyen f: R — S egy gyfirtthomomorfizmus. A kovetkezd allitdsok
ekvivalensek:

(i) f injektiv.

(ii) Ker f ={0}.

(iii) f monomorfizmus, (azaz minden o, B : R’ — R gylirlimorfizmus esetén, foax =fo 3 = o = ).

Feladat 56 Legyen f: R — S egy gylrtimorfizmus. Azt mondjuk, hogy f epimorfizmus, ha minden o, 3 : S — S’
gytrimorfizmusok esetén oo f = f3 o f = a = . Igazoljuk, hogy:

a) Ha f szlirjektiv, akkor f epimorfizmus.

b) Z — Q, n — n epimorfizmus és nem szlirjektiv.

¢) Z — Z[V/d], n — n nem epimorfizmus.

Feladat 57 Legyenek R és S egységelemes gyliriik és f : R — S egy sziirjekti{v (tehdt unitér) morfizmus. Igazoljuk,
hogy:

a) ha r € R invertdlhaté (centrdlis, idempotens, nilpotens), akkor f(r) invertdlhaté (centrdlis, idempotens,
nilpotens);

b) a forditott allitds nem igaz.

1.9 Részgyitrik, résztestek

Ertelmezés 1.25 a) Legyen (R,4+,) egy gyfiri és S C R. Azt mondjuk, hogy S részgyirije R-nek (jeldlés:
S <R), ha S zdrt részhalmaza R-nek az ,,+7-ra és ,,-”-ra nézve és, ha az (S, +, ) szintén gyfirti.

Ha R egységelemes és 1 € S, az S részgyturiije R-nek, akkor S unitér részqyiiri.

b) Legyen (K, +,-) test , L C K. Azt mondjuk, hogy L részteste K-nak (jelolés: L < K), ha az L zdrt a két
miiveletre nézve és az (L, +, ) szintén test.

Tétel 1.26 (részgyliriik és résztestek jellemzése) a) Adott az (R,+,-) gylri és legyen S C R. S akkor és
csak akkor részgyidrije az R-nek, ha

1. S #0;

2. minden a,b € S esetén a—b,ab € S.

b) Adott a (K,+,-) test és L C K. L akkor és csak akkor részteste K-nak, ha
1. I > 2;

2. minden a,b € L, b #0 esetén, a —b,ab”! € L.
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Bizonyitas. a),,—" Feltételezzlik, hogy S részgylirtije R-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy S gyliri az indukalt
miiveletekkel. Alkalmazva a részcsoportok jellemzési tételét kovetkezik, hogy S # @), minden a,b € S esetén
a—beS. A7 indukilt mivelet értelmezésébdl kovetkezik, hogy a-b € S.

&= Mivel S # () és minden a,b € S esetén a —b € S, a részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik,
hogy S részcsoportja (R, +)-nak, tehdt S zart az Gsszeaddsra nézve és (S,+) csoport. Mivel S zért a szorzasra
nézve is, és a miiveletek tulajdonsagai 6roklodnek, kovetkezik, hogy (S, +, ) gyfirti.

b) ,,=" Feltételezziik, hogy L részteste K-nak. Akkor L test, tehdt L-nek van legaldabb két eleme. Az
(L, +) részcsoportja (K, +)-bdl, kovetkezik, hogy minden a,b € L esetén a—b € L. Abbdl, hogy (L*,-) csoport,
kovetkezik, hogy minden a,b € L esetén ab~' € L.

,, & Mivel |L| > 2 és minden a,b € L esetén a — b € L, kiovetkezik, hogy L részcsoportja (K, +)-nak.
Minden a,b € L* esetén ab~! € L, de egy testben nincsenek zérusoszték és nem nulla elem inverze nemnulla,
kovetkezik, hogy ab~! € L*. Tehat L* részcsoportja (K*,-). Mivel L zirt a két miiveletre nézve is, és a
miiveletek tulajdonsagai oroklodnek, kovetkezik, hogy (L, +,-) test. m

Példa 1.27 Z részgytiriije (Q, +, -)-nak, Q részteste (R, +, -)-nak és R részteste (C, +, -)-nak.

2) Ha R gyfirti, akkor {0} és R részgylirtii R-nek. Ezeket t¢rividlis részgy(irtiknek nevezziikk. Ha S az R-nek
olyan részgytriije, hogy S # {0} és S # R, akkor S-et valddi részgyiiriinek nevezzik.

3) Ha R egy gyfir(i (test), akkor

Z(R)={reR|rx =xr, ¥x € R}
részgyliriije (részteste) R-nek. A Z(R)-et az R centruménak nevezziik.

a b
0 0
bal oldali egységelem 1étezik.

b) S = {(8 g) | a,b e (C} unitér részgyiiriije Mz (C)-nek.

Feladat 58 a) R = ) | a,b € C} < M3 (C); R-ben nem létezik jobb oldali egységelem, és végtelen sok

)T = {(8 8) | a,b e (C} < M;(C), nem unitér, de T egységelemes gytirii.

Feladat 59 (trianguldris mdtrizok) Legyen R egy gytir(i és
Th(R) ={A = (ai;) € Mn(R) | ayj =0 ha i > j}

a felsd trianguldris mdtrizok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy:
a) T(R) < My (R).
b) f: To(R) — R™, f((ai;)) = (ai1,..., ann) sziirjektiv homomorfizmus.
c) Ha A € Ker f, akkor A™ = 05,.

Feladat 60 Ha R egységelemes gytiri, akkor Z(M,(R)) = Z(T(R)) ={al, | a € Z(R)}.

Feladat 61 Legyen p egy primszam és

Q¥p)={z=a+b¥p+c/p?lab,ceqQ

Bizonyitsuk be, hogy:

a)a+byp+cy/p?=08a=b=c=0.
b) Q(¥/p) részteste R-nek.

c){a+b¥ypla,bec Q} nem részteste R-nek.

Feladat 62 Legyen S C Z[V/d]. Igazoljuk, hogy S unitér részgyirtije Z[v/d-nek < (I)n € N tgy, hogy S =
Z+nV/dZ.

Feladat 63 Legyen C([0,1]) ={a:[0,1] — R | « folytonos}. Igazoljuk, hogy:
a‘) C([O) 1]) < (R[O’”a+) )
b) « invertalhaté & o > 0 vagy « < 0.
¢) o idempotens & « =0 vagy o« = 1.
d) o nilpotens & « = 0.
e) & zérusoszté & ()@ # I C [0, 1] nyilt intervallum gy, hogy «(t) =0 (V)t € L.
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Feladat 64 Legyen R egy gytirti, X C R és
Cr(X)={reR|mx=xr (V)x € X}

az X centmlizdtom (tehdt Cr(R) = Z(R), az R centruma). Igazoljuk, hogy:
a) Cr(X) < R; ha R test, akkor Cgr(X) résztest.
b)XCY:>CR( )DCR( ).
c) X € Cr(Cr(X)).
d) Cr(Cr(Cr(X))) = Cr(X).
e) Hatdrozzuk meg Z(H)-t és Cy(i)-t

1.10 Megoldott feladatok

1) Legyen M egy halmaz és P(M) az M részhalmazainak halmaza. Bevezetjik a P(M) halmazon a + és -
miiveleteket:
X+Y=X\Y)U(Y\X) é X-Y=XNY.

Igazoljuk, hogy:
i) (P(M), +, -) kommutativ, egységelemes, asszociativ gyfirt;
ii) ha [M| > 2, akkor barmely X € P(M) \ {#, M} zérusoszto;
iii) (P(M),+,-) akkor és csak akkor test, ha M| =1.
Megoldds: 1) Léatjuk, hogy X + Y az X és Y részhalmazok szimmetrikus kiilonbsége. Az el6z8 részben az
1) feladatban bizonyitottuk, hogy (P(M),+) Abel-csoport. A metszet tulajdonsdgaibdl és a ,,-” miivelet
meghatdrozdsabdl kovetkezik, hogy ,,-” asszociativ, kommutativ és M a semleges elem. Tehat (P(M),-) kom-
mutativ monoid.

A kovetkezékben levezetjuik a ,,-” disztributivitasat a ,,4+”-ra nézve. Valéban,

X Y+X-Z=(XNY)+(XNZ)
=[(XNY)NCXNZDJU[XNZ)NC(XNY)]
=XNYN(CX)UCZNIUIXNZN(C(X)uC(Y))]
=XNYNCXNUIXNYNCZIUIXNZNCX)NUIXNZNC(Y)]
=0UXNYNCZ)IUDPUXNZNCY)]
=XNYNCZIUXNZNCY)]=XNIYNC(Z))u(ZnC(Y))]
—X-(Y+2),
tehdt a szorzas disztributiv az osszeaddsra nézve. Tehdt (P(M), 4+, ) kommutativ, egységelemes, asszociativ
gylirt, ahol a zérus 0, az egység pedig M.
ii) Ebben a gytiriiben igaz, hogy X C M, X? = X, vagyis X(X — 1) = 0, vagy ekvivalens médon, X(X + M) = ),
ami azt jelenti, hogy barmely X € P(M) \ {#, M} zérusoszté.
iii) Az el6z8 pontbdl kiévetkezik, hogy a (P(M), +, ) gyliri akkor és csak akkor zérusosztémentes, ha P(M) =
{0, M}, vagyis IM| < 1. Ha [M| =0, akkor M = (} és (P(M), +, -) trividlis, ha pedig |M| = 1, akkor (P(M), +, -)
izomorf (Z2,+, -)-vel, ahonnan kovetkezik, hogy (P(M),+, ) test.

2) Legyen (R, +,-) asszociativ gy(iri és a,b € R. Igazoljuk, hogy:
a) (a+b)>=a’*+2ab+b?> & ab=ba & a?—b?=(a—b)(a+Db);
b) ha ab = ba akkor minden n € N*-re igazak a kovetkezd azonossdgok:
(a+b)" =Cha™+ Cra™ "o+ + CyTab™ " + CRb™;
—p" =(a—b) (an—l + an—Zb N abn—Z 4 bn—]) :
a2n+1 + b2n+1 — (a + b) (a2n _ aZn—lb - abZTLf] 4 bZn) .
Megoldds: a) Ha (a+b)? = a? +2ab +b?, akkor a? + ab +ba +b? = a? + ab + ab + b?, és mivel (R, +)-ban
barmely elemmel egyszeriisiteni lehet, kivetkezik, hogy ab = ba. Az a? —b? = (a — b)(a + b) egyenletbél
kivetkezik, hogy a? — b? = a? + ab — ba — b?, ahonnan kapjuk, hogy 0 = ab — ba, vagyis ab = ba. Ha
ab = ba, akkor a két egyenlet helyessége rogton igazolhato.
b) Figyelembe vessziik azt a tényt, hogy a'b) = blal, Vi,j € N* és indukciét alkalmazunk n szerint. Az n =1
nyilvdnvaléan igaz, és ha feltételezziik, hogy igaz n-re, akkor
(a+b)"" =(a+b)"(a+b)=(Cla™+Cha™ "o+ -+ C Tab™ ' + CNb")a
+(Coa™+Cha™ b4+ CI Tab™ ! + CBb™M)D
=Coa™! +(CL +C)ab 4+ (Cp ' + CR)ab™ + Crb™ .
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Mivel C§ = CI' =1 és CK + CKk~' = CK_; barmely n € N*-re és 1 < k < n, kapjuk, hogy

(a+b)"'=C% a™ "+ Cla™ b+ + Ch yab™ + Ch b

vagyis az egyenlet n + 1-re is igaz. A masik két egyenletet gy vezethetiik le, hogy kifejtjiik az el6bbi egyenlet
jobb oldalat.

3) Legyen Z[v2] ={a +bv2 | a,b € Z} és Q(v2) ={a +bv2| a,b € Q}. Bizonyitsuk be, hogy:

i) Z[V2] egységelemes részgytirtije (R, 4+, -)-nak;

ii) Q(v/2) résateste (R,+,-)-nak;

iii) S1 ={a+bv2 | a,b € Z} nem részgyfiriije (R, +, -)-nak;

iv) S ={a+bv2| a,b € Q} nem részgytiriije (R, +, -)-nak.

Megoldds: i) Nyilvan Z[v2] # 0. Barmely u = a +bv2, v’ = a’ +b'v2 € Z[V2] (a,a’,b,b’ € Z) elemekre
felirhatd, hogy:

u—u'=(a—a’)+ (b—b")V2 € Z[V2], uu’ = (aa’ +2bb’) + (ab’ + a’b)V2 € Z[V2]
és 1 =14 02 € Z[V2]. Tehét Z[\/2] részgytirti és 1 € Z[v/2].
ii) Nyilvén |Q(v/2)| > 2. Az elébbivel analég médon bizonyitjuk, hogy barmely u,u’ € Q(v/2)-ra igaz, hogy

u—u/,uun’ € Q(v2). Legyen u = a+bv2 € Q(v2), u# 0. Ez azt jelenti, hogy a,b € Q és a? — 2b% # 0,
kovetkezésképpen

1 a—byv2 a b
1 _ B B
h _a-l—b\ﬁ_(lz*sz_az—ZbZ azizbzﬁe(@(\/i)-

Tehat Q(v/2) résztest.
iii) Legyen u = v/2, igy u € Sy. Kimutatjuk, hogy u?> ¢ S;. Ha u

u? = a+ bu ahol a,b € Z, ahonnan u® = au + bu?, vagyis

2 € S igaz lenne, kovetkezne, hogy

2 =au+b(a+bu)=ab+(a+b)u,

de mivel u irraciondlis, ab = 2 és a + b? = 0. Ennek az egyenletrendszernek nincs megoldésa Z-ben. Tehat S,
nem zart a szorzasra nézve és emiatt S; nem lehet (R, +, ) részgytiriije.
iv) Az elébbihez hasonlé médon kimutathaté, hogy w = v/2 € Sy, de u? ¢ S,.

4) Hatérozzuk meg a Q(v/2) test automorfizmusait.
Megoldds: Feltételezziik, hogy f: Q(v/2) — Q(+/2) automorfizmus. Mivel a testek kozti nemnulla morfizmusok
unitérek, f(1) = 1.

1 1 1
Ha m,n € N*, akkor f <%) = f( + .4 ) =mf (n> Kovetkezik, hogy

n n
—_——
m tag

1:1‘(1):1‘(%) _nf<111>,

, 1 1 1 m m m , my my om . _ .
tehét f(n) = Hf(]) = f(;) = ;fﬂ) = é f(—;) =—f (;) =—0 Vagyis f(x) = x barmely

x € Q-ra. Mivel (v2)? = 2 kovetkezik, hogy [f(v/2)]2 = 2, ahonnan f(v2) € {—v2,v2}. Tehét f € {f1, 12},
ahol f1(a+bv2) = a+bv2 és f2(a+bv2) = a—bv2. Az =1y 3 egyenlethdl kivetkezik, hogy fi

automorfizmus. Tovabba, mivel f; o f; = 1@( V3) kovetkezik, hogy f bijektiv és f? = f,. Konnyen igazolhato,

hogy f> morfizmus. Tehét f; is automorfizmus. A Q(v/2) test automorfizmusai tehat 1 és fs.

5) Bizonyitsuk be, hogy a (R, +, ) test egyetlen nemnulla endomorfizmusa Tg.
Megoldds: Legyen f egy endomorfizmusa (R, 4+, -)-nak. Mivel (f(1))? = f(1) két esetiink van: f(1) = 1 vagy
f(1) = 0. A maésodik esetben f a nullmorfizmus. Ha f nem a nullmorfizmus, akkor f injektiv. Hasonl6an
az el6z8 feldat megolddsihoz, kimutatjuk, hogy f(x) = x barmely x € Q-ra, és ha x € R, x > 0, akkor
f(x) = f((vx)?) = (f(v/x))? > 0 (az, hogy f(v/x))? szigorian nagyobb mint 0, ahonnan kovetkezik, hogy f
injektiv). Kapjuk tehat, hogy bérmely x,y € R-re, ahol x <y
fly) —f(x) =fly —x) >0,
vagyis f szigortian novekvé. Egy a € R\ Q értéket kozelithetiink alulrdl egy (al)nen , felilrdl pedig egy
(al)nen raciondlis sorozattal, igy a/, < a < a// barmely n € N-re, kovetkezésképpen
ay = flay) < f(a) < flay) = ay)
vn € N. Hatarértékben kapjuk, hogy f(a) = a. Tehdt f = 1.
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2 Vektorterek

2.1 Alapfogalmak
Legyen K egy kommutativ test.

Ertelmezés 2.1 a) Legyen (V,+) egy Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy V = (V,+,K) K-feletti vektortér
(vagy K-linedris tér), ha értelmezett egy

d:KxV-oYV, d(a,x) = ax

fiiggvény (kiils§ miivelet) gy, hogy a kovetkezd négy axiéma teljesiil:
(M1) a(x+1y) = ax+ ay,
(M2) (a+b)x =ax+bx,
(M3) (ab)x = a(bx),
(M4) Ix=x,
minden a,b € K és x,y € V esetén.

Az K test elemeit skaldroknak nevezzik, és a ¢ kiilsé miiveletet skaldrokkal valé szorzdsnak. (V,+) a V
vektortér additiv csoportja, elemeit vektoroknak nevezziik, semleges elemét Ov-t pedig zérusvektornak.

Megjegyzés 2.2 (Szamitasi szabdlyok) a) Legyen V egy K-linedris tér, és tekintsiik az fq : V. — V, fq(x) =
ax és f, : K = V, f/(a) = ax fiiggvényeket. Az (M1)-(M4) axiom&kbdl kovetkezik, hogy f, : (V;+) — (V,+)
és 1 : (K,+) = (V,+) csoportmorfizmusok, tehdt minden a,b € K és x,y € V esetén
1) aly = Oxx = Oy.
2) (—a)x = a(—x) = —ax, (—a)(—x) = ax.
(3) a(x —y) = ax — ay.
4) (a—b)x = ax — bx.

b) Ha ax =0, akkor a =0 vagy x = 0.

Valéban, ha a # 0, akkor létezik a=' € K. Ekkor x = Ix = (a 'a)x =a~'(ax) = a0 = 0.
Feladat 65 X K-linedris tér, ahol ¢(a,x) = ax Va,x € K. Altaldnosabban, K™ = {x = (x1,...,%n) | xi € K}
K-linedris tér, ahol

X+Y = (X1 +Yiy- -y Xn +Ynly
ax = (axq,...,axq)
minden x,y € K™ és a € K esetén.

Feladat 66 (szabad vektorok) a) V, = ¥ = xi +yj | x,y € R}, (a sikbeli szabad vektorok halmaza) R-feletti
vektortér és azonosithaté R2-tel. b) V3 = (V3,+,x,R) = {¥ = xi + yj + zk | x,y,z € R}, (a térbeli szabad
vektorok halmaza) R-feletti vektortér és azonosithaté R3-nel.

Feladat 67 Legyen V =R = (0,400), K=R, x®y=xy és a®Ox =x% VaeckK, x,yeV.Akkor V K-feletti
vektortér.

Feladat 68 Legyen V # {0} egy K-feletti vektortér. Igazoljuk, hogy |K| < |V].

2.2 Részterek

Ertelmezés 2.3 Legyen V egy K-linedris tér és U egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy U résztere
V —nek (jelolés: U <x V ha

(1) vx,yel, x+yel.

(2) VaekK, xel, axel.

Megjegyzés 2.4 a) Ha U <y V, akkor U K-linedris tér az indukélt miiveletekkel.
b) @ # U <y V akkor és csak akkor, ha V x,y € U, a,b €K ax+by e U.
¢) {0}, V <x V. Ezek a trivialis részterek. Ha U <y V, U #{0}, V, akkor U valddi résztér.

Feladat 69 Legyenek Uy,..., U, részterek. Akkor
n
(Y Ui=UiN---NlUy,
i=1
n
D U=+ 4 Un =+ Fxn [ xi € W)
i=1

is résztér.
19



Feladat 70 Legyenek Uy, U, részterek. Akkor U; UUy <x V& U; C U, vagy Uy C Uj.

Feladat 71 A 'V, valédi részterei azonosithatok az origdt tartalmazd egyenesekkel.
A V3 valédi részterei azonosithatok az origdt tartalmazé egyenesekkel vagy sikokkal.

2.3 Linearis fiiggvények

Ertelmezés 2.5 Legyen U és V két K-linedris tér és f : U — V egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f K-linedris,
ha

(1) flx+y) =fx)+fly),

(2) flax) = af(x).
minden x,y € U és a € K esetén.

Az f: U — V linearis fliggvény izomorfizmus ha létezik f’ : V — U gy, hogy f'of =1y és fof’ = 1Ty.

A kovetkez6 jeloléseket gyakran fogjuk hasznalni:

e Homy(UW,V)={f:U — V| K-linedris}. o Endk(V) = Homk(V,V) (endomorfizmusok halmaza). e
Autg (V) ={f: V> V| f K-izomorfizmus} (automorfizmusok halmaza).

e U ~ V ha létezik f: U — V izomorfizmus.

Feladat 72 a) f: U — V K-linedris & f(ax + by) = af(x) + bf(y) minden x,y € U és a,b € K esetén.
b) Ebben az esteben f(0) = 0 és f(—x) = —f(x) ¥x € U.

Feladat 73 Legyen f: U — V egy morfizmus. f izomorfizmus & f bijektiv.

Feladat 74 Legyenek f,f':U—V,g:U" — Ués h:V — V' K-linedris fiiggvények.
a) fog: U — V K-linedris.
b) ho(f+f')og=hofog+hof'og.
¢) (Homy (U, V), +, K) K-lineéris tér, ahol

(f+£)(x) = f(x) +f'(x)
(af)(x) = af(x) VaeK,xe U

Ertelmezés 2.6 Legyen U és V két vektortér és f: U — V egy linearis fiiggvény. Ha U’ <y U és V' <y V,
akkor értelmezziik a kévetkezo részhalmazokat:
a) f(U )—{f( JIxeU}CW

b) Im U) CV (az f képe.)
c) f~ *{XGUH()EV}
d) Ker T{o) ={x e U| f(x) =0} (az f magja.)

Feladat 75 a) f(U') <k V és (V') < W. Partikuldrisan, Im(f) <y V és Kerf <y U.
b) f injektiv & Kerf ={0} & (f(x) =0 = x=0).

2.4 Megoldott feladatok

1) Lehet-e egy véges halmaznak vektortér struktirdja egy végtelen elemii test folott?

Megoldds: Legyen V egy véges halmaz és K egy végtelen elemii test. Ha V-nek egyetlen eleme van, akkor
egyetlen vektortér struktira johet széba K {616tt, a trividlis vektortér. Ha |V| > 2, feltételezziik, hogy létezik
V-nek egy vektortér struktirdja K f6lott. Tekintsiik az x # 0 elemet. Ekkor a t] : K — V| t/ () = ax fiiggvény
injektiv, mert

0
g, 00 €Kt (o) =t (a2) = agx = oox = (g focz)x=0xi> a1 —a2=0= a1 = x2.

Kovetkezik, hogy |K| < |V|, ami ellentmond annak, hogy V véges halmaz.

2) Legyen V egy vektortér K {6l6tt, S <x V és x,y € V. Hasznaljuk a kovetkez& jelolést: (S,x) = (S U{x}).
Bizonyitsuk be, hogy ha x € V\ S és x € (S,y), akkor y € (S, x).
Megoldds: Mivel x € (S,y) kovetkezik, hogy 1éteznek si,...,sn € S és «1,..., an, « € K 1gy, hogy

X =081 + -+ &nSn + QY.

Ha o = 0 lenne, akkor x = x187 + -+ + &nSn € S, ami ellentmond a feltevésnek, tehdt o #£ 0 és invertalhatd
K-ban. Felirhatjuk, hogy
y= —o logsy — - — o Topsn + o Tx € (S,x).
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3) Ha V egy vektortér K f616tt, Vi, Vo <x V és V = V; @ V;, akkor azt mondjuk, a Vi (i = 1,2) részterek direkt
osszeadanddk V-ben. Igazoljuk, hogy egy résztérnek azon tulajdonsiga, hogy direkt Gsszeadandd, tranzitiv
tulajdonsag (a résztereire nézve).

Megoldds: Legyen V egy vektortér K folott és Vi, Va, V3, V4 részterei V-nek ugy, hogy V = Vi &V, és
Vi = V3 @ V4. Kovetkezik, hogy V = V7 + Vo = V3 + V4 + V5. S6t, ha vz € V3N (V4 + V2), akkor léteznek
v4 € Vg4, va € V, vektorok ugy, hogy v; = vq4 +v2. Tehat v, = v3 —vg € V3 4+ V4 =V, kivetkezésképpen
vy € Vi NV, ={0}. Kapjuk, hogy vo = 0 és vz =vq4 € V3NV, = {0} fgy tehdt V3 N (V4 + V2) = {0} és
V =V3® (V4 + V2), ami azt jelenti, hogy V3 direkt 6sszeadandé V-ben.

4) Létezik-e olyan f: R® — R? R-linedris fiiggvény, ami teljesiti a kovetkezd azonossagot:

Megoldds: Nem, mert f(—2,0,—6) # (—2)f(1,0,3), mivel f(—2,0,—6) = (2,1) és (—2)f(1,0,3) = (—2)(1,1) =
(—2,-2).

2.5 Véges generatorrendszer. Linearis fiiggoség és fiiggetlenség. Bazis

Ertelmezés 2.7 a) Legyen V egy K-linedris tér, x1,...,xn € V és aj,...,an € K. Azt mondjuk, hogy
X=a1X] + -+ aAnXn € V az x1,...,Xn elemeknek egy linedris kombindcidja. Jelolés:
(X1y.eoyXn) ={a1x1 + -+ anxn | a1,...,an € KL
b) {x1,...,%xn} generdtorrendszere V-nek, ha

<X1)---)Xn>:\/'

Azt mondjuk, hogy V végesen generdlt ha van egy (véges) {x1,...,xn} generdtorrendszere.
C) X1y...yXn € V linedrisan figgetlen elemek ha minden a; ..., a, € K esetén
a1x1+...+anxnzo :>a1:-~-:an:()_
d) Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az {x1,...,x,} rendszer linedrisan dsszefiiggd, azaz, léteznek a nem

mind nulla a; ..., a, € K skalarok dgy, hogy
arx) + -+ anxny =0.
e) Egy linedrisan fiiggetlen generdtorrendszert bdzisnak neveziink.

Lemma 2.8 Legyenek x,X1,...,xn € V.

a) <X1)---)Xn> <k V.

b) X € <X1)---»Xn> & <X,X1,...,Xn> = <X1)---»Xn>

¢) {X1y...,xn} akkor és csak akkor bdzisa V-nek, ha minden x € V egyértelmien felirhatd az x1,...,%n
elemek linedris kombindcicjaként.
Bizonyitas. a) Legyen X,y € (X1,...,Xn), X = Q1X] + -+ + AnXn, Y =b1x1 + -+ buxn, és legyen a € K.
Ekkor

X+y:(a1 —|—b])X1 +"'+(an+bnjxn € <X],...,Xn>,

ax =aix) + -+ anXxn € X1,...,Xn).

b) Vegyiik észre, hogy (x1,...,xn) C (X,X1,...,Xn). Forditva, hax = a1x1 4+ -+ anxn ésy =bx+by1x; +
cooFbaxn € (X, X1,...,Xn), akkor y = (a1b +by)x1 + -+ (anb + bn)xn € (X1,..., %0 ).
¢) ,,=” Ha{x1,...,xn} bazis, akkor minden x € V linedris kombindcidja x1, ..., xn-nek. Feltételezziik, hogy

/ /
X=aQ1X]+ -+ AnXn = aQ1X1 + -+ A Xn.

Akkor (a; —aj)x1 + -+ + (an — a)xn = 0, és mivel {x1,...,xn} linedrisan fiiggetlen, kovetkezik, hogy
a=af,i=1,...,n
,,»&" Elég igazolni, hogy {x1,...,xn} linedrisan fiiggetlen rendszer. Valéban, ha

arx)+ -+ anxn =0=0x7 + -+ 0xqp,

akkor a; =0, i=1,...,n. =
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Feladat 76 C R-feletti vektortér és {1,1} bazisa.

Feladat 77 {f, ;} bézisa a V, R-feletti vektortérnek, és {f,;,lz} bézisa a V3 R-feletti vektortérnek.
Feladat 78 {1,X,..., X"} bézisa K, [X]-nek. K[X] nem végesen generalt K-modulus.
Feladat 79 K™-ben tekintsiik a kovetkez6 elemeket:

er =(1,0,0,...,0)
e> =(0,1,0,...,0)
e3 =(0,0,1,...,0)

en =(0,0,0,...,1)
Akkor e ={eq,...,en} bdzisa K™-nek. e-t kanonikus bdzisnak nevezzik.
Feladat 80 Az iires halmaz linedrisan fliggetlen és bézisa {0}-nak.

Tétel 2.9 Legyen V egy K-feletti vektortér.

a) x1 € V linedrisan fiiggetlen & x1 # 0.

b) Azx1,...,xn € V vektorok akkor és csak akkor dsszefiiggdk, ha létezik i € {1,...,n} dgy, hogy x; felirhatd
a tobbi vektor egy linedris kombindcidjaként.

c) Ha V végesen generdlt, akkor minden generdtorrendszerébdl kivdlaszthatd egy bdzis.

Bizonyitas. a) Mivel 1-0y =0y és 1 # 0, kovetkezik, hogy {0y} linedrisan Gsszefiiggd rendszer.
Ha x7 # 0 és a;xy =0, akkor (1.2.b)-bél kovetkezik, hogy a; = 0.
b) Ha a;xy + -+ + anxn = 0 és a; # 0, akkor

—1 -1 -1 —1
Xi=0a; X1+ +0a; GXi—1 +a; Qip1Xit1 F oo+ a4 AnXn.

Forditva, ha x; =byxy + - +bi_1Xi_1 + bir1Xi41 + -+ - + bpXxn, akkor
bixy +- -+ biixi1 + (=1)xi +bipixipr + - Fbuxn =0,

és —1 #£0.

c) Feltételezhetjiik, hogy V # {0}, és hogy az X = {x1, ..., xn} generdtorrendszerben minden vektor nemnulla.
n szerinti indukciét alkalmazunk.

Ha n =1, akkor X = {x1} generdtorrendszer, és a)-szerint linedrisan fiiggetlen, mert x; # 0.

Feltételezziik, hogy n > 1 és hogy az allitas igaz n— 1-re, és legyen X ={x1,...,Xxn} generdtorrendszer. Két
eset van:

(i) Ha létezik i € {1,...,n} dgy, hogy x; linedris kombindcidja a tobbi vektornak, akkor b) szerint, X’ =
X\ {xi} generdtorrendszer. Mivel X’-nek n — 1 eleme van, X’-bél kivdlaszthaté egy bazis, tehat X-bdl is
kivalaszthaté.

(ii) Ellenkezd esetben b)-bél kovetkezik, hogy X linedrisan fiiggetlen, tehdt X bézis. m

Feladat 81 Igazoljuk, hogy a kovetkez6 rendszerek linedrisan fiiggetlenek R*-ben:
a) sinArt,,...,sinAnt, ahol Aq, ..., Ay € RY kiilénb6z6 szamok.
b) 1,sint,...,sinnt,cost,...,cosnt, ahol n € N*.

Feladat 82 Legyen (S, -) egy monoid, o : (S,-) — (K*,-) kiilonb6z6 homomorfizmusok, i = 1,...,n. Igazoljuk,
hogy o1,..., 0y linedrisan fiiggetlenek KS-ben.

2.6 Vektorterek univerzalis tulajdonsaga

Tétel 2.10 Legyenek U és V K-linedris terek, X = {x1,.. ._,Xn} bazisa U-nak, és f: X — 'V egy figgvény. Ekkor
létezik egyetlen f: U — V linedris fligguény gy, hogy az T lesziikitése X-re megeggyezik f-el.

Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy f létezik. Ha x € U, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarrozott
ar,...an € K skalarok dgy, hogy x = a1xqy + - - - + anx, Ekkor

f(x) = ﬂi aixi) = i aif(xi) = i aif(xi),
o =1 i=1

tehét f egyértelmiien van meghatarozva.
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~ Legyen most f:uU—V, flx)= Z?:] aif(xi) ahol x = a;xy + - -+ + anxn € V. Igazoljuk, hogy f linedris és
fix = f. Valéban, ha x’ = ajx; +---+ a;,xn € V és a € K, akkor

f(x +x") Z ai +af) Z(ai-l-a{)f(xi) =

n n
=1 i=1

i

n
Za;L xi) —&—Zafx1 ) = f(x) + f(x),
iz1

flax) = F(aZ aixi) = f(Z aaixi) =

Zaalf(x1 —aZCh xi)) = af(x).
i=1

i=1
Ha x; € X, akkor x; =1 - x4, tehat 'F(Xi) =1- f(Xi) = f(Xi). n

Lemma 2.11 Legyen f:V — V' egy K-linedris fiigguény és X ={x1,...,xn} C V.

a) Ha X linedrisan figgetlen és f injektiv, akkor f(X) ={f(x1),...,f(xn)} is linedrisan figgetlen.

b) Ha (X) =V és f szirjektiv, akkor (f(X)) =V’

¢) Ha X bdzis és f(X) figgetlen, akkor f injektiv.

d) Ha (f(X)) = V', akkor f szirjektiv.

e) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha minden bdzist egy bdzisba visz dt.
Bizonyitds. a) Legyen ai,...,an € K gy, hogy > = ; aif(xi) = 0; kivetkezik, hogy f(} i ; aixi) =0, tehét
2?21 aixi = 0, mivel f injektiv, és a; = -+ = an = 0 mivel X linedrisan fliggetlen.

b) Ha x’ € V', akkor 1étezik x € V tgy, hogy f(x) = x’. Mivel (X) =V, létezik ay,...,a, € K dgy, hogy

X =) i ;aiX, es ekkor
n n
=) axi) =) aif(xi) € (f(X)),
i=1 i=1

tehat (F(X)) = V.

c) Legyen x € V és tételezziik fel, hogy f(x) = 0. Mivel X bézis, léteznek az aj,...,an € K skaldrok tdgy,
hogy x = Y I ; aixi. Mivel 0 = f(x) = Y " ; aif(xi) és f(X) fiiggetlen, kévetkezik, hogy a3 = - = a, = 0,
tehdt x = 0, és f injektiv.

d) Legyen x’ € V'. Mivel (f(X)) = V', kévetkezik, hogy léteznek az a,...,an € K skaldrok tdgy, hogy
x' =31 aif(xi), tehdt x" = f(3 1, alxl) és f sziirjektiv.

e) az a), b), ¢) és d) pontokbol kévetkezik. m

Kovetkezmény 2.12 Ha V-nek van egy n-elemi X bdzisa, akkor V ~ K™.

Bizonyitas. Legyen e = {e1,...,en} a K" kanonikus bdzisa, és legyen f : X — K™, f(x;) = ei, i=1,...,n.
Ekkor f izomorfizmus. m

2.7 Steinitz-tétel. Vektortér dimenzidja

Tétel 2.13 Legyen V egy K-feletti vektortér, r,n € N*, {x1,...,%:} eqy linedrisan fiiggetlen rendszer és legyen
{y1,...,yn} egy generdtorrendszer. Ekkor r < n, és az yi,...,Ynvektorok kozil v vektor kicserélhetd az
X1, ..., Xy vektorokkal gy, hogy

X1y s Xy YratyeaeyYn) = Ve

Bizonyitas. v szerinti indukciot alkalmazunk. Ha r = 1, akkor r < n. Legyen aj,...,a, € K 1dgy, hogy
X1 = a1y + -+ anyn. Mivel x1 # 0, létezik i gy, hogy a; # 0; feltételezhetjiik, hogy a; # 0. Ekkor

1 1 1
Y1 =0a X1 —0a; a2yz2 —---— 04y anlYn

éV=(y1,Y2...,Yyn) = (X1,Y2..,Yn).
Feltételezziik, hogy az &llitds igaz (r — 1)-re és legyen {x1,...,%;} egy linedrisan fiiggetlen rendszer. Akkor
{x1y...yxr_1} is linedrisan fiiggetlen. Az indukcié hipotézisabodl kévetkezik, hogy r —1 < n és

V=UynY2.---,Yn) = X1y - X1, Yr -+, Yn)-

Har—1=mn, akkor V= (x1,...,%,—1) és x, fligg x1,...,%,-t6l, ellentmondds, tehat r—1 < n és r < n. Mivel
Xr €V =(X1,...Xr—1,Yr - .-, Yn ), kovetkezik, hogy

Xr =bix1+---+brgxe 1 +bryr + - + bryn.
23



Mivel x1,...,x, figgetlenek, létezik i, r <1 < n dgy, hogy b; # 0; feltételezhetjiik, hogy b, # 0. Ekkor
Yr = _a:]bﬂ(] — a;1br—1xr—1 + a:lxr - a:]br—Hyr-ﬁ—] — = a:]bnyna

tehdt V.= (y1,Yz.-.-,Yn) = X1y - X5y Yrs1 ---,Yn). W

Kovetkezmény 2.14 a) Ha B,B’ CV bdzisok és B véges, akkor B’ is véges és |B| = |B'|.
b) V-nek van egy n-elemd bdzisa akkor és csakis akkor ha V ~ K™,

Megjegyzés 2.15 Altaldban igaz, hogy ha B, B’ C V bézisok, akkor |B| = [B'|.

Ertelmezés 2.16 Ha V-nek van egy n-elemii bazisa, akkor minden bézisénak n eleme van. A bézis szdmossagat
a V (K-feletti) dimenzidjdnak nevezzik. Jelolés: dimg V = n.
Jegyezzitk meg, hogy ha dimg V = dimg V’, akkor V ~ V’.

Kovetkezmény 2.17 (alternativa tételek) Feltételezzik, hogy dimx V =n.
a) Ha B CV és |B| =n, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. B badzis

2. B linedrisan fiiggetlen.

3. B generdtorrendszer.

b) Ha f € Endg (V) a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. f izomorfizmus

2. f injektiv.

3. f szirjektiv.

Bizonyitas. a) Ha B fiiggetlen, akkor a Steinitz-tételb&l kovetkezik, hogy |B| < dimg V és létezik egy bézis
amely tartalmazza B-t. Mivel |B| = n = dimg V, kovetkezik, hogy B bézis.

Ha (B) =V, akkor létezik egy B’ bdzis gy, hogy B’ C B. Mivel |B’| = n, kovetkezik, hogy B’ = B, tehit B
bézis.

b) Legyen B egy bézis. Ha f injektiv, [f(B)] = n és 2.11.a) szerint f(B) fliggetlen; a)-bdl kovetkezik, hogy
f(B) béazis, es 2.11.d)-bdl kovetkezik, hogy f sziirjektiv.

Ha f sziirjektiv, akkor 2.11.b) szerint (f(B)) =V, és a) szerint f(B) bézisa V-nek, tehat linedrisan fiiggetlen.
2.11.¢)-bdl kovetkezik, hogy f injekt{v. m

Feladat 83 a) Ha I véges halmaz, akkor dimy K! = [I].
b) dimg Mm,n(K) = mn.
¢) dimg 8 (R) = 25 dimg A, (R) = ™51,

Feladat 84 Ha dimg U =m és dimg V =n, akkor dimg U x V=m+n.

Feladat 85 Legyen f: U — V egy K-homomorfizmus. Igazoljuk, hogy:
a) f akkor és csak akkor injektiv, ha létezik g € Homy (V, U) dgy, hogy gof = 1y.
b) f akkor és csak akkor sziirjektiv, ha létezik g € Homg (V, U) tgy, hogy fog=1y.

2.8 Dimenzidora vonatkozo képletek

Tétel 2.18 Legyenck V és V' K-feletti vektorterek és f:V — V' eqy linedris fligguény. Ekkor

dimg V = dimg Ker f + dimg Im f.

Bizonyitds. Legyen {x1,...,%;} C V bazisa Kerf-nek, és legyen {x;, ;,...,x} C V' bdzisa Im f-nek.
Ekkor léteznek az X;y1,...,Xxn € V vektorok dgy, hogy f(xi) = x{, i = r+1,...,n, és elég igazolni, hogy
{X1y e ey XryXrq1y. ..y X0} bdzisa V-nek.
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Feltételezziik, hogy > " ; aix; = 0. Ekkor
n n
0="f() axi)=) aif(x)

i=1 i=1
T n

=) afla)+ ) aif(x)

i=1 i=r41

n

= Z aix{;

i=r+1
kovetkezik, hogy a1 =--- = an, =0, Z{:1 aixi = 0,ésvégil, a1 =--- = a, =0, tehdt {X1, ...y Xry X TyeeeyXn)
linearisan fiiggetlen rendszer.
Ha x’ = f(x) € Im f, akkor 1éteznek az a,,1,...,an € K skaldrok tigy, hogy
n n n
fx)=x'= ) ax{= ) af(x)="FD ax);
i=r41 i=r+1 i=r41

kovetkezik, hogy f(x — 3} 1" . jaixi) = 0, és legyen y = x — 3 ', aixi. Mivel y € Kerf, léteznek az
ai,...,a, € K skaldrok ugy, hogy y = Y |_; aixy, tehdt

n n
Xx=y+ Z aixi:ZaiXi€<X1,...,Xn>.l
i=r+1 i=1

Tétel 2.19 Legyen egy V K-feletti vektortér és U, W <y V. Ekkor

dimg (U 4+ W) = dimg U + dimg W — dimg (U N W).

Bizonyitas. Tekintsiik az U x W = {(u,w) | u € U, w € W} vektorteret. Konnyli igazolni hogy, ha
{ug,...,un} bazisa U-nak és {wq,...,wy,} bazisa W-nek, akkor

{(‘LL],O), sy (un)o)) (O>W1 )) LR} (O) Wm)}

bézisa U x W-nek, tehat dimg (U x W) =n + m.
Legyen f: U x W — U+ W, f(u,w) = u+ w; ekkor f linedris, sziirjektiv (azaz Imf = U+ W), és

Ker f ={(u,w) € Ux W | f(u,w) =0}
={(uyw)eUxW|u+w=0}
={(u,—uw) eUxW|uelUnW.

Mivel g : UNW — Ker f, g(u) = (u,—u) izomorfizmus, kévetkezik, hogy dimg Ker f = dimg (UNW), és végiil,

= dimyg Ker f 4+ dimg Im f
=dimg (UNW) +dimg(U+W). =
Feladat 86 Legyen V egy K-feletti vektortér, dimx V =n, S, T <¢ V. Igazoljuk, hogy:

a) HodimgkS=n—1éTZS, akkor S+ T =V és dimg(SNT) =dimg T —1.
b) Ha dimg (S+ T) =dimg(SNT) + 1, akkor S C T vagy T C S.

Feladat 87 Legyen dimgx V = n és f,g € Endg (V). Igazoljuk, hogy, ha fog =0 és f+ g € Autk(V), akkor
dimg Im f + dimk Im g =n.

Feladat 88 (Sylvester) Legyenek f : U — V, g : V — W K-homomorfizmusok, dimgx U = m, dimgxV =
n, dimgx W = p. Igazoljuk, hogy dimk Ker(g o f) < dimg Ker f 4+ dimg Ker g.

2.9 Megoldott feladatok

1) Legyen n € N és f,, : R — R, f;,(x) = sin™ x. Igazoljuk, hogy az L ={f,, | n € N} halmaz vektorai linedrisan
fiiggetlenek az R f5lotti R® vektortérben.

25



Megoldas: Legyenek my,...,ny € N kiilonboz6 természetes szdmok és a1,...,ax € R agy, hogy a1fn, +
-+ ayfn, =0 (ahol 0 a konstans nulla fiiggvény). Kovetkezik, hogy

Vx € R, og8in™ x+ -+ 4+ g sin™* x = 0,
ahonnan a
pP= o X™ 4 o XM e RIX]

polinomnak barmely t(= sinx) € [—1, 1] érték gyoke, vagyis végtelen sok gyoke van. Ez azt jelenti, hogy p = 0,
tehat X1 =" :OCkIO.

2) Legyen p € N egy prim. Igazoljuk, hogy a szokdsos Osszeadds és szorzés miiveletek vektortér strukturat
adnak a V={a+byp+c f/}? | a,b,c € Q} halmaznak Q folott. Adjunk egy bazist ebben a vektortérben és
hatarozzuk meg a dimenzidjat.

Megoldds: V a gR vektortérnek egy {1, ¥/p, 3/1?} altal generdlt résztere. Kimutatjuk, hogy 1, ¢/p, 3/1?
linedrisan fiiggetlenek. Ha a,b,c € Qésa+byp+c W = 0 akkor beszorozhatunk J/p-vel és kapjuk, hogy
ayp+b 3/p2+ep = 0. Kiejtjitk a +/p? tagot a két egyenlBségbél és kévetkezik, hogy (ab—c2p)+(b2—ac) P =
0, ahonnan a /p ¢ Q alapjéan felirhato, hogy ab — czp =0 = b? — ac. Ha feltételezziik, hogy a # 0, akkor

b? bt b b
c=-— ésab——/p =0, vagyis /p = 3 . Ebbdl az kovetkezik, hogy ¥/p = — E @, ami ellentmond annak,

hogy \f Z Q. Tehat a = 0, amibél kovetkezik az is, hogy b = ¢ = 0.

3) Legyen V egy 3 dimenzids vektortér K folott és Vi, Va két kolonbozd, 2 dimenzids résztér. Igazoljuk, hogy
Vi N Va-nek a dimenzidja 1. Mi a mértani értelmezése a K =R, V = R3 esetnek?

Megoldds: Vi # V, és dim V; = dim V, Gsszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy Vo € Vi. Tehdt
ViGVi+VaCy,
ahonnan dim(V;7 + V2) =3 és
dim(V; NV;) =dimV; +dim V, —dim(V; + V) = 1.

R3-ban a mértani értelmezés az, hogy két, origén atmend, kiilonboz6 sik metszete egy origén dtmend egyenes.

4) Legyen V egy n € N* dimenzi6s vektortér K £6l6tt és Vi, Vo részterei V-nek. Igazoljuk, hogy ha dim Vi = n—1
és Vo ¢ V7, akkor
dim(V; NV2) =dimV; — 15iV; + V, = V.

Megoldds: Mivel Vo ¢ Vi, kovetkezik, hogy Vi NV, S Va, tehat dim(Vy NV2) < dim V2, vagyis dim V, —
dim(V7; NV;,) > 1. Akkor

n=dimV >dim(V; +V2) =dimV; +dimV, —dim(V; NV2) >n—1+1=mn.
Igy tehat dim(V;7 + Va2) =n = dim V ahonnan V =V + V,. Ebbé rogtén felirhaté, hogy

dim(ViNV;) =dimV; +dimV; —dim(V; +V2)=n—1+dimV> —n=dimV, — 1.
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3 Linearis fliggvények és matrixok, linearis egyenletrendszerek

3.1 Linearis fiiggvény matrixa

Legyen u = (uy,...,uy) U-nak egy bazisa és v = (v1,...,v;n) V-nek egy bazisa. (Figyelembe vesszik az
elemek sorrendjét, azaz rendezett béazisokat tekintiink.)
Ha x € U, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarozott xi,...,xn € R skalarok, tgy, hogy x = Z{; XUy
Azt mondjuk, hogy (x1,...,%n) az x vektor az u béazisra vonatkozd koordindtavektora, és legyen
X1
Mu(x) = [X]u = S Mn,] (K)
Xn

az x vektor az uw bdzisra vonatkozo mdtriza.

Feladat 89 Igazoljuk, hogy:
a) My : U — My, 1(K), My (x) = [x],, K-izomorfizmus;
b) Mn,1(K) >~ K™,

Legyen f : U — V egy linedris fliggvény. A vektorterek univerzalis tulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy az
f(ur)y...,f(un) € V elemek meghatdrozzak f-et. Legyen

m
f(LLj) = Z QaijVvi, 1 < ] <n.

i=1

Az ay; € K skaldrok egyértelmiien meghatarozottak, és legyen

Muv(f) = [ﬂuv = [aijhgigm S Mm,n(K)

1<j<n

az f fiiggvény az (u,v) bdzispdrra vonatkozé mdtriza. Vegyiik észre, hogy [f(u;)]y egyenld az [f],, matrix j-edik
oszlopaval.

Ha A € My n(K), a kovetkezd jeldléseket fogjuk hasznélni:

. o].A = az A matrix j-edik oszlopa.

o s

{* = az A matrix i-edik sora.

Tétel 3.1 Legyenek U,V és W wvektorterek u = (u1,...,Uun), v = (V1,...,Vmm) dlletve w = (wi,..., W)
bazisokkal. Tovdbbd, legyenek f,f" € Homg (U, V) és g € Homg (V, W).

a) [f(x)]y = [fluy[x]y, minden x € U esetén.

b) [f+ fquv = [ﬂuv + [f’]uv

¢) [aflyy = alfluy, minden a € K esetén.

d) [9 o ﬂuw = [g]vw . [ﬂuv-

Bizonyitds. a) Legyen y = f(x) = Y ", yivi, tehdt

Ekkor
Zgivi =y = f(X) = f(Z X)"LL]') = ijf(uj) = ZX]' Z aijvi = Z(Z aijXj )Vi.
j=1 i

i=1 j=1 j=1  i=1 i=1 j=1

Mivel {v1,..., v} bézis, kovetkezik, hogy

n
Ui:Zai]’Xj> 1<i<m,
j=1
vagy matrixokkal,

[f(x)]v - [ﬂ uv [X} ue
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b) Ki kell szamitani az (f 4 f’)(u;) koordinatdit, ha 1 <j <n:

(f + ) (uy) = f(uy) + () Z aijvi + Z auvl = Z aij + a{j Jvi,
i=1

tehat
[f + f/]uv = [aij + (11/1} = [aij] + [a{]] = [f]uv + [f/]uv-

¢) Hasonl6 médon, minden 1 <j < n esetén,

(af)(u;) = af(uy) = G(Z aijvi) = Z(aaij vi,
e im1
tehat
lafluy = [aay;] = alay;] = alfluy

d) Ha 1 <j <mn, legyen

(gof)(u;) Z CkjWk,

azaz
[gofluw = lekjlick<p € Mp n(K).
1Zj<n
Megismételve a fenti szamitasokat,
m m m P P m
(gof)(w) =g(f(u;) =g(d ayvi) =) aiygvi) =) ay ) bwi =) (Y briayw
i=1 i=1 i=1 k=l k=1 i=1

Mivel {w1,...,wp} W egy bézisa, kovetkezik, hogy

m
ij:Zbkiaij) 1<k<p, 1<j<n,

i=1
és matrixokkal,

[9 o fluw = Ck] Z bklal] - [fluv. u

Kovetkezmény 3.2 M, , : Homx (U, V) = My o (K) K-linedris izomorfizmus.
Feladat 90 Ha dimk U = m és dimg V = n, akkor dimg Homg (U, V) = mn

Feladat 91 Legyen t € R, fy, gy : R? — R?, fi(x) = (x7 cost —xasint,x7 sint +xz cost), g¢(x)
x2 sint, x7 sint — x; cost).

a) Igazoljuk, hogy fi, g: € Endg(R?).

b) Hatdrozzuk meg az [file e és [gile,e matrixokat, ahol e = (e, ez) a kanonikus bézis.

¢) Hatdrozzuk meg az f o fy/, g¢ o gis, Tt 0 gts, gt o fr/ morfizmusok matrixat.

= (xpcost +

Feladat 92 Legyen V = R, [X] ={f € R[X] | gr(f) < n}, a € R, f € R[X], és legyen B = (1,X —a,..., (X —

a)™/nl).
a) Igazoljuk, hogy B bézisa V-nek.
b) Hatdrozzuk meg az f koordindtdit a B bazisban ( Taylor-képlet).
¢) Legyen D : V =V, D(f) = f’. Hatdrozzuk meg a D métrixét a kanonikus bazisban.

3.2 Baziscsere

Legyen U egy vektortér u = (u1,...,un) bdzissal. Ha u’ = (uj,...,uy) egy elemrendszer, uj € U, akkor

léteznek az egyértelmiien meghatérozott ti; € K skaldrok tgy, hogy

n
uj’:Ztijui, 1<j<n,
i=1
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azaz,

ahol )
T=T = [tyli<ij<n € Ma(K).

: / 7 . z 7z 7z 7z /- 7z .
Azt mondjuk, hogy T =T} azu bdzisrdl az u’ rendszerre vald dttérési mdtrix.

Tétel 3.3 a) u’' = (u},...,u),) bdzis& T = Tﬁfl invertdlhaté mdtriz. (Informélisan, u a ,,régi” bdzis és u’ az
,,4j" bzis.)
b) Hau' bdzis, akkor minden x € U esetén

w = (TE) " Xy |

c) Legyen V egy szabad modulus, v = (V1,...,Vmm) ésv' = (V},..., v ) két bdzisa, és legyen
S= T\Y/ = [sijl1<ij<m € Mim(R)

az dttérési mdtrixz, ahol

m
V{:ZSijVi, IT<j<m.

i=1

Ha f:U —V egy linedris figguény, akkor

[ﬂu’,v’ = Si] [ﬂu,vT .

Bizonyitas. a) A vektorterek univerzilis tulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy 1étezik egy egyértelmiien meghatarozott
h: U — V linedris fliggvény dgy, hogy h(u;) = uj, 1 <j < n, és vegyiik észre, hogy [h]y, = T. A 2.11.
Lemmabdl és 3.2.-b6l kovetkezik, hogy u’ = (h(u1),...,h(un)) bazis & hizomorfizmus & T = [h]y,,,, € My (K)
invertalhaté matrix.

b) Legyen x = Y " ; xiuj = Z;; xju] € U. Ekkor

n n n
1,7 / /
X = E Xjuy = E X; E tyuy = E (E tinj)ui: E XUy,
£ £ — =

azaz,

és
[f(x)]v = S[f(xnv’ - S[ﬂu’,v’[x}u’
1 0 0
0 1 0
Rendre behelyetesitve [x]y-et az | . |, | . |,.--,] .| € Mm,1(R) matrixokkal, kévetkezik, hogy [fl. T =
0 0 1

S[ﬂu/,\,/, tehat
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3.3 A determinans értelmezése

3.3.1 A. Masod és harmad rendii determinansok

Legyen K egy kommutativ test és tekintsiik a kovetkez6 egyenletrendszert:
{011X1 + aiax2 = by

a1xq +azxy = by.

arpr a2
a1 azz

Legyen A = ( b
b>

oszlopmdtrixa.
Alkalmazva a kikiiszobolési médszert, kapjuk, hogy az egyenletrendszer ekvivalens a kdvetkezd egyenlet-

rendszerrel:

) € M3 (R) az egyenletrendszer mdtriza és B = ( > € M21(R) a szabad tagok

(ar1a22 —ajzaz1)x1 =bjaz, —anzb:
(ar1a22 —ajzaz1)x2 =brazy —azby.
Definicié szerint, legyen
ar;  ap
a a

det A = =ajjaz; —ajzaz; €R

as A matrix determindnsa.

Vegyiik észre, hogy ha Ay = <E; 2;) és Ay = (2; E;), akkor

x1det A =det Ay, xpdetA =detA,.

Tekintstiik most a kovetkez6 egyenletrendszert:

aj1x1 + ajzxy + ajzxz = by
az1xy +azaxz +az3x3z = by
az1x1 + as2xz + az3xz = bz,

ajpr arjz a3 b1 a2 a3 apn by as
és legyenek A = | a1 az2 a3 |, Ar= by ax axs3]|, Az=|ax by az;
aszr azz ass bs as2 ass az1 bz ass

apr a2z by
és A3 = [ az1 a2 by | € M3(R). Hasonlé médon kapjuk a kovetkez& ekvivalens egyenletrendszert:
az; as2 bz

x1det A =det Ay, xpdetA =detA,;. x3detA =detAs,
ahol definici6 szerint,

an a2 ais
det A = azq anzo azs
asy aszz2 ass

= aj10a220a33 + 72023037 + a73021032 —a11023032 — 13022037 — 12021033

Feladat 93 Szédmitsuk ki a kovetkezd determindnsokat:

cost sint a b c ! ! !
a) Cdint costl’ b) |[b ¢ al; ¢) |la b cf.
c ab a2 b? ¢?

3.3.2 B. n-ed rendii determinans
A fenti szamitdsokat folytatni bonyolult lenne, de szugerdljak a kovetkez6 altalanositast:

Ertelmezés 3.4 Ha A = laij] € M (K), akkor az A métrix determindnsinak nevezziik a kévetkezé K-beli
elemet:
det A = Z sgn((f)a1 0(1)A20(2) +++ Ano(n)-
oESH
Az 6sszegnek n! tagja van, és mindegyik szorzat tartalmaz az A matrix minden sorabdl és minden oszlopabdl
pontosan egy elemet.
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Lemma 3.5

Bizonyitas.

det A = det At.

Legyen A" = [aj;] € M (K) az A métrix transzpondltja, ahol af; = aji, 1 <1,j < n. Ekkor

detAt = Z Sgn(()‘)a%o.(])ago.(z) e a;a(n)

= Z SgH(U)aounaa(Z)z---ac(n)n

Az utolsé el6tti egyeldségben felhasznéltuk az K kommutativitdsat és a kovetkezd tényeket:
e Az S, =S, 0 T=0"" bijektiv fiiggvény;
e sgn(o) =sgn(oc'). m

3.4 A determinans induktiv értelmezése

3.4.1 A. Multilinearis alakok

Legyenek U,V K-linearis terek és legyen U™ =U x --- x U.

Ertelmezés 3.6 a) A ¢ : U™ — V fliggvényt n-linedrisnak nevezzik, ha
1! / I
O(x1y.eyaxi+ax{,. oo yxn) = ad(X1y ooy Xiye ooy Xn) F A O(X7y 00y Xy ety X))
minden a,a’ € K és x1,...,%{,X{,...,Xn € U esetén (azaz, ¢ minden valtozéjdban linedris).

Ha V =K, akkor ¢-t alaknak nevezziik.
b) Azt mondjuk, hogy ¢ : U™ — K alterndld alak, ha

Xi =Xit1 = GX1,.00yXiy Xigiye oy Xn) =0

minden i € {1,...,n — 1} esetén.

Példa 3.7 a) Minden ¢ € Homg (U, V) 1-linedris fiiggvény.
b) Legyen M = M, 1(K), n =2, x; = (‘“‘) és xp = (‘”2). Ekkor
az; azz

b:MxM—=K, d(x1,x2) =ajjaz —azian;

2-linearis alternalo alak.

Lemma 3.8 Legyen ¢ : U™ — K egy n-linedris alterndlo alak.
a) Hao1<j, akkor &(X1,. ., X1y 0y Xjy ooy Xn) = =0 (X1, 003 Xjy ooy Xiy ooy Xn )
b) Hai#j ésxi =xj, akkor d(x1,...,xn) =0;
c) Hai#j és aeK, akkor d(x1,...,xi +axj,...,Xn) = G(X1,.. 0y X4y 0o vy Xn ).

Bizonyitas.

tehat

a) Legyen k = j — i; k-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha k = 1, akkor

Gy xi F X1y X F X1y een) = Ol Xy Xy ) F Oy Xy Xig 1y .20 )+
+ Oy Xip 1y Xy ) Oy X1, X1, ) =
= ¢)("')Xi)xi+1)"') +¢(.--)Xi+])xi)-'-))

q)(X])---»Xi»XiJr])--')Xn) :_¢(X1)---)Xi+1axi»-'-»Xn)-

Legyen k > 1, és feltételezziik, hogy az allitas igaz k—1-re. Felcsréljik xi-t xik-val hdrom lépésben: felcseréljiik
Xi-t Xipk_1-gyel, utdnna x;i -t xi-vel, és végiil xi, x_1-et xir-val. Az indukcié hipotézisabdl és a k = 1 esetbél
kovetkezik, hogy ¢ haromszor valt eldjelet, tehét

DXy e ooy Xiy ooy Xidky ooy Xn) = —D(XTye e ey XidkyeovyXigeonsXn)e
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b) Feltételezhetjiik, hogy k =j —1i > 1; ekkor
D(XTy ey Xiy ooy Xjy ooy Xn) = —=P(X1, 00y X215 00y X4, Xy oy X ) = —0 = 0.
c) Az i < j esetet vizsgilva,

Doy X+ aXjy oy Xy o) = Oy Xy ey Xy ) Fad ey Xy ey Xy 00 ) =
=B(X1y. ooy Xiy ey Xy ey Xn). ]
Lemma 3.9 Legyen ¢ : U™ — K egy n-linedris alterndlo alak, A = [ay;] € Mn(K), x1,...,xn € K, és legyenek
n
yj =) ayx, 1<j<m,
i=1

ZiZZainj, 1§1§n
=1
Ekkor
GY1y-- oy Yyn) = dlz1,..yzn) = det(A)d(x1y...yXn).

Bizonyitas. Mivel ¢ n-linearis, kovetkezik, hogy
n n
b(z1y.eeayzn) = cb(Z a”xj,...,z anjXj) =
j=1 j=1
= Z ari, ...am“d)(xi],...,xin).
1<i; < <insn
Legyen o :{1,...,n} = {1,...,n}, o(k) =1ix; ha o injektiv, akkor o bijektiv, tehdt o € S,,; ha 0 nem injektiv,

akkor ¢(xi,,...,%i,) =0, mert ¢ alterndld.
Kovetkezik, hogy

d(z1y...y2n) = Z A1g(1) -+ Anom)P(Xa(1)y -y Xo(n)) =

oESH

Y sg0(0)a16(1)@20(2) - - Ano(m) P (Xiyy -y X0, ) =
oESH

= det(A)d)(Xh- . -)Xn)

Vegyiik észre, hogy
n n
Yi=) aixy =) afx;,
j=1 j=1
tehat a mésodik egyenléség kovetkezik az els6bdl, és abbdl, hogy det A = det At. m

3.4.2 B. Determinansok alaptétele
Ha A = [ay] € M (K), és M := M, 1 (K) akkor legyen
C11j
A : € M az A j-edik oszlopa, 1 <j <mn;

anj
o s =(ai1...ain) € Min(K) ~ M az A i-edik sora, 1 <i<n.
Vegyiik észre, hogy ha I = I, := [84;] € My (K) az n-ed rend{i egységmatrix, akkor az (e; = ol,...,en = ol)
vektorrendszer az M kanonikus bézisa.

Tétel 3.10 Létezik az egyértelmiien meghatdrozott 6, : M™ — K n-linedris alterndld alak gy, hogy
on(ery...,en)=1.

Minden A € M,,(K) esetén,
det(A) = 6n(o{\,...,oé).

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk
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Ertelmezés 3.11 a) det : M (K) = K, A det(A) fliggvényt n-ed rendd determindnsnak nevezzik.
b) A Ty = (—=1)" det(Ay;) € K elem az ay; elem algebrai komplementuma.

¢) Azt mondjuk, hogy a
n
det(A) = Z aij Fi]-
j=1

képlet az A determindnsanak az i-edik sora szerinti kifejtése, 1 <1< n.

Kovetkezmény 3.12 (Determindnsok alaptulajdonsigai) a) Az A determindnsa linedrisan figg az A
oszlopaitdl.
b) Ha A-nak van két egyenld oszlopa, akkor det(A) = 0.
¢) Ha A két oszlopdt felcseréljiik, akkor a determindnsa (—1)-szeresére vdltozik.
d) Az A determindnsa nem vdltozik, ha egqy oszlopdnak skaldrszorosdt egy mdsik oszlopdhoz adjuk.
e) Mivel det A) =det(A'), a fenti dllitdsok sorokra is igazak.
f) det(A) j-edik oszlopa szerinti kifejtése:

det(A) =) (=D ajdet(Ay), T<j<n.

i=1

Feladat 94 Szamitsuk ki a kdvetkez6 determinansokat:

_Oa g g Z a+b b+c c+a (11 l]) l :1
) b)) |a2+b? b2+c? c2Had?; o) |5 2 o o
e —e —f 0 a’+c¢®> b>+c’ c’+a PR SN B

Feladat 95 a) Szamitsuk ki az A = (aij) € Mn(K) determindnsét, ha a;; =0, 1> j.
b) Szamitsuk ki az A = (aij) € My (K) determindnsat, ha aj; =0, i4+j < n.

Feladat 96 Szédmitsuk ki a kovetkezd determindnsokat:

a b 0 0 0 0
a X X ... X c a b 0 0 0
X a X ... X 0O c a b 0 0
a) A =|X X @ ... X b)Dn:o 0 ¢ a 0 0
X X X a 0 0 0 O b
0 0 0 O c a
Xy yy vy
zZ X Yy y y vy 1 1 1 1
z z x y y vy a; a; as ... Qn
¢)Bn=|%2 Z Z X YUY Q) V.= af a3 a3 a?
Z z z z ... X Yy ai ' oy oo oL an!
zZ z z z ... z X
0 a2 as A1n
—ai2 0 azs aon
e)S,=|"%3 —0z3 0 -+o @n] (S -nél n paratlan).
—Q1n —Qayn —Aazn ... 0
Feladat 97 Igazoljuk, hogy:
1 1 1 1
ai ar as an
2 @ o ... a
Vil(al)--wan): (1}71 (1571 (.11.3')71 aif1 :Sn—i(ah"'»an)vn»
a§+1 aEJr] a§+1 L a}{H
al?  ay a¥ an




ahol
Sk =X1 ... X+ -+ Xnokg1 .- Xn

a k-adik elemi szimmetrikus polinom és V,;, = V,(a1,...,a,) a Vandermonde-determindns.

3.5 Determinansok tulajdonsagai. Invertalhaté matrixok

Tétel 3.13 (Cramer-szabaly) Ha A € Mn(K) ésb =31, xjojA € Mn,1(K), akkor

Sn (07, . ..,‘ti), veey00) = x; det(A).

Bizonyitas. Mivel §;; n-linedris alternald, kovetkezik, hogy

n
A A A A A A A A
on(07y..1ybyeery00) = 8n(07, ..oy ) %505, ..., 0%) :ijén(m N NN ES
j=1 j=1
=xi8n (07, ..., 00 ..., 00) = x; det(A). ]

Tétel 3.14 (Determindnsok szorzastétele) Ha A,B € M, (K), akkor
det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitds. Legyen (e1,...,en) az M = My 1(K) kanonikus bézisa. Az x; = Y | ;aiei, 1 <j < n
Osszefiiggéseket a matrix forméban irva:

X1 €1

| =A

Xn en

Ebben az esetben, a 3.9. Lemmabdl kévetkezik, hogy
dn(X1y...yxn) =det(A)dn(er,...,en) = det(A).
Vegyiik észre, hogy

o € € e Y1
=(AB)[ : | =A(B| : |) éslegyen B[ : | =
n En €n €n Yn

Ekkor

]

Tétel 3.15 (Adjungdlt matrix) Legyen A = [ay;] € My (K) és legyen A= [ai;] € Mn(K), ahol
dy =i = (=1)" det Aj;.

A-t az A adjungaltjinak nevezziik, és fenndll a kovetkezd egqyenldség:

AA = AA =det(A) - I,,.

BiZOl’lyftéS. Mivel AA = [22:1 aikakjhgi‘jgn és AA = [22:1 aikakjhging-rh igazolni kell, hOgy

n n
Z aikl“]-k = 511' det(A) és Z (3] Fki = 613' det(A),
k=1 k=T
ahol 835 a Kronecker szimbdlum.
Bizonyitsuk be az els§ egyenléséget. Ha i = j, akkor valéban ) | _; aixlix = det(A) (i-edik sor szerinti
kifejtés). Feltételezzik, hogy i # j és legyen A’ = [a];] € My (K) tgy, hogy sV =5 haj #1, és P = sP
Mivel A’-nek van két egyenld sora, kovetkezik, hogy

i j

n n
O=detA’ =) af, T = apli. "
k=1 k=1
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Feladat 98 Ha A € T, (K) akkor A = (I;) € T (K).

Tétel 3.16 (Invertdhaté matrixok) Ha A = [ay;] € Mn(K), akkor a kdvetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) A invertdhatd mdtriz.

(ii) det(A) € K invertdlhatd elem.

(iii) (09',...,0%) bdzisa M-nek.

(iv) (s7,...,sn) bdzisa Mj n(K)-nek.
Bizonyitas. ,,(i)=(ii)” Ha létezik B € My (K) dgy, hogy AB = BA = I,,, akkor det(A) det(B) = det(I,) =1,
tehat det(A) € U(K).

,,(i)=(1)” Ha det(A) € U(K), akkor az el6zé tételbdl kovetkezik, hogy A~! = det(A)'A.

,»(i)&(iii)” Létezik az egyértelmiien meghatdrozott f : M — M linedris fiiggvény tgy, hogy f(ej) = OJA7
1 <j <n. Mivel ojA = Y i aijeq, kovetkezik, hogy [fle,e = A. Ekkor 2.11. és 3.2.-bél kovetkezik, hogy A
invertdhaté & f izomorfizmus & (f(ey), ..., f(en)) bézis & (of',...,04) bdzis. =

Jegyezzitk meg, hogy ha det(A) € U(K), akkor
A" =det(A)TA és det(AT') =det(A)
Az invertalhaté métrixok halmazat GL,, (K)-el jeloljuk. Mivel GLy, (K) az (M (K), +, ) gylir(i invertalhaté

elemeinek a halmaza, kovetkezik, hogy (GL,, (K),-) csoport. Ezt a csoportot az dltaldnos linedris csoportnak
nevezzilk. A fentiekbdl kovetkezik, hogy a

det : GLn (K) = U(K), A — det(A)
fliggvény csoportmorfizmus.

Feladat 99 Igazoljuk, hogy SL, (K) := {A € GL.(K) | det A = 1} részcsoportja (GL,, (K),-)-nak. (SLy(K)-t a

specidlis linedris csoportnak nevezziik.)
Feladat 100 Igazoljuk, hogy GL,, (Q)-nak van egy S;,-nel izomorf részcsoportja.
Feladat 101 (Ortogondlis és unitér csoportok) Legyen n € N*,
OMm)={A € M, (K)|A-A'=1,}
az ortogondlis matrixok halmaza és
Un):={A e Mp(C)|A-AM=1,}

az unitér matrixok halmaza, ahol: A" := At A = [aijl1<i,j<n- Igazoljuk, hogy:

a) Ha A € O(n), akkor A'A =1, és det A = +1.

b) HaA € U(n), akkor AMA =1,, és |det A| = 1.

c)S < O( ) < GL,(R), ahol SO(n) :={A € O(n) | det A = 1} a specidlis ortogondlis csoport.
d) S U(n) < GL,(C), ahol SU(n) :={A € U(n) | det A = 1} a specidlis unitér csoport.

) O

cost sint cost sint
B {<—sint cost) ’ (Sint —cost) Ite [0,27{)}.

Feladat 102 (Blokkmdtriz inverze) Legyen K egy kommutativ test, legyen

(A1 A

e

ahol A1 € M(K),Az22 € My(K), p+ q = n, és feltételezziik, hogy Ay, invertalhaté. Igazoljuk, hogy A
invertalhatd akkor és csak akkor ha Aqq — AQAEZ] A21 € My (K) invertdlhat6. Ebben az esetben, fejezziik ki
az A inverzét Ai] és (Aq1 — AuAZz] A1) segitségével.

1 2 0 2

Alkalmazds. Szémitsuk ki az A = € M, (Q) métrix inverzét.

T 1 11
11 2 4
01 01
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Feladat 103 Szémitsuk ki az A € M, (K) inverzét, ahol

1+ a; 1 1

1 T+a; ... 1

A= . o .
1 1 oo 1+an

Feladat 104 (Gauss-szdm) Feltételezzik, hogy [K| = q, és legyen
G (q) = U <k K™ | dimg U = k}].

Igazoljuk, hogy:
a) |GLn(K)| = (@™ = 1)(q" —q)(q" —q?)...(q" —q™ ).
b) = Gqlq) =1

_ (@ =g ") (g 1)
= (q =1 (q*T—-1)..(q—1) ,k71,...,n—1.

Ga(q)

Gx(a)

Gx(q) = Gr*(q).
Gx(q) =q"Gy_4(a)+ Gy i(a), k=T,...,n—1.

Hény rendezett bazisa és hany bazisa van a K™ vektortérnek?

C

)
d)
)
)

e
f

Legyen det(A) egy n-ed rendd determindns, 1 < i1 < - <i, <n, 1 <j1 <+ <jr <nés D’;:::j{ az a

1
minor (aldetermindns), amelyet a det(A) i1,...,1, sorainak és ji,...,jr oszlopainak a kivélasztasaval kapunk.
Jeldljiik D}! 7 -el a Dyl kiegészitd aldetermindnsdt (amelyet a megmaradt sorok és oszlopok természetes
sorrendbeli kivdlasztdsdval kapunk). Végil, (71)“*'"H*H’*'”Hrﬁl::::ji: a Di:{: adjungdlt minora.

Tétel 3.17 (Laplace-kifejtés)

det(A) _ Z (_])i]+"'+ir+j1+"'+er]:1~~-]:rDjl-~~):r

1.y Tig.aiy
1<j1<<jr<n

(det(A) kifejtése az i1, ..., 1, sorok szerint; az Osszegnek CJ, tagja van.)
Bizonyitas. Felhasznéljuk a determindns definicijét:
det(A) = Z Sgn(()')(l]g(” ceeQno(n)-.
oESH

Ha det(A)-bél kivalasztunk r oszlopot, akkor a kivélasztott sorok és oszlopok egy r-ed rendii aldeterminénst
hatdroznak meg. Ennek szorzata adjungéltjaval det(A)-nek r!(n — r)! tagjat szolgaltatja, mégpedig helyes
el¢jellel. Mivel r oszlop Cj,-féleképpen vélaszthatd ki, az Osszes ilyen médon nyert determindnsszorzatok a
det(A) determindns CJ, - rl(n — r)! = n! tagjat 4llitjdk el6. Ezek kozott det(A) mindegyik tagja szerepel
(éspedig akkor csak egyszer). m

Kovetkezmény 3.18 (Determindnsok szorzastétele) Ha A,B € M, (K), akkor

det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitas. Tekintsik a

A 0O
c= (In B) & Man(K)

blokkmaétrixot. Laplace tétele szerint,

n(n—1)

det(C) = det(A) det(B)(—=1)> 2z = det(A) det(B).

Minden j = 1,...,n esetén adjunk hozza az elsé oszlop bji-szeresét, a masodik oszlop bj;-szeresét stb, az
n-edik oszlop bjn-szeresét az n + j-edik oszlophoz. Eljutottunk a

., (A AB
(4 @)

det(A) det(B) = det(C) = det(C’)
— (=)Mo kIR K et (AB)
= det(AB). [ ]
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Feladat 105 (Ciklikus determindns) Igazoljuk, hogy:

aq a asz ... an
an aq a ... an—1

Cp=|0n-1 dn A1 oo On-2) — f(gp)...f(en_1),
az as ag ... aj

ahol f = aj + axX + -+ a X" ' és e, i=0,...,n— 1 az n-ed rendii egységgyokok.
Feladat 106 a) Alkalmazva a Laplace-képletet, szdmitsuk ki a kovetkezd determinénst:

aj 0 az 0 as
0 X1 0 X2 0
D=|by 0 by 0 bsl.
0 Y1 0 Y2 0
C1 0 C2 0 C3

b) Szédmitsuk ki a kovetkezd determindnst:

aj b] C1 d] 0 0

az bz C2 dz 0 0
D= as bg C3 dg 0 0
10 0 aq b] C1 d]
0 0 az bz C2 dz

0 0 as b3 C3 d3

c) Szamitsuk ki a dyn = det(A) determindnst, ahol A = [ai;] € Mn(K),

Xiy 12]
aij = O, 17&],1+)=2n—|—1, Xi,inK.
Yi, i+j:2n+1

0 C
> — (—=1)™det(A) det(B).

d) Ha A € Mp(K), B € My (K) és C € My (K), akkor det (A B) — det(A) det(C).

e) Ha A, B, C € My (K), akkor det (](; é

Feladat 107 a) Legyen A,B € M (R) és 1 = v—1 € C. Igazoljuk, hogy

det @ _B) =|det(A +1iB)|?,

és szamitsuk ki a
a b —c —d
b a —-d ¢

b= c d a —b
d —c b a
determinénst, ahol a,b,c,d € R.
b) Szédmitsuk ki a
a —-b ¢
D— —b a —-d c

determinénst, ahol a,b,c,d € R.

Feladat 108 (Binet-Cauchy) Legyen A = (aij) € Mum(K), B = (bix1) € Mimn(K) és C = AB. Bizonyitsuk be,
hogy:

ah-] 0251 ag)-] am'] b)']1 b]'12 bj]g b]‘1n

a1]'2 (lzj2 Clgjz anjz bj21 bjzz bjzg b]‘zn

det C = § Ct1j3 (12]'3 Clg)'3 anb . bj31 bj3z bj33 bj3n
1<j1<r<jn<m . . . . . . . .

a1jn azjn agjn Clnjn b)'n1 b]'nz bjng bjnn
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(tehdt det C = det Adet B ha m =n és det C =0 han > m).
Alkalmazds. Ha A € Muyn(K), m > n, akkor det(A' - A) = Y ; B?, ahol B végig fut az A n-edrendii
minorainak a halmazan.

Feladat 109 (Gram-determindns) Ha x = (x1,...,%Xn)y Y = (Y1,...,Yn) € R™, legyen
n
(xy) = inyi
i=1

az X, y vektorok kanonikus skaldris szorzata. Legyen v',...,v* € R™ egy vektorrendszer, ajj = i), 1<
1,j <m, és legyen
GW',...,v") = det(ay;).

Igazoljuk, hogy {v',...,v"} akkor és csak akkor fiiggetlen ha G(v',...,v™) # 0.

3.6 Matrix rangja

Ertelmezés 3.19 Legyenek U és V K-feletti vektorterek, f: U — V egy linearis fiiggvény, és uq,...,u,y € U
vektorok.
a) Ertelmezés szerint, a vektorrendszer rangja egyenld a vektorok dltal generdlt résztér dimenzigjaval:

rang(uy, ..., Uy ) = dimg{(ug, ..., Um)-
b) A linedris fiigguény rangja egyenld a képtér dimenzidjaval:
rang f = dimg Im f.

Megjegyzés 3.20 a) A 2.18. tételbél kovetkezik, hogy rang f = dimg U — dimy Ker f.
b) Feltételezziik, hogy (e1,...,en) U-nak egy bazisa, tehat U ={x =Y " ; xie; | x; € K}. Ekkor

Imf = f(U) = {f(x) | x € U}

={) xif(e:) | xi €K}

i=1

= <f(el))-~~)f(en)> <Kk V)
tehat, rang f = rang(f(eq1),...,f(en)).

Ertelmezés 3.21 Legyen A = l[ayj] € M n(K), és legyen 0 < v < min{m,n}. Azt mondjuk, hogy az A
rangja egyenlé r-el (jelolés: rang A = r), ha A-nak van egy r-ed rend{ nemnulla minora (aldetermindnsa), és
minden 1-nél nagyobb rendii minor egyenl6 O-val.

Tétel 3.22 (Kronecker-tétel) Minden A € My, n(K) mdtric esetén,
rang A = rang(of',...,07%) = rang(s7,..., s ).

Bizonyitas. Legyen r = rang A. Ekkor A-nak van egy r-ed rend{i nemnulla minora, és egyszeriiség kedvéért,
feltételezhetjiik, hogy det(B) # 0, ahol

ai e alr
B =
ari e Arr
Kovetkezik, hogy az oP,... 08 oszlopok linedrisan fiiggetlenek, tehdt az of',...,07 oszlopok is linedrisan

fiiggetlenek; kovetkezik, hogy T < rang(of\,...,00).

Kiegészitjiik B-t egy sorral és egy oszloppal, és legyen

ai e Qir Q5

Dij: : B : : y 1§1§m, T<]§TL
ar e Arr arj
aiq e Air  Qij

Igazoljuk, hogy Dij = 0 minden T <i <m, v <j<mnesetén. Valéban, ha 1 <1 < r, akkor Dyj-nek van két
egyenld sora (az i-edik és az v+ T-edik) tehdt Dy; = 0; ha pedig i > r, akkor Dyj A-nak egy 7+ 1-ed rendii
minora, tehdat feltevés szerint Dy; = 0.
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Legyen d = det(B) # 0, és legyenek di,...,d;,d az ajj,...,air, aij elemek algebrai komplementumai;
vegylk észre, hogy ezek az elemek nem fliggnek i-t6l. Kifejtjiik Dij-t az 1+ 1-edik sora szerint; kévetkezik,

hogy
OZDU = (111(11 +...airdr+a1jd.

Legyen o = —d~'dy, 1 <k <r. Ekkor
ayj = x1a47 + ®20i2 + -+ &y, 1<i<m, r<j<n.

Kovetkezik, hogy minden r < j < n esetén,

A A A A A
0j' = 107 + -+ ar0y € (07,...07),

tehét rang(of',...o0) <r. m

Megjegyzés 3.23 A tétel bizonyitasaban csak azt hasznaltuk fel, hogy A-nak van egy r-ed rendli nemnulla
minora, és minden 1 + 1-ed rendi kiegészité minor egyenl6 O-val.

Példa 3.24 Tekintsiik az

1 -2 1 3
A=[1 =2 -1 1] eM34(R)
2 4 0 1

1 1

matrixot. Ha By = [1], akkor det By # 0, és ha B, = (1 »

), akkor det By # 0, tehat rang A > 2. Van két

kiegészit6 minor; mivel
1T =2 1 1 1 3
1 =2 —1|=0 és 1 -1 1|=0,
2 —4 0 2 0 1

kovetkezik, hogy rang A = 2.
Feladat 110 Hatarozzuk meg az A = (XiYj)i<i<m,1<j<n € Mn(K) matrix rangjat.

Feladat 111 Igazoljuk, hogy rang(AB) < min{rang A, rang B}.

3.7 Linearis egyenletrendszerek. A Kronecker—Capelli-tétel

Legyen K egy kommutativ test, m,n € N, és feltételezziik, hogy adottak az ai; € K, by € K elemek, 1 <1i <
m, 1<j<n

Linedris egyenletrenszernek nevezziik a kovetkez6 feladatot: hatdrozzuk meg az x1,..., xn € K elemeket
ugy, hogy
anx; +anxz+ -+ ainXxn = by
(S): a21X1 +QaX2 + -+ AanXn =b;
Am1X1 + Qm2X2 + -+ AmnXn  =by

Vezessiuk be a kovetkezo matrixokat:
by X1
A = lagjlicicm ,

1<j<n

Ekkor konnyen észrevehetd, hogy (S) egyenértékii a kovetkezé matrixegyenletekkel:

n
(S) &= Ax=b & ) x0* =b.
j=1

Ertelmezés 3.25 a) Az ay; elemeket egyiitthatdknak, a by elemeket szabadtagoknak és az x; elemeket is-
meretleneknek nevezziik.
b) Azt mondjuk, hogy A az egyenletrendszer mdtriza, és

a A1n b]
A=[A:bl=| : : ] e M (K)

ami ... QOmn bm
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az egyenletrendszer bovitett mdtriza.
c) Ha b =0, akkor (S) homogén egyenletrendszer.
d) (S) kompatibilis ha létezik x € My 1(K) =~ K™ 1gy, hogy Ax = b; ellenkezd esetben, (S) inkompatibilis.

Tétel 3.26 (Kronecker—Capelli) Az (S) egyenletrendszer kompatibilis akkor és csak akkor, ha

rang A = rang A.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis. Ekkor léteznek az x1,...,xn € K elemek gy, hogy b =

Y Lix0f, azaz b € (07,...,00). Kovetkezik, hogy (07',...,00) = (07',...,00,b), tehat
rang A = dimg (o7, ...,0%) = dimg (o7, ...,00,b) = rang A.

Forditva, feltételezziik, hogy rang A = rang A, azaz

dimg (09 ...,00) = dimg (07, ...,0%,b).
Mivel (of,...,00) <x (of\,...,00,b), az alternativa tételbél kévetkezik, hogy
<O?,...,0T/}> = <O?,...,Oé,b>.
Akkor b € (0f\,...,07), tehdt léteznek az x1,...,xn € K elemek tigy, hogy b = Z)Tl:] xjoft. m

Kovetkezmény 3.27 (Rouché-tétel) Feltételezziik, hogy rang A = és legyen
aig e aly
detB=| : S| #0
arq e Ay

az (S) rendszer fédetermindnsa. Az A bévitett matrix azon (r + 1)-ed rendfi minorjait amelyek bévitik B-t és
tartalmaznak szabadtagokat karakterisztikus minoroknak nevezzik.

a) A karakterisztikus minorok szdma m —r.

b) (S) kompatibilis < minden karakterisztikus minor egyenld nulldval.

3.8 Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az el6z6 paragrafus jeloléseit hasznaljuk.

3.8.1 A. A megoldasok halmaza

Azonositsuk az My 1(K) és K™ vektortereket, valamint az My, 1(K) és K™ vektortereket, és jeldljitk e-vel
a kanonikus bazisokat. Legyen f : K™ — K™ az egyértelmiilen meghatarozott linedris fliggvény tgy, hogy
[fle,e = A. A fenti azonosi tdsokbdl kovetkezik, hogy f(x) = Ax minden x € K™ esetén. Vegylk észre, hogy az

f1(b) ={x € K™ | f(x) = b}
halmaz megegyezik az (S) megolddsainak a halmazdval.
Tétel 3.28 a) Ha x° az (S) egyenletrendszernek egy partikuldris megolddsa, akkor
f~1(b) =x° + Kerf.

b) dimg Ker f =n —rangA.

¢) (Cramer-szabdly) Feltételezzik, hogy m =n. Az (S) rendszernek akkor és csak akkor van egyetlen meg-
olddsa, ha det A # 0.

Ebben az esetben

Xj = (det A)~! ~det(o,...,b,...,00).
j

an e alr
d) Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis, rang A =7, det B = | : D | #0, és legyen
ar e Arr
anxy +apxz+-- 4 ainxn =by
(") a21X1 +azxa + -+ amxn =ba
ar1X1 + Qr2X2 + -+ QrnXn = br
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a redukdlt egyenletrendszer. (Az utolsé m — r egyenletet mellékegyenletnek nevezziik.)
Ekkor minden x € K™ esetén, x megolddsa (S)-nek <= x megolddsa (S’)-nek.

Bizonyitas. a) Feltételezziik, hogy f(x°) = b.
Ha x € f7'(b), akkor f(x) = b = f(x°), tehat f(x —x°) = 0, azaz y := x —x° € Ker f; kovetkezik, hogy
x =x%+y € x® + Kerf.
Forditva, hax = x° +y € x°+Ker f, ahol y € Ker f, akkor f(x) = f(x°)+f(y) = f(x°) = b, tehat x € ' (b).
b) Tudjuk, hogy Kerf <g K", és n = dimg K™ = dimg Ker f 4+ dimg Im f. Tovébba,

Imf="fK") ={f(x) | x e K"} ={Ax | x € K"} =

n
:{ijo)A x5 €K, j= Ty.ooynHof, ... 00).
j=1
Kronecker tétele szerint, rang A = dimg (0", ...,04), tehat dimx Kerf =n —rangA.

¢) Feltételezziik, hogy m = n. Ekkor

[f7(b)| =1 &= Kerf ={0} és f ' (b) #0
& f injektiv és £ (b) # 0
& f bijektiv  (alternativa tétel szerint)
&= A = [fl¢,e invertalhato
& det A #0.

Ebben az esetben, mivel b = Ax = ZE:I XkOQ, kovetkezik, hogy

n n
det(o{\,...,b,...,oé):det(o{\,...,Zxkoé,...,or/}):Zxkdet(of\,...,of,...,oﬁ)
) k=1 k=1
A A A
=xjdet(07,...,07,...,00) = xj det(A).

d) Ha x° € K™ megoldésa (S)-nek, akkor nyilvanval, hogy x° megoldésa (S’)-nek is. Legyen

an . A1n
Al =
Ay N Qrn
o
az (S') egyenletrenszer matrixa, b’ = [ : [, éslegyen f': K™ — K", f’(x) = A'x.
by

Ha f(x) = Ax = 0, akkor 0 = A'x = f'(x), tehat Kerf <yx Kerf’. Mivel
dimg Ker f’ =n —rang A’ =n — 1 =n —rang A = dimy Ker f,
kévetkezik, hogy Ker f' = Ker f, és végiil, f'(b) =x° + Ker f =x° + Ker f' ="' (b). m

Kovetkezmény 3.29 Legyen (S) egy homogén egyenletrendszer. Ekkor
a) (S) kompatibilis.
b) Ha m =n, akkor (S)-nek van nemtrividlis megolddsa < det A = 0.

Feladat 112 Térgyaljuk és oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

21 —x2+x3—%x4 =1
a) < x] +x2+oax3+x4 =-—1
X1 —X2+x3+Pxg =Y

ax1+ (a+1)xa+(a+2)x3 =a+3
b) ¢bx; +(b+1)x2+(b+2)x3 =b+3
X1 +CX2+C2X3 =c3
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3.8.2 B. A matrixegyenlet targyalasa

A fenti egyenletrendszereket a Rouché és Cramer tételei alapjan oldottuk meg. A kovetkez$ mddszer matrixe-

gyenletként kezeli (S)-et.

Ha (S) kompatibilis, akkor a 3.28. tétel d) pontjabdl kévetkezik, hogy feltételezhetjiik, hogy rang A = m <

n, és legyen det B # 0 az (S) fédetermindnsa, ahol

ar A1m
B = € Mmm(K)
Am1 Amm
Felirjuk A-t az A = [B . S] alakban, ahol
Alm4l ... Qin
S= S Mm,n—m(K)>
Am,m+1 .- Amm
X1 Xm+1

a mellékismeretlenek

‘ X - fpe ;
és legyen x = <XB>, ahol xg = a féismeretlenek matrixa, és xs =
S

Xm Xn
maéatrixa. Ekkor (S)-et felirhatjuk a kovetkez6 alakban:

(S): Bxg + Sxs =b.

Tekinsiik elészor az (S)-hez rendelt Bxg + Sxs = 0 homogén matrixegyenletet. Ennek a megoldésa

XB = 78715765, xg € K™,
1 0 0
(1) 0 (2) ! (n—m) 0 () ()
Legyen xg ' = | . [, xg' = | . |5---y%Xg = a K™ ™ kanonikus bézisa, x;,’ = —BquSJ , ahol
0 0 1

1 <j<n—m, éslegyen

. )
xU) = }3].) eKerf, 1<j<n—m.

Mivel dimg Ker f = n —m, kovetkezik, hogy x(1), ..., x(" ™) bizisa Ker f-nek, tehat
Kerf = (xM, ... x(m=m)y,

Toviabba, egy x° partikuldris megolddst a kovetkezd képpen kapunk: legyen xg =0¢e K™ és x% =

B~ 'b—B 'Sx? =B~ 'b € K™, tehdt
—1
x° = (B 0 b) e K"
megoldésa (S)-nek.

Megkaptuk tehat az (S) megolddsainak a halmazat:
1) =x® + Ker f =x% + (x1 ... x(m=m)y =
=0 A e A X ™™ A A € K
Azt mondjuk, hogy A1,...,An—m € K szabad paraméterek.

Példa 3.30 Tekintsiik az
X1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 3x5 =3

(S): —X1 — X2 —X3 —2X4 —2x5 = —2
X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2

egyenletrendszert. A fenti jeloléseket alkalmazva,

1 2 1 3 3 3 12 1
A=|-1 -1 =1 =2 22|, b=[-2|, B=[-1 =1 =1,
1 3 2 5 4 2 1 3 2
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0o -1 3
—B'S=(-1 1|, B'o=| 1],
-1 0 -2

tehat az (S) megolddsainak a halmaza

(x° + AxM +Ax2) | A1, A5 € K],

ahol
0 —1
1 —1 —1
xX=|=21, xV=[-1], xP=1]0
0 1 0
0 0 1

Feladat 113 Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszereket:
{)q +3x; —x3—2x4 =3
a)

2x1 —x2 +3x3 —4xg = —1

X1*2X2*2X3*2X4*X5 =0
b) X7 —X2 —X3 —3X4 + X5 =1

X1+Xx2—5x3—%X4+7x5 =2

C) X1 +2x2 +x3+3x4+3x5 =3
—X] —X2 —X3 —2X4 —2x5 = -2

Q) X1+ %2 —2x3 =
X1+§X2+2X3 =

Gyakorlatban, ha m és n nagy szamok, akkor a fenti médszerek nem hatékonyak. A kévetkezo paragrafusban

egy sokkal gyorsabb eljarast mutatunk be.

3.9 Algoritmikus modszerek
3.9.1 A. Kicserélési lemma (Elemi baziscsere)

Legyen V egy K-feletti vektortér és e = (eq,...,en) egy rendezett bazisa,

Lemma 3.31 Legyen v =aje; + -+ anen €V és tekintsik az e’ = (e1,...,V,...,en) vektorrendszert.
1
a) e’ akkor és csak akkor bdzisa V-nek, ha a; # 0.
b) Feltételezziik, hogy ai # 0, és legyen

x=x1€1+ - +xiei+ - +xnen=xj€1+ - +x{v+---+xl e, €V

FEkkor
Xi Xiai —Xi4j

y j# L

a’) @
1 1

Bizonyitas. a) Az alternativa tétel szerint, e’ akkor és csak akkor bézis, ha linedrisan fiiggetlen.
b1,...,bn € K, akkor

n
biey+--+bvt - +bren =0&=brer+---+bi ) ajej+---+bnen =0
=1

& (by +biar)er +---+biagv+ -+ (by + biany)en =0
& bia; =0, bj+bia; =0, j #A.
Ha a; # 0, akkor by = 0; kovetkezik, hogy by =--- =b,;, =0, tehdt e’ bazis.
Ha a; = 0, akkor legyen by =1, és bj = —aj, j # 1; kovetkezik, hogy e’ nem fiiggetlen.
b) Ha a; # 0, akkor
x=x1€e1+---+xiei+---+x5¢; +---+Xnen =
=xje1 4+ X{V+ -+ xej+ - Fxpen =
= (x1 +x{ar)er +--- +xjaiei + -+ (x{ +x{aj)ej + - + (x;, +x{an)en.
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Mivel e bdzis, kovetkezik, hogy xi = x{ai és xj =x{ +x{aj ha j # 1, tehdt
;o Xi / Xi

X = X; =% ——aj, ] #F1i. ]
LT j j @ iy j #
Az a; # 0 elemet generdld elemnek nevezziik. A fenti szdmitdsokat egy tablazatban rendszerezziik:

v X
e 0 X1/ — X1a1inﬂ1

v X
€1 aj X1

ei xXi v 1 Xi = aj

’ A Vi — Xjai—Xiaj
€j a; Xj €j 0 X] —a
en| an Xn en| O Xy = XA idn

—

aj

Az alapmiiveletet konnyti megjegyezni: a generald elem sordt osztjuk a generdlé elemmel, a t6bbi elemet az
an. téglalap-szabdllyal szamitjuk ki.

3.9.2 B. Alkalmazasok

a) Baziscsere. Legyen v = (v1,..., v ) egy vektorrendszer, ahol
n
VJ_ZaiJel) ]<]<TL,
i=1

és legyen TY = [ay;] € M, (K) az attérési matrix. Tudjuk, hogy v akkor és csak akkor bézis, ha T invertalhato,
és ha
X =X1€1 + -+ Xn€n = XV + -+ X Vn,

akkor [x], = T~ '[x].. n-szer alkalmazva a kicserélési lemmét, meghatérozhatjuk az [x], matrixot.

Vi ... Vn | X Vi ... V| X
(] ayl] ... Qin X1 V1 1 0 X1/
P /
en| Qni ... Qnn| Xn n lépés vo| O ... 1 X5
Ha T nem invertalhaté, akkor az ey,..., e, vektorokat nem lehet kicserélni a vy,..., v, vektorokkal.

Péld4ul, legyen V = R3, e = (e, ez, e3) a kanonikus bézisa, és legyen vi = (1,4,2), v, = (1,3,1), vz =
(1,2,1) és x = (1,—-2,-2).

Vi V2 V3 X
e 11
() 4 3 2 -2
es| 2 1 1 —2
vi| 1 1 1 1
e2| 0 -2| -6
es| 0 =1 —1| —4
V1 1 0 -1 -5
%) 0 1 2 6
es| 00 2
vil 1. 0 0] =3
%) 0 1 0 2
vi| 0 0 1 2

Az utolsé tablazatbol kovetkezik, hogy v béazis és x = —3vq + 2v + 2v3.

Feladat 114 Igazoljuk, hogy v = (v1,...,vn) bdzisa V-nek és hatdrozzuk meg az x koordindtait a v bazisban,
ahol:
a) V= ng Vi = (2)§>/]\)a V2 = (/1\)22)’ V3 = (6)1\)?)) X = (ﬁv/\)?)-
b) V:R4) Vi1 = ( )1»3»_2)) V2 = (_])])_2)1)) V3 = (4a5»3)_1)v Vg4 = (1»5)_331)) X = (])])1»1)
C) V:RS) v = (1)2)1)) V2 = (2» a3)) V3 = ( »731)) X = (LLI)



Feladat 115 Hatarozzuk meg az U, V,U + V,UNV <g R3 részterek egy-egy bézisét, ahol:
a) U= <(1)O»4)) (2) ])0)» (1)])_4)>) V= <(_3»_2)4)) (5»2)4)) (_2) O) _8)>
b) U= <(]»1a0))(O»]»O))(O)]»]Da V= <(1,],—]),(2,0,])>

b) Matrix rangja. Ha A € My, (K), akkor rang A = dimg (07, ...00), tehat alkalmazhatjuk a kicserélési

1 -2 1 3
lemmat. Példadl, legyen A= |1 -2 —1 1
2 4 0 4
ot o2 of of
e 2 1 3
e 1 -2 -1 1
€3 2 4 4
ot 1T 2 1 3
e2| 0 0 -2
es| 0 0 -2 -2
ot 1 2 0 2
o 0 0 1 1
€3 0 0 0 0
Az utolsé tébldzatbdl kovetkezik, hogy 02 = —20%', 04 = 207 + 0%, és 07, 0% linedrisan fiiggetlenek, tehét
rang A = 2.
Feladat 116 Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrixok rangjat:
1T -1 1 2 2 1 -2 1 3
a1 =1 =1 1 3 by {1 =2 —1 1
2 2 0 35 1 -4 0 4

c) Mitrix inverze és determindnsa. Az A = [ay;] € My (K) matrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha

(o7, ...,0%) bézis. Legyen I = I, az n-ed rendfi egységmétrix, és tekintsiik a kovetkezd tdbldzatokat:
I 1 I 1
ot of | of ol | v vo| oF .. ol
€1 ary ... Qin 1 0 01\ 1 0 b]] b]n
en| Qni ... Qun| O ... 1 nlépés oA 0 ... 1| bpy ... bun

Legyen B = [by;]. Az utolsé téblazatbdl kovetkezik, hogy minden 1 <j < n esetén, ojI =Y v_; 00 by, azaz

n
dy =) awby, 1<ij<n,
k=1

tehdt I, = AB és B = A1,

Legyen ag:j) . & k-adik general6 elem. A determinédnsok tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy

Tijk”

n
det A = [J(=1xal
k=1

Példaul, legyen A = € M3(Zs). Eléallitjuk a kovetkezd tablazatokat:

W —> Ny
N> —> B>
- = N>
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ot 03 of| ol ol o}
e | 2] 4 2] 1% 0 0
| T 7 9]0 1 0
es| 3 2 1]0 019
of| T 2 T3 00
| 0 [2] 02 10
;| 0 7 3% 01
of| T 0 T2 20
oA 0 1 0|3 40
e | 000 [3]] 319
of[ T 0 0| 1T 0 3
oA 0 1 0|3 40
A0 0 T 1 22

Az utolsé tablazatbél kovetkezik, hogy A~1 = ,ésdetA=2.4.3=2.

- W =
N> B> O
N> ©> W)

Feladat 117 Hatarozzuk meg a kovetkezo métrixok inverzét:

2017 2 42
a) [T 2 T) e M3(z3) by [T T 7| eM;s(Zs).
2171 0 21
2 2 0 1
4 3 0 _] 2 Z / / / / / / !/
Feladat 118 Legyen f € Endg(R*), [fle,e = 205 3 1] legyen e’ = (e, e}, e},e;), ahol e] =eq,e5 =
12 1 3
e1 +ex, ef =ej+ey+es, e, =e;+ey+e3+ ey Hatdrozzuk meg az f métrixédt az (e’,e’) bazisparban.
Feladat 119 Legyen u = (uq,uz,us,ugq) és v = (vi,v2,v3,v4), ahol uw; = (1,2,—1,0), uy = (1,—1,1,1),
usz = (_])2)1»1)5 Ug = (_1»_])())1)’ Vi = (2)])())1)’ V2 = (0)])2)2)a V3 = (_2)131)2); és V4 = (])3>1»2)

R*-beli vektorok. Igazoljuk, hogy u,v bazisok, és hatdrozzuk meg a T &ttérési matrixot.

d) Az egyenletrendszerek megolddsa. Tekintsitk az Ax =b <= Bxg + Sxs = b egyenletrendszert, ahol
a 3.8.2. paragrafus jeldlései haszndljuk. Ha B € My, (K) invertdlhatd, akkor az egyenletrendszer megoldasait
megkapjuk m lépés utdn. A szamitasok azt is kimutatjdk, ha a rendszer Gsszeférhetetlen, mert ebben az esetben
rang A < rang A.

of ... oh| ohi4 on| b
€1
B S b
€m
1 m 1épés
o om | O op| b
A
07
: I B'S B~ 'b
o
Péld4ul oldjuk meg az
X1 + 2%x2 + X3 + 3x4 + 3%x5 =3
(S): —X1 —X2 —X3 —2Xx4 —2x5 =-—2

X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2
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egyenletrendszert.

of 0% 0§ o) of| b

e 2 1 3 33

e | -1 -1 -1 2 2| 22

€3 1 3 2 5 4 2

ofl 1T 2 1 3 33

e | 0 0 1 1|1

es| 0 1 1 2 1] -

of 1T 0 1 1 11

ofl 0 1 0 1 11

es| 0 0 1 0] 2

off 1T 0 0 0 13

o}l 0 1 0 1 11

o}l 0 0 1 1 0] -2

Az utolsé tablazatbodl kovetkezik, hogy
0 -1 3
—B'S=[-1 1|, B'o=| 1],

-1 0 -2

tehdt az (S) megoldédsainak a halmaza

x° + AxM +Ax2) | A1, A0 € K],

ahol
0 -1
1 -1 -1
X=1-2], xXW=[-1], xP={o0
0 1 0
0 0 1
Feladat 120 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:
X1+ 3x2 —x3 — 2x4 =3
a) < 2x7 —x2 +3x3 —4x4 = —1
37 — 5%y +7x3 —6x4 =1
X]—2X2 —2x3 —2x4 —x5 =0
b) ¢ x1 —%2 —x3 —3%4 + X5 =1
X7+ X2 —5Xx3 — X4 + 7x5 =2
X1 + 2x2 +x3 + 3x4 + 3%x5 =3
C) ¢ —X7 —%X2 —%X3 —2x4 —2x5 =2

X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2

?X] +x2 — 2x3
d) 2x1 + 2x5 + 2x3

X1+ 2X2 + /2\X3

)
0, (K=2s)
3

Feladat 121 Legyen f: R™ — R™ egy linedris leképezés. Hatarozzuk meg a Kerf és Im f vektorterek egy-egy
béazisat, ha adott az f matrixa a kanonikus bazisokban:

3 -1 -1 1
a) [ﬂe,e = (1 2 -1 _])
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3.10 Megoldott feladatok
1) Legyenek v = ((1,2),(=2,1)) és v/ = ((1,—1,0),(—1,0,1),(1,1,1)). Mutassuk ki, hogy v és v/ bézisok
R2-ben, illetve R3-ban és frjuk fel az f : R? — R3, f(x,y) = (x +y,2x —y, 3x + 2y) linedris fiiggvény matrixat
a (v,v’) bazisokban.

Megoldds: Mivel a v vektoraibdl képezett matrix rangja 2, és a v/ vektoraibdl képezett métrix rangja 3,
kovetkezik, hogy v bazis R%-ben és v/ bézis R3-ban. Az [f], v/ = (aij) € M3 2(R) matrix oszlopait a kévetkezd
egyenletek alapjan irjuk fel:

(3,0,7) =f(1,2) = a1 (1,-1,0) + az1(=1,0,1) + az1(1,1,1),
(_])_5)_4) :f(_z)l) = ‘112(]»_])0) +a22(—1,0,1) +a32(])1)1)'

Az el6z6 két egyenlet a kovetkezé két egyenletrendszert eredményezi:

ajp —az +az =3 aj2 —ax +az =—1I
—arn +az;1 =0 és —Qai2 +az; =-5
ai +az1 =7 ay, +az; =—4

10 11 10 5 2 10
amiknek a megoldasai ( ) illetve ( ) Kovetkezésképpen

333 3033
0
3 3
1 2
oy = | — —Z
(f]y, 3 3
oo
3 3
1T -1 1
Alternativ megoldds: Az R3 e’ kanonikus bézisabdl v/-be valé attérési matrix T= [ —1 0 1 |, az f
0 1 1
fliggvény madtrixa a v, e’ bazisokban pedig
3 -1
[ﬂv,e/ = 0 =5 )
7 -4

(a métrix oszlopai az f(1,2) és f(—2,1) koordindtdi az e’ bézisban), tehdt

05
3 3

_ 11 2

floyv =T Mflyer=| — —=
[f]y, [flv,e 3 3
o _io

3 3

2) Legyen az f: R3 — R? linedris fiiggvény, ahol a kanonikus bézisvektorok képei:
f(e1) = (132»3)4)) f(eZ) = (4»3»2a1)) f(e3) = (_2) 1)4) ])

Hatarozzuk meg:
i) f(v)-t barmely v € R3-ra;
ii) az f métrixdt a kanonikus bézisokban;
iii) Im f és Ker f egy-egy bézisat.
Megoldds: 1) f(x1,x2,x3) = x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3).
ii) f métrixa a kanonikus bazisokban az a métrixk aminek az oszlopai f(eq), f(e2) és f(e3), vagyis

A wWN =
— WA
_ |

S S
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iii) Im f = f((e1, e2,e3)) = (f(e1), f(ez), f(e3)), tehdt

dim(Imf) = rang

AW =
— N WA

kovetkezésképpen f(eq), f(ez) és f(e3) bazist alkotnak Im f-ben. Akkor
dim(Kerf) = dimR? — dim(Imf) = 3 —3 =0,
tehdt Kerf = {(0,0,0)} és (§ a Ker f bazisa.

3) Legyenek V, V' vektorterek R f6lott, v = (v1,v2,v3) bazis V-ben, v/ = (v{,v5,v}) bazis V/-ben és f: V — V'
linearis fiiggvény tgy, hogy

0o -1 5
[ﬂv,v’ - 1 0 0
0o 1 =5

Hatéarozzuk meg:

i) Im f és Ker f dimenziéjat, adjunk mindegyikben egy-egy bazist;

ii) az [f]y ./ matrixot abban az esetben, amikor V/ =R3, v = (1,0,0), v5 = (0,1,1), v} = (0,0,1) és e’ az R3
kanonikus bézisa;

iii) f(x) értéket x = 2vy — vz + 3vz-re a ii) pontban megadott feltételek mellett.

Megoldds: i) Az [f],,,, matrix oszlopait az f(v1), f(v2), illetve f(v3) vektorok v/ bézisbeli koordindtai alapjén
irjuk fel, vagyis
f(v1) =v5, fva) = —vi+v5 és f(v3) =5v] —5v5.

Akkor dim(Imf) =rang[fl,, = 2. A [f],,/ matrix egy masodrendd nemnulla minordt kapjuk az elsé két
oszlopbdl és az elsd két sorbol, kovetkezésképpen, f(vq) és f(v,) bazist alkotnak Im f-ben. Kévetkezik, hogy

dim(Kerf) = dimV — dim(Imf) =3 -2 =1,
és mivel az [f], ,/ matrix masodik és harmadik oszlopa ardnyos, kapjuk, hogy
f(v3) = —=5f(v3) & f(vz —5v2) =0 & vz — 5v, € Kerf.

Tehat vz — 5v, bazis Kerf-ben.
ii) Az e’ kanonikus bézisbdl a v/ bazisba val6 attérési métrix (T) oszlopai a vi, v}, V5 vektorok és

[ﬂv,v’ = Ti] [ﬂv,e’ = [ﬂv,e' = T[ﬂv‘v’-
iii) Mivel az [f], ¢+ métrix oszlopait az f(v1), f(v2) és f(v3) vektorok koordinatéi adjik az e’ bézisban,

f(x) = f(2vy —va + 3v3) = 2f(vy) — f(v2) + 3f(v3).

4) Legyen f € Endg(Q?), aminek a kovetkezé matrixa van a kanonikus bazisban:

1 2 1 2
3 2 3 2
-1 -3 0 4

o 4 -1 3

Adjunk meg egy-egy bazist Ker f-ben és Im f-ben.

Megoldds: Legyen e = (e1, ez, e3,es) gQ* kanonikus bazisa. A megadott méatrix pont [f]., az oszlopai f(e1),
f(ez), f(e3), illetve f(eq). Im f bézisdnak és dimenzidjanak kiszamitdsdhoz kiszdmoljuk [f]. rangjt és figyelembe
vessziik, hogy milyen oszlopokbdl tudtunk ,kivagni” egy olyan nemnulla minort, aminek a rangja egyenl6
rang[fle-vel. Kapjuk, hogy dim(Im f) = 3, kovetkezésképpendim(Ker f) = 1. Ker f bazisanak meghatdrozdsahoz
ugyanigy jarunk el, mint az el6z6 feladat i)-es pontjdndl, figyelembe véve, hogy 7(c1 — c3) = c2 — ¢4 (ahol
ci-vel jeloltiik a métrix i-edik oszlopat, ami pontosan f(e;)). A bédzis meghatdrozdsdhoz a kovetkezd médon is
eljarhatunk:

X1 0 X1+ 2x2+ x3+ 2x4 =0

X2 o 0 3x14+ 2x2 +3x3+ 2x4 =0
(X1,X2,X3,X4) € Kerf & [ﬂe X3 = 0 = —x7 — 3%, T dxg =0

X4 0 +4xy; —x3 —3x4 =0
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A linedris egyenletrendszernek a kdvetkezé megolddshalmaza van:
{(7o,—o, =7, &) € Q* | x € Q) = {«(7,—1,-7,1) | « € Q} = ((7,-1,-7,1)),

tehdt a (7,—1,—7,1) vektor linedrisan fiiggetlen generdtora (vagyis bazisa) Ker f-nek.

5) Legyen f : R? — R?, f(x,y) = (3x + 3y, 2x + 4y). Bizonyitsuk be, hogy f € Endr(R?). Mutassuk meg,
hogy diagonalizdlhat6 az f fliggvény [flg métrixa (a kanonikus bdzisban) és adjunk meg egy képletet [f™]-re,
ahol f* =fofo---0of, neN*

Megoldds:

Felirjuk f métrixat: [fle = (; i) és meghatdrozzuk a sajatértékeit: pr(A) = det([flg—ALz) = ’3 E A 4 i }\‘ =

A2 —7A+ 6 = 0, kapjuk, hogy Ay = 1, A, = 6. Innen kovetkezik, hogy Maig(1) = 1 és maiqg(6) = 1.
Meghatarozzuk a sajatértékekhez tartozo sajatrésztereket.

3-A 3 )\ (x\_ (o0 2x+3y =0 3
(3260 = 315 =

A megolddshalmaz M = {(—%y,yﬂy eR} =< (-3,2) >=V(1) = Mgeom (1) =dimg V(1) =1.

3—A; 3 X 0 —3x+3y =0
= X = .
(2 0= 0) = sy So= e
A megoldashalmaz M; = {(y,y)ly € R} =< (1,1) >=V(6) = Mmgeom(6) = dimg V(6) = 1.
Léathaté, hogy Mgeom (1) = Maig(1) és Mgeom (6) = Maig(6), tehdt a madtrix diagonalizdlhat6. Legyen
B = ((—3,2),(1,1)). Tudjuk, hogy B bazisa R%-nek, mert kiilonbozé sajatértékekhez tartozé sajatvektorok
linedrisan fiiggetlenck és dimp R? = 2. Mivel (=3,2) és (1,1) sajatvektorok, akkor az f fiiggvény matrixa
ebben a bazisban [f]lg = (M A ) = ((]) g) (ﬁgyeljﬁnk a (sajat) béazisvektorok sorrendjére! Ha a bazist
2

B = ((1,1),(—3,2))-nek irtuk volna fel, akkor [f]lg = ((6) ?) lenne.) Vegyiik észre, hogy Tep = (23 }>7

tehat akkor Tgg = Tgp = 1 (‘21 ;) Az 4ttérési matrixok segitségével felirhaté az [flg = Tes - [flg - Tae

v -GG

egyenlet, tehat:

Tehat:
[, = (—3 1> (1“ O) 1 (—1 1) :1 <3—|—2-6TL —3+3-6“)
k 2 1)\o e6v)5\ 2 3) 5\-2+2.-6" 2+3.6™ )"
0 -1 5
6) Legyen f : R3 — R3 egy linedris fiiggvény, a kovetkezé métrixszal: [flg = [1 0 0 |. Hatdrozzuk
0o 1 =5
meg a ker f és Imf vektorterek egy-egy bézisat.
Megoldds:
0 -1 5 X 0 X =0
Megoldjuk az [f]lg - v = 0 egyenletet: |1 0 0 yl=10| = { = M ={(0,5z,2)|z €
0 1 -5) \z 0 y =9z

R} =< (0,5,1) >. Léthat6, hogy kerf egydimenzids résztér, bazisa lehet pl. a B = ((0,5,1)). Tovdbba
dimp (Imf) = dimg R3 — dimp (ker f) = 3 — 1 = 2, tehét elég taldlni két linedrisan fiiggetlen vektort Imf-ben és
akkor azok bazist fognak alkotni. Ennek legegyszeriibb médja, hogy kell6 szamu linedrisan fiiggetlen vektort
valasztunk ki az [f]lg métrix oszlopai koziill. A métrix oszlopai a bazisvektorok képei az f fliggvényen keresztiil,
tehét elemei Imf-nek. Ezért pdlddul Imf =< (0,1,0), (—1,0,1) >, a bazis B’ = ((0,1,0), (—1,0,1)).
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