A binaris keresés elvének
alkalmazasa algoritmusok
hatékonysaganak novelése céljabol

Dr. lonescu Klara

clara@cs.ubbcluj.ro



Bevezetés

Az Oszd meg és uralkodj mddszer akkor ajdnlott amikor:

» afeladatot fel lehet bontani egymdstdl fiiggetien
részfeladatokra,

* amelyeket az eredeti feladathoz hasonléan oldunk meg, de
kisebb méretli adathalmaz esetében.



Az algoritmus

1. Az eredeti feladatot felbontjuk egymastol fiiggetlen
részfeladatokra: az eredetihez hasonlodak, de kisebb
adathalmazra definialtak.

2. Arészfeladatokkal hasonldan jarunk. A felbontast akkor
dllitjulk le, amikor a feladat megoldasa a leheté
legegyszeriibb.

3. Eztalegegyszer(ibb feladatot megoldjuk.

A részfeladatok eredményeibdl fokozatosan felépitjlik
mindig a kovetkez6 méret( feladat eredményeit, ezek
osszerakdsa altal. Az utolso osszerakas az eredeti feladat
eredmeényét adja.



Megjegyzések

1. Arészfeladatok csak méreteikben kulonboznek az
eredeti feladattol = a Divide et Impera modszert
rekurzivan fejezzik ki.

2. A felbontds megtorténik a rekurziéba vald
belépéskor, a részeredmények ésszerakdsa pedig a
kilépéskor.



A maddszer altalanos bemutatasa

* A Divimp(bal, jobb) algoritmus az a,, @, ..., @,, sorozatot
dolgozza fel, tehat Divimp(1, n) alakban hivjuk meg el6sz6r.

* Formalis paraméterei bal és jobb, amelyek az aktualis
részsorozat bal és jobb indexei.

 Ha nem szeretnénk globalis valtozokkal dolgozni, ehhez
hozzaaddédnak: n és a.

* Az Oszd meg és uralkodj stratégiat lehet iterativan is
implementalni (példaul, bindris keresés).

— Ezek az algoritmusok mindig gyorsabbak lesznek.



Algoritmus Divimp(bal, jobb, eredmény):
Ha jobb - bal < ¢ akkor
Megold(bal, jobb, eredmény)
kiilonben
Feloszt(bal, jobb, k6zép)
Divimp(bal, ké6zép, eredmény1)
Divimp(kézép+1, jobb, eredmény?2)
Osszerak(eredményl, eredmény2, eredmény)
vége(ha)
Vége(algoritmus)

A ,leghiresebb” és egyben a leggyakrabban alkalmazott Oszd meg és
Uralkodj tipusu algoritmus a ,,bindris keresés”.



Binaris keresés

Adott egy n egész szambol allo, novekvé sorrendbe rendezett
sorozat: Xy € Xy <...< X,,. Allapitsuk meg egy adott szém helyét a
sorozatban! Ha az illeté szam nem talalhato meg a sorozatban,
irjunk ki eqy megfelelé lizenetet!

Elemzés

Az elemet a sorozat kozepén fogjuk el6szor keresni.

1. keresett = x;,5, = keresetta sorozatban a kézép helyen van

2. keresett < x,;,., = mivel a sorozat rendezett, a keresett szamot
a sorozat elss (Xy, ..., Xyse,.1) fEl€ben keressiik tovabb

3. keresett > x;,,,— a keresett szamot a sorozat masodik
(Xps26pe1 -0 X,) TEl€bEN keresslk tovabb

A feladat atalakul ugyan két feladatta, de csak az egyiket kell
megoldani.

Nincs sziikség a divide et impera harmadik lépésére (a
részeredmények osszerakadsdra).



Algoritmus BinKeres(bal, jobb):
Ha bal > jobb akkor { k6zép = a keresett helye, ha megtalalhaté }
téritsd -1 { ha keresett nincs a sorozatban }
kiilonben
k6zép « (bal + jobb) div 2
Ha keresett > x;,.,, akkor
téritsd BinKeres(k6zép + 1, jobb)
kiilonben
Ha keresett < x;,., akkor
téritsd BinKeres(bal, k6zép - 1)
kiilonben
téritsd kozép
vége(ha)
vége(ha)
vége(ha)
Vége(algoritmus)
Megjegyzés: ha a szamok nem kulonbozék, és keresett tobbszor is
el6fordul, az algoritmus a keresett tetszdleges el6fordulasat tériti.



Algoritmus IterativBinKeres(n, x, keresett):
bal « 1
jobb « n
Amig bal < jobb végezd el:
kozép « (bal + jobb) div 2
Ha x,;,:, = keresett akkor
téritsd kozép { ha megtalaltuk, vége }
kiilonben
Ha x,;,:, > keresett akkor
jobb « kézép - 1
kiilonben
bal « kézép + 1
vége(ha)
vége(ha)
vége(amig)
téritsd -1 { csak, ha nem taldltuk meg}
Vége(algoritmus)



A binaris keresés alkalmazasai

» Kovetkezik néhany feladat, amelyeknek megoldasaiban
felhasznaljuk a binaris kereseést.

* Ezekben a keresés nem jelenik meg, mint explicit részfeladat,
hanem az eredmeény egy olyan érték, amelynek
értéktartomanyatismerjik, ugyanakkor lehetséges a ,,talalga-
tas” a binaris keresés algoritmusanak alkalmazasaval.

* Tehat: a binaris keresés algoritmusa eredmeényesen
alkalmazhatd algoritmusok optimalizalégsanak érdekében.

* Bizonyos feladattipusok esetében, a megoldasként javasolt
linearis algoritmus egy logaritmikussal helyettesithetd, ha
felhasznaljuk a bindris keresés elvét.



1. Keresztmetszet (Mat-Info verseny, 2016)

* Legyen ket sorozat, amelyeknek elemei kiilbnb6z6 természetes
szamok: az a sorozat elemeinek szaman (0<n<10000),a b
sorozat elemeinek szama m (0 < m £ 10 000) és névekvben
rendezett.

 Hatdrozzuk meg azt a ¢ sorozatot, amelynek k (0 < k < 10 000)
eleme lesz, és amely a két sorozat minden k6z6s elemét
egyszer tartalmazza.

Példa:han=4,a=(5,-7,-2,3), m=5éshb=(-2,3,5,7,8),ac

sorozatnak k=3 elemevan: ¢= (5, -2, 3).



Elemazés

Ismerjik a klasszikus algoritmust, amely két nem rendezett
sorozat keresztmetszetét hatarozza meg (programozasi tétel).
Ennek bonyolultsaga O(n*m).

,Eszrevessziik” hogy a b sorozat rendezett. De az emlitett
algoritmus ezt nem , kéri”...

De ne maradjon a tulajdonsag kihaszndlatlanul! igy a b
sorozatban rendre keressiik az @ sorozat elemeit... bindris
kereséssel!



Algoritmus koézdsElemek(n, a, m, b, k, c):

ke 0 { egyeldre a c sorozatnak nincs egyetlen eleme sem }
Minden i = 1, n végezd el: { az a elemeit keresstik rendre b-ben }
megvan <« hamis
bal « 1; jobb ¢« m { a b rendezett, lehetséges a bindris keresés }

Amig nem megvan és bal < jobb végezd el.
kozép « (bal + jobb) / 2
Ha a; = by;,¢, akkor { megtalaltuk: a; k6zds }
kek+1
Cp ¢« § { elhelyezziik a c sorozatban }
megvan « igaz { a keresés leall }
kiilonben
Ha a; < by;,, akkor
jobb « kozép - 1 { tovdbb kerestink a b sorozat bal felében}
kiilonben
bal « kézép + 1 { tovabb kerestink a b sorozat jobb felében}
vége(ha)
vége(ha)
vége(amig)
vége(minden)
Végelalecoritmus)



2. S osszegl elemek kivalasztasa

Legyen egy nelemii (3 < n <100 000), kiilbnb6z6 természetes
szamokat tartalmazo sorozat és az S természetes szam.

Vdlasszunk ki az adott sorozatbol harom elemet, amelyeknek az
osszege S! Adjunk meg minden megoldast!

Elemzés

* Részletosszegeket kell szamitanunk: harom elem Osszegét
hasonlitjuk $-sel.

* Afeladat megoldhato harom egymasba agyazott Minden
ciklussal is (az n értéke miatt, ez a megoldas idGigényes; hiaba
ugyeskednénk Amig ciklusokkal, illetve a |épésszamok
csokkentésével, a bonyolultsag tovabbra is O(n?) lenne).



Megoldas

 Ha a megoldasba beépitjik a binaris keresést, a bonyolultsag
O(n? - log n) lesz:

* Ahhoz, hogy alkalmazhassuk, el6bb rendezziik az adott
sorozatot (ennek bonyolultsaga pl. O(n?)).

* Keét Amig ciklussal kivalasztunk a sorozatbodl két elemet
(legyen ezeknek indexe n, és n,). Ennek bonyolultsaga O(n?).

* Megkeressiikaz S - a,, - a,, értéket a bindris keresést
alkalmazva. Ennek bonyolultsaga O(log n), de n?-szer.

* A megoldast tovabb javitjuk (példaul, ha a,, értéke
meghaladja §-t, kiléplink az els6 Amig-bdl stb.).

* Tehat az algoritmus bonyolultsaga:
O(n?) + O(n? - log n) = O(n? - log n)



Algoritmus General(a, n, S):
ie1
Amigi<n-1 és a, < S végezd el:
jJeitl
Amig j <n és a; + a; < S végezd el:
BinKeres(a, j+1, n, S - a; — a,, k)
{ ha S - a, — a; megtalalhaté a sorozatban, }
{ akkor k értéke egy valid index, kiilonbenk értéke 0}
Ha k # 0 akkor
Ki: i j k
vége(ha)
Jeit+l
vége(amig)
ie—i+1
vége(amig)
Vége(algoritmus)



3. Négyzetszamok darabszama

Szamoljuk meg egy n (1 <n <1000 000) elem(i sorozat
négyzetszamait!

A szamok nem nagyobbak 1 000 000-nal.
Megolddas

Részfeladat: ellenérizntink kell, hogy egy szam négyzetszam-e?
Tudjuk mar, hogy a kovetkez6 algoritmus nem lesz kielégitd
hatékonysagu.



Algoritmus Szamol_1(n, a, p):
pe«O
Minden i = 1, n végezd el:
Ha négyzetgyok(a;) = [négyzetgyok(a;)] akkor
pe—pt+l
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)

1. Tudjuk, hogy a négyzetgyok kiszamitasa elkerilendd, mivel
idGigényesebb, mint gondolnank. Féleg, ha sokszor kell
alkalmaznunk.

2. ElGszoris az Amig feltételébdl , kiemeljuk” az a;-t szam-ba, mivel a;-t
megkeresni a memoriaban, (az i index, a tomb els6 elemének cime
és az a tomb tipusanak megfelel6 elemhossz alapjan) tobb id6, mint
egy egyszeri valtozéban tarolt értéket keresni.

3. Azt hogy egy adott szam négyzetszam-e, hatékonyabban is tudjuk
ellendrizni:



Algoritmus Szamol_2(n, a, p):
pe0O
Minden i = 1, n végezd el:
ke0

szam ¢« g,

Amig k * k < szam végezd el:

kek+1
vége(amig)
Ha k * k = szam akkor
p<ptl
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)

{ p a négyzetszamokat szamlalja }

{ a k négyzetét hasonlitjuk a;-val }
{ az a;-t ,, megkeresni” nehezebb }



Elemzés

 Haimplementaljuk az elsd, valamint a masodik algoritmust, és
megmeérijik a végrehajtasi id6t, latni fogjuk, hogy az utobbi
sokkal kevesebb idét igényel, mint az elsé!

* De még nem alkalmaztuk a binaris keresés elvét!

* Vegylk észre, hogy nem érdemes minden k (k * k < szam)
értékre elvégeznia vizsgalatot, hiszen tulajdonképpen egy
rendezett halmazban keresiink!

* klehetséges értékeiaz {1, 2, ..., 1000} halmazhoz
tartozhatnak, mivel az ellen6rizend6 szamok kisebbek vagy

egyenldk 1 000 000-val.



Algoritmus Szamol_3(n, a, p):
p« O
Minden i = 1, n végezd el:
szam < a,
eleje « O
vége « 1000 { a legnagyobb érték 1 000 000 }
Amig eleje < vége végezd el:
k « (eleje + vége)/2
Ha k*k > szam akkor vége « k
kiilonben eleje < k + 1
vége(ha)
vége(amig)
Ha eleje * eleje = szam akkor
pe—p+1
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)



4. Sikmértan

Két fliggbleges fal egymastol t tavolsagra talalhato.

Egy h, hosszusagu deszkat az egyik fal alapjatol a masik
falnak tamasztunk.

* Egy h, hosszusagu deszkat a masik fal alapjatol az elsé
falnak tamasztunk.

 Akeét deszka m magassagban érinti egymast egy pontban,
amely valahol a két fal kézott talalhato.

* Szamitsuk ki t-t hy, h, és mismeretében (megengedett
hibalehetéség 1073).



Eszrevétel

A magassadg, ahol a két
deszka taldlkozik n6, ha
a keresett t tavolsag
csokken és forditva.



Megoldas

Atfogalmazzuk a kdvetelményt: keressiik meg azt a legnagyobb
t értéket, amelyre a magassag, ahol a két deszka talalkozik ne
legyen kisebb, mint m.

Felhasznaljuk a bindris keresésta t értékének megtalalasa
érdekében.

A t lehetséges legkisebb értéke 0 (a két fal egymas mellett van),
legnagyobb értéke pedig a rovidebb deszka hossza.

Igy a t értékét 0 és Min(h,, h,) kozott keressiik.

Miutan van egy javaslat t-re, h, és h, értékeivel kiszamitjuk az
érintkezési pont magassagat sikmértani ismeretekkel.

Ha a kiszamitott magassag nagyobb mint az adott m akkor
noveljuk t-t, kilonben csokkentjlk.



Algoritmus deszkak(m, h1, h2):
megvan « hamis
Ha hl > h2 akkor t « h2
kiillonben t « hl
vége(ha)
min <« 0; max « t
Amig nem megvan végezd el:
t « (min + max) / 2
szamol(hl, h2, t, sz)
Ha abs(sz - m) < 0.00001 akkor
megvan <« igaz
kiilonben
Ha sz > m akkor min « t
kiilonben max « t

vége(ha)
vége(ha)
vége(amig)
téritsd t

Vége(algoritmus)



5. Ladak

» Koltozik a muzeum. A targyakat kocka alaku, kiilonb6zé
meéretl ladakba csomagoltdk. Kicsomagoldskor tébb személy
dolgozik egyidében, és a rendetlenség elkeriilése végett,
azokba a helyiségekbe, ahol kicsomagolas folyik, felszereltek
eqgy futoszalagot, amelyre az tires ladakat helyezik, a nyitott

fedeliikkel folfele.

* A futdszalag végéhez egy robotot dllitottak, amelynek az a
feladata, hogy leszedje a ladakat a futoszalagrol és ugy
helyezze egyiket a mdsikba (ha lehet) hogy véglil a
ladacsomagok szama a leheté legkisebb legyen. A robotot egy
program iranyitja ugy, hogy:



L

adak

A laddkat az érkezéslik sorrendjében szedi le a futoszalagrol.

Az aktualis ladat csak egy nala nagyobb méretl ladaba
helyezi.

Ha nincs olyan megkezdett csomag, amelybe elhelyezheté az
aktualis lada, akkor ez a lada eqgy uj csomag elsé ladaja lesz.

Egy megkezdett csomagba csak egyetlen ladat helyez, vagyis
nem helyez két ladat eqymas mellé, még akkor sem, ha ez
egyebkent lehetséges volna.

Egy elhelyezett ladat, tobbé nem mozgat.

Egy megkezdett csomagot nem helyez eqgy masik csomagba
meéqg akkor sem, ha ez egyébként lehetséges volna.

Egyetlen ladat sem hagy figyelmen kiviil.



Ladak

* Hatdrozzuk meg a laddk szamdnak (0 < n <15 000) és
méreteiknek (1 < ladaMeéret < 10 000) ismeretében a
csomagok lehetséges legkisebb szamat, valamint, minden
csomag esetében az illeté csomagban talalhato ladakat.

Példa: n = 10, méretek=(4, 1, 5, 10,7,9,2, 8, 3, 2)
Eredmény:

Lidacsomagok szama: 4,

Csomagok:

1. csomag = (4, 1)

2. csomag = (5, 2)

3. csomag = (10, 7, 3, 2)

4. csomag = (9, 8)



Megoldas

» Afeladat tulajdonképpen azt kéri, hogy az adott sorozatot
bontsuk fel minimalis szamu novekvé részsorozatra.

* Afeladat megoldhato egy moho algoritmussal, amely mindig
a legkisebb olyan ladaba csomagol, amelybe lehetséges.

« Eszrevétel: a lddacsomagokba utoljara elhelyezett |adak
mérete novekvo sorozatot alkot, tehat a megfelel6 csomag
megkeresése lehetséges bindris kereséssel.

* Ugyanakkor: nem egy ismert értéket kell megkeresniink,
hanem egy olyat, amely legkisebb az adott szamnal
nagyobbak kdzott.



Megoldas

 Gond: az adatok tarolasa, hiszen, ha a ladak csokkend (vagy
novekvd) sorrendben érkeznek, a kovetkez6 két Ugynevezett
»legrosszabb esettel” allunk szemben:

— Ha a ladak esékkend sorrendben érkeznek, egyetlen
csomagba befér minden lada, tehat egyetlen névekvé
részsorozatunk lesz, aminek a hossza legtobb 15 000.

— Ha a ladak novekvé sorrendben érkeznek, akkor minden
érkez6 lada uj csomagnak felel meg, tehat legtobb 15 000
darab egy elemi részsorozatunklesz.



Megoldas

* A fentieket figyelembe véve egy 15 000 x 15 000 méret(
tombot kellene létrehozzunk, ami (ha lehetséges a valasztott
programozasi kdrnyezetben) nagyon nagy tarpazarlast jelent,
hiszen még tarolnunk kell a csomagok hosszat is egy legtobb
15000 elem tombben.

* A megoldast a dinamikus tarkezelés hozza: minden csomag
egy verem tipusu lista lesz, amelynek a feje az utoljara
elhelyezett |ada méretét tartalmazza.

A binaris keresést a veremfejek sorozatan végezziik:

 ha nem talalunk olyan ladat, amelybe az aktualis l1ada elhelyezhetg,
akkor Uj csomagot inditunk,

* kulonben elhelyezzik az aktualis [adat a megfelel6 csomag tetejére.



Algoritmus Keres(bal, jobb, 4j):
Ha bal > jobb akkor { sikertelen keresés }
jobb « jobb +1
csomagokszama <« jobb
Helyez(csomagok, csomagokszama, 10j)
{ 4j csomagot kezdtiink, a jobb sorszamu utdn }

kiilonben
Ha csomagok|bal]*.méret > (j akkor { megvan }
Helyez(csomagok, bal, 1j)
{ az j méretu ladat a bal sorszamu csomagba tessziik }
kiilonben
kozép « (bal + jobb)/2 { tovdbb kerestink }
Ha 04j < csomagok[kdzép]|*.méret akkor
Keres(bal, kézép, 14j)
kiilonben
Keres(kdzép + 1, jobb, 14j)
vége(ha)
vége(ha)
vége(ha)

Vége(algoritmus



Algoritmus Helyez(csomagok, csomagokszama, 0j):

{ elhelyezziik az 1j méretu laddt a csomagokszama
sorszamu csomagba }

helyet kériink a p mutaté altal mutathaté elem szamdara
p/\.méret « 4j
p/.kév « csomagok|csomagokszamal]

csomagok|csomagokszama)| « p
Vége(algoritmus)



Kovetkeztetések

Ha egy maximalis értéket kell meghataroznunk, amelynek
olyan kovetelményeknek kell eleget tennie, amelyek ha
teljesilnek egy bizonyos értékre, akkor biztosan teljeslilnek az
ennél kisebbekre, akkor a binaris kereséssel és a feltételek
utolagos ellenérzésével log n 1épésben eredményt kapunk.

A szabaly alkalmazhatd minimum esetében is.

Az elv alkalmazasa az algoritmus végrehajtasi idejének
csokkentését eredményezi, de ehhez el6bb be kell Iatnunk,
hogy ez lehetséges, majd meg kell talalnunk az alkalmazas
modjat.



