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Rendezések

Adott az N elemi X sorozat, amelynek keressiik azt a
permutacidjat, amelyben X, <X, <...< X, (vagy < helyett 2).
1. Osszehasonlitdson alapulé rendezések O(n2):

1.a. Egyszer( felcseréléses rendezés

1.b. Minimumkivalasztasos rendezés

1.c. Buborékos rendezés (bubblesort)

1.d. Beszurod rendezés (insertsort)

1.e. Szamldalva szétoszté rendezés (valogatas)

2. Linearis rendezések O(n):
2.a. Ladarendezés (binsort)
2.b. Szamjegyes rendezés (radixsort)



Bevezetés

Legyen az (a,, @,, ..., @,) sorozat.

Rendezett sorozat: a bemeneti sorozat olyan (a,', a,', ..., a,’)
permutacioja, amelybena,'<a,'<...<a,’

D. Knuth , A szamitogép programozasanak mivészete” cimd
konyvében, (lll. kotet: Keresések és rendezések)

33 rendez6 algoritmustir le...



Buborékrendezés

A rendezés soran ellendrizniink kell az elemek sorrendjét.

A sorozat akkor rendezett,haa,<a,<..<a, ,<a,.

Paronként hasonlitjuk 6ssze az elemeket, és ha a sorrend nem
megfeleld, akkor az illet6 két elemet felcseréljiik.

Ha volt csere, a vizsgdlatot Ujrakezdjuk.

Az algoritmus véget ér, ha az elemek paronként a megfelels
sorrendben talalhatok, vagyis a sorozat rendezett.



Példak

a) Legyen a kovetkezd sorozat:

2,3,5,9 10 Az ellen6rzés véegeredményeként kiderdil, hogy
£ £ L £ a sorozat rendezett.

b) Ha a kovetkez6 sorozatot kell rendezni,

2,3,5,10,9 Csak az utolsé két szam nincs megfeleld
<L <L 2 helyen.

Ha felcseréljuk ezt a két szamot:

2,3,5,9 10 Egyetlen csere utan rendezett sorozathoz

<L <L jutottunk.



Példa
)

5,2,3,10,9 Miutan felcseréljik az 5-6st a 2-sel, a sorozat a
2 kovetkez6képpen alakul:
2,5,3,10,9 Felcseréljuk az 5-6st a 3-sal:
<2
2,3,5,10,9 Felcseréljuk a 9-est a 10-sel:
< <L L2
2,3,5,9 10
<< <

Ezen pelda alapjan ugy tlinik, hogy

egyszeri bejaras es a megfelelo cserek
utan a sorozat rendezette valt.




Példa

10,9, 2,3,5 2,9,3,5,10

2 2
9,10,2,3,5 2,3,95,10

2 2
9,210,3,5 2,3,5910
2> Vége a masodik bejarasnak is.
92,3,10,5 ,Nem biztos”, hogy a sorozat
> rendezett...

923,510 2,3,5,910

> A harmadik ellenérzés utan

eldonthetjiuk, hogy a sorozat

Egyszeri bejaras utan a

rendezett.
sorozat nem rendezett.



Algoritmus Novekvo_sorrendbe_rendezés(n, a):
{ Bemeneti adatok: az n elemu a sorozat }
{ Kimeneti adatok: az n elemu rendezett a sorozat}
Ismételd
rendben « igaz
Minden i=1,n-1 végezd el:
Ha a, > a,,, akkor
id « a,
4 < &y
a,, «1id
rendben « hamis
vége(ha)
vége(minden)
ameddig rendben { kiléptink, ha nem volt csere }
Vége(algoritmus)



Optimalizalas

Eszrevételek

* Asorozat els6 bejarasa utan legaldbb az utolsé elem a
helyére keriil!

* Aciklusmag minden ujabb végrehajtasa utan, jobbrdl balra
haladva ujabb elemek keriilnek a megfelelé helyre!

—> Ha az els6 |épésnél az i ciklusvaltozo n-1-ig n6, akkor a
kdvetkezd lépésekben ez a fels6 hatar legalabb 1-gyel
csokkenthetd.



Algoritmus Javitott_Buborékrendezés_1(n, a):
{ Bemeneti adatok: az n elemu a sorozat }
{ Kimeneti adatok: az n elemu rendezett a sorozat }
nn«<n-1
Ismételd
rendben « igaz
Minden i = 1, nn végezd el:
Ha a, > a;,, akkor
rendben « hamis
id « a; a, « a;,,; a;,,; « id
vége(ha)
vége(minden)
nn <« nn -1
ameddig rendben
Vége(algoritmus)



Ujabb észrevétel

* Azisel6fordulhat, hogy a sorozat végén levd elemek mar a

megfelel6 sorrendben vannak, és igy azokat mar nem kell
rendeznunk.

e Eszrevessziik, hogy elegendéd a sorozatot csak az utolsé csere
helyéig vizsgalni.



Algoritmus Javitott_Buborékrendezés_2(n, a):
{ Bemeneti adatok: az n elemu a sorozat }
{ Kimeneti adatok: az n elemu rendezett a sorozat }

ke n
Ismételd
nn « k - 1; rendben « igaz
Minden i=1,nn végezd el:
Ha a, > a,,, akkor
rendben « hamis
id « a;; a; « a;,;; a4 « id
ki { az utolsé csere helye
vége(ha)
vége(minden)
ameddig rendben
Vége(algoritmus)



Kovetkeztetések

Elegendé a sorozatot csak az elsé és az utolso csere helye
kozott vizsgalni.

Megjegyzések

* Ha a sorozat sok elemet tartalmaz, a buborékrendezés, még a

fenti javitasokkal sem tartozik a hatékony rendezési
modszerek kozé. A bonyolultsaga: ©(n?)

* Ha a sorozat mar eleve rendezett, akkor egyetlen bejdrds
utdn az algoritmus véget ér, de gyors akkor is, ha a sorozat
csak ,majdnem” rendezett: 2(n)

* Ha a sorozatot bejarjuk forditott iranyban, és — az el6bbi
algoritmust a csékkend rendezés érdekében alkalmazzuk,
tovabb javithato a futasi ido!



Algoritmus Javitott_Buborékrendezés_3(n, a):

régibal « 1 { a vizsgalandoé sorozat bal széle }
régijobb«< n-1 { a jobb szél indexe }
Ismételd

rendben « igaz

jobb « 0O { az utolsé csere helye }

Minden i = régibal, régijobb végezd el:
Ha a; > a;,; akkor
rendben « hamis
idea;:a, ¢« a,;:a, «id
Ha i > jobb akkor jobb « i
{ megjegyeztiik az utolsé csere helyét }
vége(ha)
vége(ha)
vége(minden)



Ha nem rendben akkor { volt csere }
régijobb « jobb { aktualizaljuk a jobb értékét }
rendben « igaz { a bal szél}
Minden i = régijobb, régibal végezd el:

Ha a; > a,,,; akkor
rendben « hamis
id « a;; a; « &, ; & «id
Ha i < bal akkor bal « i
vége(ha)
vége(ha)
vége(minden)
régibal « bal { aktualizaljuk a bal értékét }
vége(ha)
ameddig rendben
Vége(algoritmus)



Egyszerl felcseréléses rendezés

Hasonlit a buborékrendezéshez
De kotelezéen elvégez minden pdronkénti 6sszehasonlitdst.
Ha egy elempar sorrendje nem megfeleld, felcseréli 6ket.

A kilsé ciklus kdvetkezd |épését mindig az aktualis elemtdl
folytatja, mivel az elsé |épésben az elsé helyre a sorozat

legkisebb eleme keril, a masodik |épésben masodik helyre
keril az aktualis részsorozat legkisebb eleme és igy tovabb.



Algoritmus FelcserélésesRendezés(n, a):
Mindeni = 1, n-1 végezd el:
Minden j = i+1,n végezd el:
Ha a; > a; akkor
segéd « a;
a < g
a; < segéd
vége(ha)
vége(minden)
vége(minden)
Vége(algoritmus)



Szamlalva szétoszto rendezés

Minden elemet ésszehasonlitunk az 6sszes tobbi elemmel

Megszamoljuk (k-ban) azokat az elemeket, amelyek kisebbek
mint a vizsgalt elem.

Igy meghatdrozzuk az illets elem sorszamat egy uj -
rendezett sorozatban.

Ha a feladat kdvetelményei szerint a rendezett sorozat az
eredeti tombben szikséges, akkor az algoritmus végén a régi
tombvaltozot feliilirjuk a rendezett sorozatot tarol6 valtozoval.



Algoritmus Valogatasos_Rendezés(n, a):
Minden i = 1, n végezd el:
k0
Minden j = 1, n végezd el:
Ha a; > a; akkor
kek+1 { megszamoljuk az a;-nél < elemeket }
vége(ha)
vége(minden)
rendezett_sor,,, « a;
{ a; a rendezett sorozat megfelelo helyére kertil }
vége(minden
a « rendezett_sor
{ a rendezett sorozatot ramasoljuk az eredetire }
Vége(algoritmus)



Megjegyzés

 Ezazalgoritmuscsak akkor alkalmazhato, ha a sorozat csak
kiilonb6z6 elemeket tartalmaz!

* |rjuk le az el8bbi algoritmus azon valtozatat, amely akkor is
alkalmazhato, ha léteznek azonos érték( elemek is!



Megjegyzés

A fenti modszer hatranyai:
e csak kilonbo6zo elemek esetén alkalmazhato és
* memoriapazarlo.

Kikiiszobolhetjiik: a kivalasztott elemet az adott sorozaton beliil
a végleges helyére tessziik.



Minimum kivalasztasra épiilé
rendezés

Novekvs sorrendbe rendezés esetén kivdlasztjuk a sorozat
legkisebb elemét.

Ezt az elsé helyre tessziik gy, hogy felcseréljiik az els6 helyen
talalhato elemmel.

A kovetkezb lépésben hasonldan jarunk el, de a minimumot a
masodik helyt6l kezd6dben keressuk.

A tovabbiakban ugyanezt tesszik, mig a sorozat végére nem
érunk.



Algoritmus Minimumkivalasztas(n, a):
Minden i = 1, n-1 végezd el:
ind_min « i
Minden j = i+1, n végezd el:
Ha a;,q min > 8; akkor
ind_min « j
vége(ha)
vége(minden)
segéd « a;
8; <= Qind_min
Aind_min < S€gEéd
vége(minden)
Vége(algoritmus)



Beszuro rendezés

* Abeszuro rendezés hatékony algoritmus kis szamu elem
rendezésére.

* Abeszurd rendezés ugy dolgozik, ahogyan bridzsezés kozben a
kezliinkben |évé lapokat rendezziik...

* Abemend elemek helyben rendez6dnek: a szamokat az
algoritmus az adott tombon belll rakja a helyes sorrendbe,
belbluk barmikor legfeljebb csak allandonyi tarolodik a
tombon kival.



Algoritmus Beszuré_Rendezés(n, a):
Minden j = 2, n végezd el.

segéd « a;

ie<j-1

Amig (i > 0) és (a, > segéd) végezd el:
aj+1 € g4
ie—i-1

vége(amig)

a;+, < seged{ beszurjuk a;-t az a, ;., rendezett sorozatba }

vége(minden)
vége(algoritmus)



Rendezések linearis idoben

A bemutatott algoritmusok O(n?) id6ben rendeznek n elemet.
—> idbigényesek: ahhoz, hogy egy 1000 elem( sorozatot rendezzink,
koralbelll 1 millié 6sszehasonlitast végeznek.
* Ko6z0s tulajdonsaguk: a rendezéshez csak a bemeneti tomb
elemein torténd osszehasonlitasokat hasznaljak.

* Alinearis bonyolultsagu algoritmusok nem az 6sszehasonlitast
haszndljak a rendezéshez, hanem kihaszndljék a rendezendé
sorozat bizonyos tulajdonsdgait.

* Csak adott tulajdonsdgu sorozatokkal végezhetjiik.

— Egy linearis algoritmus az elemek szamossagaval aranyos szamu
mUiveletet végez a bemend adatokon: 1000 elem rendezéséhez ¢ - 1000
mUveletet hajt végre, ahol ¢ egy konstans.



Leszamlald rendezés (ladarendezés =
binsort)

Feltételezzlik, hogy az n bemeneti elem mindegyike 1 és k
kozotti egész szam, ahol k egy egész szam.
Szikségunk lesz egy segédtombre:

Az i-edik elem azt tartja nyilvan, hogy hdny darab i-vel
egyenlo elemet talaltunk az eredeti tombben.

A linearis feldolgozas utan felilirjuk az eredeti tomb elemeit a
segédtomb elemeinek értékei alapjan.



Megjegyzések

* knem lehet tulsagosan nagy, mivel a segédtémb mérete
pontosan k lesz.

* Arendezendd elemek értékeinek feltétlenll sorszamozhatoé
tipustiaknak kell lenniuk.

* Elégséges, ha az értékek egy bizonyos [x, y] intervallumhoz
tartoznak, azzal a feltétellel, hogy lehetd legyen a segedtomb
indexelése x-t4l y-ig.



Algoritmus Leszamlalas(n, a):

Minden i = 1, k végezd el:
segéd, « O

vége(minden)

Minden j = 1, n végezd el:
segédaj « segéda; + 1

vége(minden)

q 0

Minden i = 1, k végezd el:
Minden j = 1, segéd, végezd el:

q—q+1 { a segéd tombnek k eleme van, }
ag « i { segéd, elemek 6sszege n }
vége(minden) { tehat a feldolgozasok szama n }
vége(minden)

vége(algoritmus)



Szamjegyes rendezés (radixsort)

Lyukkartya-rendez6 berendezéseknél hasznaltak.

Lyukkartya: 80 oszlopa volt, minden oszlopban a 12 pozicio
kdzul egy ki volt lyukasztva.

A rendezb-berendezés képes volt szétosztani a lapokat 12
dobozba, aszerint, hogy melyik pozicio volt kilyukasztva.

Ezutan a kartyakat 6sszegy(jthették ugy, hogy az elsé
pozicioban kilyukasztott lapok a masodik pozicioban
kilyukasztott lapok felett legyenek, és igy tovabb.



Szamjegyes rendezés

Decimalis szamjegyek esetén minden oszlopban 10 pozicid
szukséges.

Egy d szamjegy(i szam esetén d oszlopra van sziikség.

A rendez6 csak egy oszlopot vizsgal egyszerre: n darab d
szamjegyl szam rendezéséhez rendezbalgoritmusra van
szikseég.

A szamjegyes rendezés el6sz0r a legkevésbé fontos szamjegy
alapjan rendez.



Szamjegyes rendezés

A szamokat az utolsé szamjegyik alapjan rendezzik oly
maodon, hogy, ha csak ezt a szamjegyet tekintjuk, novekvé
sorrendet lassunk.

Ezutan a szamokat ujra rendezziik a masodik legkevésbé
értékes szamjegyiik alapjan.

Ezt mindaddig végezzik, ameddig a szamokat mind a d
szamjegy szerint nem rendeztuk.

Ezen a ponton a d szamjegyl szamok teljesen rendezettek.
Igy csak d-szer kell megvizsgalnia sorozatot.



329
457
657
339
436
720
355

Példa

720
355
436
457
] ¥
329
839

720
329
436
839
_BIE
457
657

329
355
436
457
657
720
839



Algoritmus Szamjegyes_Rendezés(a, d):
Mindeni = 1, d végezd el:
stabil leszamlaldssal rendezziik az a
tomboét az i-edik szamjegy szerint
vége(minden)
vége(algoritmus)



STABIL Leszamlalé (lada)rendezés

1. Ha a rendezendé adatok a kulcson kiviil tartalmaznak
mas adatokat is:

* Bemenet:A[1..n], ahol A; € {1, ..., k}.
° Kimenet: B[1..n], A elemei rendezve.
 Atmeneti munkateriilet: €[1..k].



Algoritmus Leszamlalo_Rendezés(n, A, B, k):
Mindeni = 1, k végezd el:
C,«0 { még nem szamoltunk egyetlen i-t sem }
vége(minden)
Minden j = 1, n végezd el:
Caj e Ca + 1 { C;=1 értéku elemek szdma }
vége(minden)
Minden i = 2, k végezd el:
C,«C, +C,
{ i-nél kisebb és vele egyenlo elemek szama }
vége(minden)
Minden j=n,1 végezd el:

Bceaj < A { B = A rendezve}
Caj« Caj-1
vége(minden)

Vége(algoritmus)



Leszamlalé rendezés (példa)




Leszamlalé rendezés (példa)

Minden i=1,k végezd el:
C,«0 { még nem szamoltunk egyetlen }
{ i-vel egyenlo elemet sem }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=1,n végezd el:
CAj — CAj +1
{C,; = az i értéku elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=1,n végezd el:
CAj <« CAj +1
{C,; = az i értéku elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=1,n végezd el:
CAj «— CAj + 1
{C; = az i értéku elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=1,n végezd el:
CAj «— CAj + 1
{C; = az i értéku elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=1,n végezd el:
CAj «— CAj + 1
{C; = az i értéku elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

| 2 3 4 5 1 ) 3 4
A: 1411|3143 C:1 1[0} 2 2I
| =2

Minden i=2,k végezd el:
C,«C, +C,, { C; = i-nél kisebb vagy }
{ i-vel egyenlo elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden i=2,k végezd el:
C,«C, +C,, { C; = i-nél kisebb vagy }
{ i-vel egyenlo elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden i=2,k végezd el:
C,«C, +C,, { C; = i-nél kisebb vagy }
{ i-vel egyenlo elemek szama }
vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=n,1 végezd el: A;=3=>C3=3 = B;=A;
Bcay < Aj ésC3=3-1=2
Caj < Ca-1

vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=n,1 végezd el:
BCAj <~ Aj
Caj < Ca-1
vége(minden)

A,=4=>C,=5=>B:=A,
éesCy=5-1=4



Leszamlalé rendezés (példa)

1 2 4 5 1 2 3 -

A: 411 (3]4]3 C:|1|1|2]4
J=3

B 3|3 4 C-{1|1|1]4

Minden j=n,1 végezd el: A,=3=>C;=2=B,=A,

Bcaj < A ésC’3=2-1=1
Caj < Ca-1

vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

| 2 3 4 5 1 2 3 4

A 14113143 ;11114
J=2

B:|1|3]3 - c 10,11} 4

Minden j=n,1 végezd el: A,=1=>C,=1=>B,=A,
Bcaj < A; ésC1=1-1=0
Caj < Ca-1

vége(minden)



Leszamlalé rendezés (példa)

Minden j=n,1 végezd el: A,=4=C,=4=>B,=A,
Bcy; < A ésC,=4-1=3
Caj < Ca-1

vége(minden)



