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INTRODUCERE

In ultimii ani, numerosi matematicieni s-au ocupat de metode de simetrizare care au aplicatii
in teoria ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale si inegalitati izoperimetrice. Mentionam
lucrarile lui J. V. Schaftingen [61], S. Kesenvan [35] si F. Faraci et al. [20]. Aceste lucrari
confirma legatura dintre calculul variational si metodele de simetrizare.

Scopul tezei de doctorat este de a prezenta noi rezultate de existenta si de multiplicitate
in studiul problemelor eliptice subliniare, combinand tehnici din calculul variational si din
teoria simetrizarilor. Teza de doctorat a fost redactata pe baza articolelor [21-24] si [25].

Calculul variational este in continua dezvoltare. Metodele variationale sunt indispensabile ca
instrument de lucru in fizica matematica si in geometrie. De asemenea, calculul variational
are aplicatii gi in alte domenii ale matematicii, precum si in numeroase domenii ale fizicii
(determinarea traiectoriilor gi geodezicelor in mecanica clasica si teoria relativitatii generale),
in aeronautica (maximizarea inaltarii unei aripi de avion), designul echipamentelor sportive
(minimizarea rezistentei aeriene asupra unei casti de bicicleta, optimizarea formei schiurilor),
inginerie mecanica (maximizarea puterii unei coloane, a unui baraj sau a unei arcade),
designul unor ambarcatiuni (optimizarea formei unei barci cu coca). Din domeniul calculului
variational amintim cateva monografii de referinta, semnate de A. Kristaly, V. D. Radulescu,
Cs. Varga [40], H. Brézis [9] si M. Struwe [68].

In ciuda faptului cii simetrizirile nu apar in modelarea situatiilor reale din viata cotidiani,
acestea se dovedesc a fi foarte utile si reprezinta o metoda importanta folosita in studiul
ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale. Numerosi matematicieni au lucrat si continua sa
lucreze in domeniul simetrizarilor, Incercand sa descrie fenomene noi. Mentionam lucrarile
lui S. Kesevan [35], Brock si Solynin [10], J. Van Schaftingen [61], M. Squassina [67], care au
demonstrat in ultimii ani numeroase rezultate in cadrul simetrizarilor; de exemplu, versiunea
simetrica a principiului minimax si principiul variational al lui Ekeland, care au deschis cai
noi de cercetare gi de aplicare ale acestui domeniu.

In continuare prezentam structura tezei.

In prima parte a tezei vom introduce notiunile de bazi si rezultate preliminarii din teoria
spatiilor Lebesgue si a spatiilor Sobolev (Capitolul 1), din calculul variational (Capitolul 2),
prezentam elemente din teoria funtiilor local lipschitziene (Capitolul 3), notiuni si rezultate
din teoria simetrizarii (Capitolul 4) si din geometria Finsler (Capitolul 5).

In partea a doua prezentam citeva rezultate de existents si de multiplicitate. Mai exact, in
prima parte a Capitolului 6, vom studia urmatoarea ecuatie cvasilineara de tip Neumann:

{ —Apu + JuP2u = Az, y) f(u)  in 9, (M)

%:O on 052,



unde Q = w x RV"™ w C R™ este marginita si deschisi cu frontiera neteda, p > N,
N —m > 2, A, este operatorul p-Laplacian, A este un parametru pozitiv, a € L*>(2) este un
potential nenul cu suport compact, n este vectorul normal la 99, iar f : [0, 00]— R este o
functie continua cu f(0) = 0. Mai intai prezentam un rezultat de scufundare compacta (vezi
Teorema 6.3), dupa aceea vom demonstra un rezultat de multiplicitate pentru problema (N})
pe domenii de tip banda (strip-like). Folosind metode variationale, demonstram ca pentru
valori mari ale lui A\, problema (N)) are cel putin doua solutii slabe nenule, precum si faptul
ca exista cel putin un A > 0, astfel incat problema (N,) are cel putin trei solutii slabe nenule.
Aceste solutii au proprietati de simetrie (vezi Teorema 6.1).

In continuare aplicam aceeagi metoda, care a fost prezentata anterior, pentru urmatoarea
ecuatie cvasiliniara (vezi Capitolul 6, Sectiunea 6.2):

{ —Apu+ [uP~?u = B(x)g(u) in Q (N>

% = \a(x)f(u) pe 00,

unde Q = w x R¥Y"™  C R™ este un domeniu marginit cu frontiera neteda, p > N,
a € L) N LY0N), B € L' () sunt potentiale pozitive, nenule, iar f, g : [0, +00[— R sunt
functii continue cu f(0) = g(0) = 0. Demonstram ca, pentru valori mari ale lui A\, problema
(N,) are cel putin doua solutii slabe nenule, cu anumite proprietati de simetrie.

In ultima parte a Capitolului 6 vom considera urméatoarea incluziune diferentiald subliniara
de tip Dirichlet (vezi Capitolul 6, Sectiunea 6.3):

u=20 pe 012, (P))

{ —Apu + [uP72u € Aa(x,y)OF (u(x,y)) 1n Q,
unde Q = w x R¥Y"™ w C R™ este un domeniu marginit cu frontiera neteda, p > N,
a € L>®(0Q) N LY(99Q) N L=(Q) este o functie axial simetricd, nenuld, nenegativd si OF
reprezinta gradientul generalizat al functiei local lipschitziene F : R — R. In rezultatul
principal al acestei sectiuni demonstram ca pentru valori mari ale parametrului A, problema
(Py) are cel putin doua solutii slabe, care au anumite proprietati de simetrie.

In Capitolul 7 consideram urmaétorul sistem diferential:

—Apu = AF,(z,u(z),v(z)) 1nQ,
—A = AF,(z,u(z),v(z)) 1nQ, (Sy)
u=v=0 pe 011,

unde \ este un parametru pozitiv, N > p,q > 1 5i Q = B(0,1) C R” este bila unitate,
F € C1(Q x R R) si cu F, notam derivata partiald a functiei F' in raport cu variabila z.
Utilizand tehnici de simetrizare si forma simetrica a princiului varational al lui Ekeland si
a teoremei trecatorii montane, demonstram ca pentru valori mari ale lui A, problema (S,)



are cel putin doua solutii slabe, invariante fata de simetrizarea de tip "cap" (spherical cap
symmetry).

In ultimul capitol demonstram teoreme de unicitate, localizare si de rigiditate pentru ecuatia
(singulara) a lui Poisson ce contine operatorul Finsler-Laplace pe varietati Finsler-Hadamard
cu reversibilitate finita. Studiem urmatoarea problema:

{ A(—u) — /‘7@(::0@) =1 in P

u=">0 pe 09,
In continuare enumeram rezultatele originale din aceasta teza:

Capitolul 6: Teorema 6.1, Observatia 6.2, Teorema 6.3, Propozitia 6.4, Corolarul 6.5,
Exemplul 6.6, Teorema 6.7, Exemplul 6.8, Teorema 6.10, Obervatia 6.11, Propozitia 6.12,
Propozitia 6.13.

Capitolul 7: Teorema 7.1, Observatia 7.2, Observatia 7.3, Observatia 7.4,

Capitolul 8: Teorema 8.1, Teorema 8.2, Propozitia 8.3, Teorema 8.4, Propozitia 8.5,
Teorema 8.6, Propozitia 8.7, Teorema 8.8, Propozitia 8.9, Propozitia 8.10.



In incheiere, amintim alte cinci lucrari care au fost publicate sau trimise spre publicare de

autor, dar care nu fac parte din subiectul tezei de doctorat.
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CS. FARKAS, A generalized form of Ekeland’s variational principle, Analele Stiintifice
ale Universitatii Ovidius Constanta, Vol. 20 (1), pages 101-112, 2012.

CS. FARKAS, A. E. MOLNAR, A Generalized Variational Principle and its Application
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pages 213-231, 2013.

CS. FARKAS, A. E. MOLNAR, SZ. NAGY, A generalized variational principle in
b-metric spaces, acceptata, Le Matematiche, 2014.

F. FARACI, CS. FARKAS, New conditions for the existence of infinitely many solutions
for a quasilinear problem, acceptata, Proceedings of Edinburgh Mathematical Society,
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exponents, acceptata, Collectanea Mathematica 2014.
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SOLUTII MULTIPLE INVARIANTE FATA DE
GRUPURI PE DOMENII DE TIP BANDA
(STRIP-LIKE)

In acest capitol vom prezenta anumite rezultate de multiplicitate pe domenii de tip banda
(strip-like). Acest capitol se bazeaza pe articolele [21,22,25].

Solutii multiple invariante fata de grupuri

Consideram urmatoarea ecuatie cvasilineara cu conditie la frontiera de tip Neumann, omo-
gena
—Aju+ [ulP~2u = Ma(z,y) f(u) in Q,

2—220 pe 092,

unde Q = w x RY™™ jar w C R™ este marginita si deschisa cu frontiera neteda, p > N,
N —m > 2, A, este operatorul p-Laplace, A este un parametru pozitiv, a € L*>°(£2) este un
potential nenul cu suport compact, n este vectorul normal exterior la 99, si f : [0,00[— R
este o functie continua astfel incat f(0) = 0.

Scopul acestui capitol este studiul existentei solutiilor multiple pentru problema (N,), in care
spatiul functional este W'P(Q2). In ceea ce priveste lucrarea [19], dificultatea principala in
studiul problemei constd in nemérginirea domeniului Q = w x RY=. Intr-adevir, nu avem o
scufundare compactd pentru W1P(Q) in spatii Lebesgue. Pentru p > N, conform teoremei lui
Morrey (vezi [9]), scufundarea W1?(Q) < L°°(Q) este continui, dar nu este compacta. Acest
fapt se datoreaza lipsei concentratiei de compacticitate dupa anumite directii in domeniul de
tip bandd Q = w x RY=™. Pe de altd parte, Faraci, lannizzotto si Kristaly [20] au demonstrat
un rezultat de scufundare compacta pentru functii cilindric simetrice pe domenii de tip banda
in spatii cu dimensiuni mici; si anume, daca p > N, atunci subspatiul functiilor cilindric
simetrice ale lui WP(Q), notate cu W)?(Q) este scufundat compact in L>(£2). Subspatiul



(inchis) al lui W'P(Q), constand din functii cilindric simetrice, este definitd prin
WP (Q) = {u € W'P(Q) : u(z, -) este radial simetrica pentru orice € w}.

Un astfel de rezultat de compacticitate, combinata cu o metoda variationala potrivita, este un
argument promititor in ceea ce priveste studiul problemei (N3 ). In lucrarea [20], autorii au
combinat principiul simetriei critice cu rezultatul de scufundare compacta mentionat mai sus
si un principiu variational al lui Ricceri pentru a studia existenta si multiplicitatea solutiilor

problemei (V).

Pentru a prezenta rezultatul nostru reamintim cd u € W1?(Q) este solutia slabd a problemei
(MV.), dacd pentru orice v € W'P(Q) are loc

/(|Vu|p*2VuVU + |uP~?uv)dzdy = )\/ a(z,y) f(u)vdedy. (6.1.1)
Q Q
Presupunem ca N —m > 2 si fie

gN,m = {G = idRrrL X O(/ﬁ) X ... X O(l{il) : ]{71, ...,/{Zl > 2, ]{31 + ...+ /{31 =N — m}

Fie G € Gy, un element fixat. Spunem ca o functie h : 2 — R este G—invarianta, daca
h(g(z,y)) = h(z,y), pentru orice § = idgm X g € G si (z,y) € Q. Functia h este numita
cilindric simetrica, daca este idgm X O(N — m)—invarianta.

Rezultatul principal al acestui capitol este:

Teorema 6.1 Fiep > N>m+2, Q=wxRY"™ o€ L®(Q) o functie cilindric simetricd,
nenegativd, nenuld cu suportul compact K. Fie p = dist(K, 0Q). Consideram functia continud
f:]0,00[— R astfel incat are loc egalitatea f(0) =0 i presupunem cd:

i) Mp = sup F < oo, unde F(s) =[5 f(t)dt;

[0,00]

i) lim @

s—0+ sp~1

= 0.
Mai mult, presupunem ca exista r > 0 astfel incat

i) F(r) = max  F < Mp;
[0,c00 (PM Pl 1) P]

F 1 K, \ K

v IO, L[ K

e oplled |

Atunci, urmatoarele afirmatii sunt adevdarate:

; rm] .

(a) Pentru orice G € Gy, i A > 1, problema (N)) admite cel putin doud solutii slabe
nenule, nenegative si G—invariante.

(b) Pentru orice G € Gy m, existd A\g > 1 astfel incat problema (Ny) admite cel putin trei
solutii slabe nenule, nenegative si G—invariante.



Observatia 6.2 (a) Deoarece f(0) = 0, fara a pierde din generalitatea problemei, putem
presupune cd f este definitd pe toatd aza reala, pundnd f(s) =0 pentru orice s < 0. Pentru
s € R consideram F(s) = [5 f(t)dt si astfel are loc F(s) =0 pentru orice s < 0.

(b) Dacid u € WYP(Q) este o solutie slabd a problemei (Ny), atunci u > 0. Intr-adevdr, dacd
alegem v = u_ = min{0, u} ca functie de test in (6.3.1), atunci din relatia

/Q(]Vu]p_QVuVu_ + [ulP2uu_)dedy = )\/Qa(a:, y)f(w)u_dxdy =0

rezultad ca u_ = 0.

(¢) Daca, pe linga conditiile de mai sus, presupunem ca are loc

lim 1(s)

$—00 Spfl

=0,

atunci pentru valori mici ale parametrului X > 0, problema (N) admite numai solutia triviald.
Intr-adevdr, dacd u € W'P(Q) este solutia slabd a problemei (Ny), si punem ca functie de
test v = u in relatia (6.3.1), obtinem

LVl + [u)dzdy = A [ afw,y)f(uudady < degllalls [ JuPdedy,

£ (s)]

sp—1

unde ¢y = max > 0. Asadar, daci X < (cs|la||p=)"t, atunci u = 0.
S

Demonstratia Teoremei 6.1 se bazeaza pe argumente variationale. Consideram functionala
L:W,P(Q) — R definitd prin

L(w) = [ a(w.y)F(a.y)dzdy.
Q
Functionala de energie asociata problemei (N)) este

5mo=;ww—xam.

Fie m > 1sin =N —m > 2 numere intregi, fie w C R™ un domeniu marginit cu frontiera
Lipschitz w, si fie p > N un numar real. Consideram Q = w x RY~". Putem demonstra
intr-un mod standard ci £, este de clasa O, iar punctele critice ale lui &£, sunt exact solutiile
slabe ale problemei (N}). Actiunea grupului G pe spatiul Sobolev W1P(Q) este datad de

gu(z,y) = u(x, g"'y) pentru orice § = id x g € G, (x,y) € Q, u € W'P(Q).

Avem c& G actioneaza liniar, continuu si izometric pe W'?(Q), adica ||gu|| = |Ju| pentru
orice § € G si u € WH(Q). Fie

Wé’p(ﬂ) = {u € W"(Q) : ju = u pentru orice j € G}



subspatiul functiilor G—invariante in W'?(2). In caz particular, avem
17 ).
idﬂszO(N—m)(Q) = Wclp(Q)-

Un pas esential al investigatiei noastre este urmatorul rezultat.

Teorema 6.3 Presupunem ca m, N, Q, w si p satisfac conditiile mentionate mai sus, si fie
G € Gy Atunci scufundarea WP (Q) < L>(Q) este compactd.

Se stie ca o functie cilindric simetrica este si G—invarianta pentru orice G' € Gy ,,. Datorita
principiului simetriei critice, punctele critice ale lui £ = 5’\|Wc1;’p(9) devin puncte critice si
pentru &y, astfel, aceste puncte sunt si solutii slabe, G—invariante ale problemei (N)). Prin
urmare este suficient si garantam existenta punctelor critice pentru £ = & ,\|Wé,p @)

In demonstratia teoremei de mai sus utilizam urmatorul rezultat.

Propozitia 6.4

(a) Functionala LS este slab inferior semicontinud.

(b) Pentru orice X >0, ES satisface conditia Palais-Smale.
O consecinta imediata a Teoremei 6.1 este urmatorul rezultat.

Corolar 6.5 Fiep > N >m+2, Q = w x RV"™. Fie a € L®(Q) o functie cilindric
simetricd, nenegativd, nenuld cu suportul compact K. Fie p = dist(K,99), f : [0,400[— R
o functie continud astfel incat f(0) = 0. Presupunem cd

J) M = sup Fio oo < +00;
Jj) 0 este maxim local al lui F;
fij) exista constantele r,0 astfel incit

1

K, \ K P

0<r<min{u, lim [U\’—HKM] }7
p—r+00 MP

precum gi 6 > 2 astfel incat

0 < F(r) =max I < Mp.
[0,3]

Atunci, existd po > N astfel incat pentru orice p > pog concluziile Teoremei 6.1 raman
adevarate.



Figura 6.1: 2, K, K,

Exemplu 6.6 Alegem Q = [—1,1] x R? gi

1
K = {(m,y,z) ER}?+y*+2° < 1 }

Observam ci p = dist(K,00) = 3, |K| = % si |K,| = 37
Presupunem ca
75>
llafles > =7 (6.1.2)

Consideram functia g : [0,+oo[— R definitd prin g(xr) = sin®(2rz) $i numdrul natural
ko € N, astfel incat ko > cooi/4||||r. Fie de asemenea functia h : [0,4+00[— R definita prin

h(x):%—6(x—ko+%)2.

Construim urmdatoarea functie

o0

Z 1 — O ko X[k—1,k] (JZ) g(a:) + 616,160 'X[k0—17k0]<x) : h(l’), (V) x>0,

k:l

unde X145 este funclia caracteristica a intervalului [k — 1, k], §i 6, reprezintd simbolul
0, daca k # ko

5 . Functia f explicitata are urmatoarea forma
1, daca k = ky

lui Kronecker, adicd Oy, = {

‘o) Lsin®(2mx), daca v € [k — 1,k], k # ko
Va6 ko d) dacio e ho— 1 k)

z -~
Vom arata ca functia F(x) = [ f(t)dt este marginita superior. Intr-adevar, din constructie
0



g(x)

1/2g(x)

VYNV U

Figura 6.2: Graficul lui f

rezultd cd

1
2
8
rer Ty T (@) = J0ax Fla) = [sin’(Gma)de = 70

Pe de alta parte, are loc

ko

3 1\?2
F :/ —6< s > dr =1,
el T = R G

o—1

ceea ce inseamna ca F' este marginita superior st avem Mp = 1.

Observam ca .

tim L) gy OGS (6.1.3)
s—0t 8 s—0+ s3
Daca alegem p = 4, N = 3, utilizind relatia (6.1.3) si Mg = 1, rezultd ca F satisface ipotezele
i) si 11) din Teorema 6.1. Inegalitatile 6.1.2 si ko > coor/4||c|| 1 asigura faptul ca ipotezele
iii) si iv) din Teorema 6.1 sunt satisfacute. In concluzie, putem aplica Teorema 6.1.

Un rezultat de multiplicitate

In acest paragraf aplicam metoda prezentata in paragraful precedent pentru urmatoarea
ecuatie cvasiliniara, cu conditia la frontiera de tip Neumann neomogena

—Ayu+ [ulP~?u= B(z,y)g(u(x,y)) In Q
{ % = \a(z,y)f(ulr,)) pe 0, (M)



unde Q = w x R¥™™ jar w C R™ este un domeniu maérginit cu frontiera dw neteda.
Fie p > N, A, reprezinta operatorul p-Laplace si A este un parametru real pozitiv. Fie
a € L(00) N LY9N), € L'(N2) doi potentiali nenuli gi pozitivi, iar f, g : [0, +oo[— R doua
functii continue astfel incat f(0) = g(0) = 0.

In cele ce urmeazi vom stabili rezultatul principal al acestui paragraf. Fara a pierde din
generalitatea problemei, putem presupune ca f, g sunt definite pe toata axa reala, daca alegem

f(s) = g(s) =0, pentru orice s < 0. Notam cu F' gi G primitivele functiilor f respectiv g,

adica
S S

F(s) = / F(t)dt si G(s) = / g(t)dt.

0 0

Fie ¢, r astfel incat ¢ < p < r. Presupunem ca urmatoarele ipoteze sunt indeplinite:

F
(A) limsup —(S) <oosi|f(s) <C+s]77h);
Isl0 |s]”
(B) Exista 6; > 0 astfel incat
g(lf) <0,VO0<t<idy,

f(t) <0,V 0 <t <dy;

(C) Exista ¢, r astfel incdt ¢ < p < r si

im G() =0
t—0 |t|q

si
lim G(t) =0;

t—o0 |t‘7”

(D) Fie K, = {(z,y) € w x RY=™ : ||y|| < 7}. Presupunem c&

inf afz,y) > 0;
(w,y)EKq— ( y)

(E) Presupunem ca p-¢[|5]|1cE, < 1, unde ¢y reprezinta cea mai buna constanta de scufun-

dare a lui W'?(Q) in L®(Q), si ¢ = maxcg i(ﬁ,) < 400

(F) Exista s € R astfel incat F'(so) > 0.

Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatorul.

Teorema 6.7 Presupunem cd p > N > 2, si fie @ = w x RY™™, unde w C R™ este un
domeniu deschis, marginit cu frontiera Ow netedd. Fie o € L>°(9Q) N LY(9N) si f € L*(Q)
doud functii pozitive, cilindric simetrice i f, g : [0,+00[— R doud functii continue astfel incat
f(0) = g(0) = 0 si care satisfac conditiile (A) — (F). Atunci, existd Ao > 0 astfel incit pentru
orice X\ > N\, problema (N) are cel putin doud solutii slabe nenule gi cilindric simetrice.



Introducem functionalele I,.J, ® : W'P(Q) — R, definite prin
1
1) =l J() = [ 5e.y)Glur, v)drdy,

si

O(u) = /89 a(z,y)F(u(z,y))dzdy,

unde || - || este norma spatiului W?(£2). Functionala de energie &£, : W'?(Q2) — R asociati
problemei (N)) este definita prin

Ex(u) = I(u) — J(u) — \D(u).

Punctele critice ale functionalei de energie &£, sunt solutiile slabe a problemei (NV)).

Deoarece p > N, subspatiul functiilor cilindric simetrice ale lui W'?(Q), notata cu Wl?(Q),
este scufundat compact in L>(Q2) (vezi Teorema 6.3). Utilizand principiul simetriei critice
al lui Palais [73], punctele critice ale functionalei Fy = &)|y15q) devin puncte critice ale
functionalei &), deci sunt solutii slabe, cilindric simetrice ale problemei (NV)).

Prin urmare este suficient sa studiem existenta punctelor critice ale functionalei F, =

5A|W§'P(Q)'

Observatia 6.8 Datorita ipotezelor din Teorema 6.7, putem alege

Ao = inf M cu € WH(Q), ®(u) >0y .
@(u) C ?

In continuare prezentim un exemplu pentru functiile f si ¢ care satisfac conditiile din Teorema

6.7.

Exemplu 6.9 Daca alegem
f(s)=In(1+ (s—1)7),

si

atunci ipotezele (A),(B),(C),(E) si (F) sunt satisfacute cu ¢, = max{0,t¢}.

In acest caz avem

_ 1 ((r—p)(r+1)>”’.

¢c= :
r+1—p r(r+1—p)

Deci putem aplica Teorema 6.7.



A O incluziune diferentiala subliniara

In acest paragraf consideram urmatoarea problema de incluziune diferentiala subliniara
eliptica , cu conditia la frontiera de tip Dirichlet omogena, adica

—Ayu+ |ulP?u € Ma(z, y)OF (u(z,y)) in Q,
(P)

u=0 peaQa

unde Q = w x RVN"™ w C R™ este un domeniu marginit cu frontiera dw neteds, p > N,
N —m > 2, X este un parametru real pozitiv, a € L>®(Q2) N L'(Q) este o functie axial
simetrica, nenegativa, nenula, iar OF este gradientul generalizat al functiei local Lipschitz
F :R — R. Pentru a prezenta rezultatul principal, reamintim ci u € W, ?() este solutia
slabd a problemei (Py), dacd pentru orice v € Wy (Q) existd &p € OF (u(x,y)) pentru a.p.t.
(x,y) € Q astfel incat

/(]Vu]p’QVuVU + [uP~2uv)dady = A/ alx,y)épv(z, y)dedy. (6.3.1)
Q Q
Presupunem ca urmatoarele ipoteze sunt satisfacute:

(A) }3% R)a(a:,y) > 0, unde B(0,R) = {z € RN"™ : ||z||gv-m < R} C RN"™;
wx B(0,

(7)) Tim max{|¢| : £ € OF(s)} _ 0.

15|50 |s[p—t

(F2) lim F(s) = 0;

|s|]—+o00 ’S'pfl

(F3) Exista sp € R astfel incat F'(sg) > 0.

Rezultatul principal al acestui paragraf este urmatorul:

Teorema 6.10 Presupunem ci p > N > 2. Fie Q = w x RYN™™, unde w C R™ este un
domeniu mdrginit cu frontierd netedd. Fie o € L®(Q) N LY (Q) o functie axial simetricd,
pozitiva, satisfacind conditia (A), si fie F: R — R o functie local Lipschitz, care satisface
F(0) = 0 precum i condititle (Fy) — (F3). Atunci exista N\g > 0 astfel incat pentru orice
A > \o problema (Py) admite cel putin doud solutii slabe nenule, azxial simetrice in W,P(Q).

Demonstratia teoremei se bazeaza pe argumente variationale. Consideram functionalele
I,L:WyP(Q) — R definite prin

Ia) = S lulP, £6) = [ alz,)Fa,y)dady,



unde || - || este norma spatiului W, ?(€2). Functionala de energie asociatd problemei (P))
este

Ex(u) = I(u) — AL(u).

Functionala &, este functie local Lipschitz pe Wol P(Q2). Un argument standard arata ca
punctele critice (in sensul lui Chang) ale functionalei £, sunt solutiile slabe ale problemei
(Py). Utilizdnd principiul simetriei critice nenetede (vezi [43]), punctele critice ale functionalei
o\ =& )\|Wcl,p(Q) devin puncte critice ale functionalei £y, deci aceste puncte critice sunt solutiile
slabe, axial simetrice ale problemei (P,). Astfel, este suficient sa studiem existenta punctelor
critice ale functionalei @ = & /\|Wj”’(ﬂ)-

Observatia 6.11 Daca inlocuim conditia (F3) cu

() lim max{[¢] : £ €OF(s)} _ )

|s]—o0 |SW_1

atunci pentru valori mici ale lui A > 0, problema (P,) admite numai solutia triviala. Intr-
adevir, dacd u € Wy™P(Q) este o solutie slaba a problemei (Py), si alegem ca functie de test
v = u In relatia (6.3.1), obtinem

/(|Vu|p + |u|P)dzdy = /\/ alx,y)Epudrdy <
0 0

< crllallz [ Julrdady,
Q

ande cp — max XUl € € OF(s)}

s>0 Sp—l
u=20.

> 0. Prin urmare, dacd A\ < (cp||a|/z=)"", atunci

In continuare enuntam doua rezultate auxiliare, care sunt folosite in demonstratia Teoremei
6.10.

Propozitia 6.12 Pentru orice A > 0 functionala < : W}P(Q) — R este coercivd.

Propozitia 6.13 Pentru orice A > 0, o\ satisface conditia Palais-Smale nenetedd.



SOLUTII MULTIPLE INVARIANTE FATA DE
SIMETRIZARI

In acest capitol vom studia solutiile urmatorului sistem de ecuatii, solutii ce raman invariante
fata de simetrizarea "cap":

—Ayu = AF,(z,u(z),v(x)) 1in Q,

—Ayv = AF,(z,u(z),v(z)) 1nQ, (Sy)

u=v=>0 pe 052,
unde \ este un parametru pozitiv si N > p,q > 1, Q = B(0,1) C RY este bila de unitate,
F € C'(QxR? R) si F, reprezinta derivata partiald a lui F' in raport cu variabila z. Sistemele
de tip (S)) au facut obiectul unor investigatii in cazul domeniilor marginite, de exemplu,

in lucrarile lui Boccardo si de Figueiredo [27], de Napoli, Mariani [48] si monografia lui A.
Kristaly, V. Radulescu si Cs. Varga [40].

Problema mentionata mai sus prezinta interes nu doar din punct de vedere matematic, ci gi
din perspectiva aplicabilitatii sale in fizica matematica. Problema (S)) este o generalizare a
ecuatiei pendulului de torsiune. Un pendul de torsiune este un sistem fizic in care o bucata
de materie este legata de un arc, astfel Incat miscarea rezultata sa contina elemente ale unei
simple migcari de pendul, precum gi ale unei migcari de torsiune.

Pentru a prezenta rezultatul nostru de baza reamintim ca (u,v) € Wol P ox Wol ¥ se numegte
solutie slaba a problemei (S, ), daca

/Q |VulP?VuVw,dr — )\/QFu(x, u(z),v(x))w(zr)dr =0
(7.0.1)
/Q (V|92 VoVwqdr — )\/QFv(x,u(x), v(z))wy(x)dr =0,

: 1 1
pentru orice (wy,wq) € Wy? x Wy,

In acest capitol consideriim spatiul Sobolev Wy *(€) cu norma

1/
fullie = ([ 1Val) " e {pab



Pentru § € [o, o*] avem scufundarea continud W, *(Q) < L(Q), care este si compacti, daca
B € (o, a*). Spatiul functiilor in care lucrim este spatiul Sobolev produs Wy () x W, 9(Q)
inzestrat cu norma ||(u,v)||1,4 = |lt]l1p + ||V]l1,4- Notam cu C, cea mai buna constanta de
scufundare a lui Wy*(Q) < L*(Q). Presupunem ci urmitoarele ipoteze sunt indeplinite:

(F1) F : Q x R? — R este continud, (s,t) — F(x,s,t) este de clasd C!, F(z,0,0) =

F(z,s,0) = F(x,0,t) = 0si Fy(x,s,t)-s_ + Fy(z,s,t)-t_ <0 pentru orice x € ), s,t €
R, unde 7_ = min{0, 7};

F t
(F2)  lim M = 0, uniform pentru orice z € ;
(s,)—(0,0) |s[P + |¢|2
F t
(F3) (@, 5,1) = 0, uniform pentru orice x € §2;

im ————=
|s|+|t]—+oo |s|P + ||

(F4) Existd (ug,v) € Wy P(Q) x Wy?(Q) astfel incat

/F(m,uo(x),vo(x))dx > 0;

(F5) Presupunem ca F(z,s,t) = F(y, s,t) pentru orice z,y € Q cu |z| = |y| si s,t € Rsi de
asemenea pentru orice x € 2, a < b si ¢ < d avem

(F6) Pentru orice x € Q si s, € R avem

F(z,5,1) < F(z, ]3], |1]).
Rezultatul principal al acestui capitol este urmatoarea teorema:

Teorema 7.1 Fie p,q > 1 doud numere reale si fie Q C RN bila de unitate. Considerdm
functia F € C'(Q x R% R) care satisface ipotezele (Fy) — (Fg). Atunci existd un numd real
Ao astfel incat, pentru orice X > A\g problema (Sy) are cel putin doud solutii slabe, nenule,
invariante fata de simetrizarea "cap’”.

Observatia 7.2 Fie p = q = 2, atunci functia F : Q@ X R x R — R definita prin F(x,s,t) =
2]l In(1 + s3 - £3) satisface ipotezele (Fy) — (Fg), unde 7 = max{0,7}.

Observatia 7.3 Folosind ipotezele (Fy) si (Fs), putem demonstra cd
F(z,0,0) + F(x,s,t) > F(z,0,t) + F(x,s,0), pentru orice t,s >0,

ceea ce inseamnd cd
F(z,s,t) >0 oricare ar fi s,t > 0.



Observatia 7.4 Daca

Fu(z,8,t) + tF (s, s,t
Sp = sup |sFy(x,s,t) + tF(x,s,t)]
(5,6)7(0,0) |s[P + [t]2

< 00,

atunci existd un numar real \p astfel incdt, pentru orice 0 < A < A problema (Sy) are numai
solutia triviald. Intr-adevdr, solutia sistemului (Sy) este o pereche (u,v) € Wy P(Q) x W, ()
astfel incat au loc:

/Q |VulP2VuVwdr — )\/QFu(x,u(:L‘), v(z))wy(x))de =0

/Q V|92 VoVwydr — A /Q Fy(x,u(z),v(z))wy(x)dz =0,
pentru orice wy € Wy (Q) si wy € Wy¥(Q).

Alegem wi = u st wy = v atunci, obtinem ca

lullf, + 0y = A [ (Fule,wv)u+ Folw,u,v)o)ds <

Q
Sk
< A Pyl <
< A |l el <
Sk
< A5—(Cllulli, + CEllvllg) < ASk([lulli, + [[vlli,),

unde Cpax = max{CP,Cq}. Daci A < é in mod necesar avem cd (u,v) = (0,0).

Pentru a demonstra teorema principala folosim urmatoarele rezultate auxiliare.

1. Pentru oirce A > 0 functionala de energie 7 : Wy?9(Q) — R este coercivi.
2. Are loc inegalitatea @) (u?, vf) < @)\ (u,v).

3. Fie A > 0 un numir real fixat si {(un, v,)} € WyP9(Q) un sir mérginit astfel incat
|2y (U, v3) ||« — O cdnd n — oco. Atunci, sirul {(u,,v,)} contine un subsgir convergent
in Wy P7(Q).



EECUATII DE TIP POISSON PE SPATII
FINSLER-HADAMARD

Problema lui Yamabe a condus la studiul ecuatiilor eliptice pe varietati Riemann. Contributii
importante in aceasta directie au avut matematicieni de seama ca Trudinger, Aubin, Hebey, A.
Chang si altii. Problema lui Yamabe conduce in mod natural la o ecuatie eliptica cu derivate
partiale in care apare operatorul lui Laplace-Beltrami, vezi T. Aubin [2] si Hebey [33].

Studiul fenomenelor anizotrope a condus la o generalizare a operatorului Laplace, care in
literatura de specialitate are denumirea de operatorul lui Finsler-Laplace. Consideram un
spatiu Minkowski (R”, F'), unde F € C?*(R",[0,00)) este convexi, absolut omogena (sau
pozitiv omogena) cu F'(0) = 0. Normei Minkowski F' i se poate asocia operatorul lui Finsler-
Laplace. In ultimii ani proprietitile acestui operator au fost studiate de mai multi autori, de
exemplu, Alvino, Ferone, Lions gi Trombetti [1], Bellettini si Paolini [5], Belloni, Ferone i
Kawohl [6], [26] si altii.

Obiectivul principal al acestui capitol este de a studia pe varietati Finsler ecuatii de tip
Poisson, care contin un termen singular. Operatorul lui Finsler-Laplace pe varietati Finsler a
fost introdusa si studiata de catre Ge si Shen [30], Ohta si Sturm [51].

Fie (M, F) o varietate Finsler. In mod natural, putem sa introducem spatiile de functii
Wh2(M) si W, (M) asociate varietatii Finsler (M, F)). Mai exact, considerdm multimile de
functii

Wh(M) = {u e WoA(M) /M F*2(z, Du(x))dVp(z) < —l—oo},

si fie W, ?(M) inchiderea Iui C§°(M) in W'2(M) relativ la norma
1/2
lullr = (| F2(, Du@)aVi(a) + [ w?(@)dvie@) " (80.1)
unde F™ este transformata polara a lui F.

In continuare, vom prezenta pe scurt principalele rezultate ale acestui capitol.

Teorema 8.1 Spatiile de functii WY2(M) si Wy>(M) nu au in mod necesar o structurd de
spatiu vectorial.



In continuare presupunem ca (M, F) este o varietate Finsler-Hadamard, n > 3 cu constanta
de uniformitate [z > 0.

Scopul principal al acestui capitol este studiul ecuatiei

(P)

A(—u) — um =1 in
u=0 pe aQ?

unde 2 C M este un domeniu marginit, A reprezinta operatorul Finsler-Laplace pe (M, F),
dr este functia distanta de la punctul fixat xq € 2 asociata metricii Finsler F' gi p > 0 este
un parametru real.

Notam cu Bt (zg,p) = {x € M : dr(x¢,x) < p} bila "forward" cu centru in zq si de raza
p > 0. De asemenea consideram functia o, , : (0, p] = R definita prin

1 s —ViHVE—p
2 2
Ouols) = - -5, 8.0.2
1o(8) 1+ 2n p <p> ( )

unde 71 = @ este constanta optimala a lui Hardy.

Utilizand simetrizarea anizotropa si teorema lui Bishop-Gromov putem stabili urmatorul
rezultat de rigiditate.

Teorema 8.2 Fie (M, F) o varietatea Finsler-Hadamard de dimensiune n > 3, de tip
Berwald si cu constanta de uniformitate lp > 0. Fie xo € M un element fixat. Atunci
urmatoarele afirmatiic sunt echivalente:

(a) pentru orice i € [0,lprz"l) si p > 0 fizat, functia u, ,(x) = o, ,(dr(z0,x)) este unica

solutie a problemei (Pgﬂxojp));

(b) spatiul Finsler-Hadamard (M, F) este izometric cu un spativ Minkowski de dimensiune
n.

Urmatorul rezultat contine proprietati ale constantei de uniformitate /5 si ale constantei de
reversibilitate rr asociate unui spatiu Finsler (M, F).

Propozitia 8.3 Fie (M, F) o varietate Finsler. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) daca lp > 0, atuncirp < +00;

(b) daca (M, F) este un spatiu de tip Randers cu S =0, atunci lp > 0.

Urmétorul rezultat clarifics situatia cand spatiile de functii W2(M) si Wy*(M) devin spatii
liniare.



Teorema 8.4 Dacd (M, F) este un spatiu Finsler complet, de dimensiune n i rp < 400,

atunci (W *(M), || - ||r.) este un spatiu Banach reflexiv, unde F,(x,y) = \/w

Urmatorul rezultat reprezinta o inegalitate de tip Hardy pe spatii Finsler-Hadamard.

Propozitia 8.5 Fie (M, F) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n > 3, cu S = 0.
Pentru un element fixat xqg € M, avem inegalitatea

) SdVi(z), Yu € C(M), (8.0.3)

/M F* (2, =D(jul)(@))dVi(z) 27 | dp(wo, x)?

unde constanta [t =

—2)2 . oo VR o
% este optimala si nu este atinsa niciodata.

Urmatorul rezultat este interesant in sine.

Teorema 8.6 Fie (M, F) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n >3, cu S =0 gi
lp > 0. Fie Q C M un deschis, 2o € Q un element firat si u € [0, lprp1). Atunci functionala
H;,: Wy?(Q) — R definitd prin

K (u) = AF*2<x,Du(x))dVF($) — MAMdVF(x)

este pozitiva §i strict convexad.

Urmatorul rezultat stabilegte un principiu de comparatie pentru operatorul Lru = A(—u) —

lj'd% (zo,x) "

Propozitia 8.7 (Principiul de comparatie) Fie (M, F) o varietate Finsler-Hadamard
de dimensine n >3, cu S =0 silp > 0. Fie Q C M un domeniu deschis si pn € [0, lprpTi).
Daca Lhu < Lo in Q giu < v pe 0Q, atunci u < v a.p.t. in Q.

Urmatorul rezultat asigura existenta si unicitatea solutiei ecuatiei Poisson cu termen singular
pe varietati Finsler-Hadamard.

Teorema 8.8 Fie (M, F) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n >3, cu S =0 gi
lp > 0. Fie Q C M un domeniu deschis si k € L>®(Q) o functie nenegativd. Atunci, problema
(PE") are solutie unicd, nenegativd.

Propozitia 8.9 Fie (M, F) = (R",||-||) un spatiuv Minkowski si fie xy € R™ element fizat gi
1 € [0,lprp’f) fizat. Pentru orice p > 0, functia u, ,(z) = 0, ,(||x — 20| este solutia unica

a problemei (P, )



In incheiere enuntam un rezultat care compara solutia ecuatiei Poisson cu functia o, ,.

Propozitia 8.10 Fie (M,F) = (R™,||-||) un spatiu Minkowski, xo € R™ un punct fizat,
p € [0,lpry*m) si p > 0 un numdr fizat. Dacd i, , este solutia unicd a problemei (PB-(29.p))
atunci au loc inegalitatile

Uu,rglp(Hx = 20ol]) < Uy p(®) < 0prppllz — 20ll), © € B (20, p)-
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