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Introducere

În ultimii ani, numeroşi matematicieni s-au ocupat de metode de simetrizare care au aplicaţii
în teoria ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale şi inegalităţi izoperimetrice. Menţionăm
lucrările lui J. V. Schaftingen [61], S. Kesenvan [35] şi F. Faraci et al. [20]. Aceste lucrări
confirmă legătura dintre calculul variaţional şi metodele de simetrizare.

Scopul tezei de doctorat este de a prezenta noi rezultate de existenţă şi de multiplicitate
în studiul problemelor eliptice subliniare, combinând tehnici din calculul variaţional şi din
teoria simetrizărilor. Teza de doctorat a fost redactată pe baza articolelor [21–24] şi [25].

Calculul variaţional este în continuă dezvoltare. Metodele variaţionale sunt indispensabile ca
instrument de lucru în fizica matematică şi în geometrie. De asemenea, calculul variaţional
are aplicaţii şi în alte domenii ale matematicii, precum şi în numeroase domenii ale fizicii
(determinarea traiectoriilor şi geodezicelor în mecanica clasică şi teoria relativităţii generale),
în aeronautică (maximizarea înălţării unei aripi de avion), designul echipamentelor sportive
(minimizarea rezistenţei aeriene asupra unei căşti de bicicletă, optimizarea formei schiurilor),
inginerie mecanică (maximizarea puterii unei coloane, a unui baraj sau a unei arcade),
designul unor ambarcaţiuni (optimizarea formei unei bărci cu cocă). Din domeniul calculului
variaţional amintim câteva monografii de referinţă, semnate de A. Kristály, V. D. Rădulescu,
Cs. Varga [40], H. Brézis [9] şi M. Struwe [68].

În ciuda faptului că simetrizările nu apar în modelarea situaţiilor reale din viaţa cotidiană,
acestea se dovedesc a fi foarte utile şi reprezintă o metodă importantă folosită în studiul
ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale. Numeroşi matematicieni au lucrat şi continuă să
lucreze în domeniul simetrizărilor, încercând să descrie fenomene noi. Menţionăm lucrările
lui S. Kesevan [35], Brock şi Solynin [10], J. Van Schaftingen [61], M. Squassina [67], care au
demonstrat în ultimii ani numeroase rezultate în cadrul simetrizărilor; de exemplu, versiunea
simetrică a principiului minimax şi principiul variaţional al lui Ekeland, care au deschis căi
noi de cercetare şi de aplicare ale acestui domeniu.

În continuare prezentăm structura tezei.

În prima parte a tezei vom introduce noţiunile de bază şi rezultate preliminarii din teoria
spaţiilor Lebesgue şi a spaţiilor Sobolev (Capitolul 1), din calculul variaţional (Capitolul 2),
prezentăm elemente din teoria funţiilor local lipschitziene (Capitolul 3), noţiuni şi rezultate
din teoria simetrizării (Capitolul 4) şi din geometria Finsler (Capitolul 5).

În partea a doua prezentăm câteva rezultate de existenţă şi de multiplicitate. Mai exact, în
prima parte a Capitolului 6, vom studia următoarea ecuaţie cvasilineară de tip Neumann:{

−∆pu+ |u|p−2u = λα(x, y)f(u) in Ω,
∂u
∂n

= 0 on ∂Ω, (Nλ)



unde Ω = ω × RN−m, ω ⊂ Rm este mărginită şi deschisă cu frontiera netedă, p > N ,
N −m ≥ 2, ∆p este operatorul p-Laplacian, λ este un parametru pozitiv, α ∈ L∞(Ω) este un
potenţial nenul cu suport compact, n este vectorul normal la ∂Ω, iar f : [0,∞[→ R este o
funcţie continuă cu f(0) = 0. Mai întâi prezentăm un rezultat de scufundare compactă (vezi
Teorema 6.3), după aceea vom demonstra un rezultat de multiplicitate pentru problema (Nλ)
pe domenii de tip bandă (strip-like). Folosind metode variaţionale, demonstrăm că pentru
valori mari ale lui λ, problema (Nλ) are cel puţin două soluţii slabe nenule, precum şi faptul
că există cel puţin un λ̃ > 0, astfel încât problema (Nλ) are cel puţin trei soluţii slabe nenule.
Aceste soluţii au proprietăţi de simetrie (vezi Teorema 6.1).

În continuare aplicăm aceeaşi metodă, care a fost prezentată anterior, pentru următoarea
ecuaţie cvasiliniară (vezi Capitolul 6, Secţiunea 6.2):

{
−∆pu+ |u|p−2 ·u = β(x)g(u) în Ω
∂u
∂n

= λα(x)f(u) pe ∂Ω, (Nλ)

unde Ω = ω × RN−m, ω ⊂ Rm este un domeniu mărginit cu frontiera netedă, p > N ,
α ∈ L∞(∂Ω)∩L1(∂Ω), β ∈ L1(Ω) sunt potenţiale pozitive, nenule, iar f, g : [0,+∞[→ R sunt
funcţii continue cu f(0) = g(0) = 0. Demonstrăm că, pentru valori mari ale lui λ, problema
(Nλ) are cel puţin două soluţii slabe nenule, cu anumite proprietăţi de simetrie.

În ultima parte a Capitolului 6 vom considera următoarea incluziune diferenţială subliniară
de tip Dirichlet (vezi Capitolul 6, Secţiunea 6.3):

{
−∆pu+ |u|p−2u ∈ λα(x, y)∂F (u(x, y)) în Ω,
u = 0 pe ∂Ω, (Pλ)

unde Ω = ω × RN−m, ω ⊂ Rm este un domeniu mărginit cu frontiera netedă, p > N ,
α ∈ L∞(∂Ω) ∩ L1(∂Ω) ∩ L∞(Ω) este o funcţie axial simetrică, nenulă, nenegativă şi ∂F
reprezintă gradientul generalizat al funcţiei local lipschitziene F : R → R. În rezultatul
principal al acestei secţiuni demonstrăm că pentru valori mari ale parametrului λ, problema
(Pλ) are cel puţin două soluţii slabe, care au anumite proprietăţi de simetrie.

În Capitolul 7 considerăm următorul sistem diferenţial:
−∆pu = λFu(x, u(x), v(x)) în Ω,
−∆qv = λFv(x, u(x), v(x)) în Ω,
u = v = 0 pe ∂Ω,

(Sλ)

unde λ este un parametru pozitiv, N > p, q > 1 şi Ω = B(0, 1) ⊂ RN este bila unitate,
F ∈ C1(Ω × R2,R) şi cu Fz notăm derivata parţială a funcţiei F în raport cu variabila z.
Utilizând tehnici de simetrizare şi forma simetrică a princiului varaţional al lui Ekeland şi
a teoremei trecătorii montane, demonstrăm că pentru valori mari ale lui λ, problema (Sλ)



are cel puţin două soluţii slabe, invariante faţă de simetrizarea de tip "cap" (spherical cap
symmetry).

În ultimul capitol demonstrăm teoreme de unicitate, localizare şi de rigiditate pentru ecuaţia
(singulară) a lui Poisson ce conţine operatorul Finsler-Laplace pe varietăţi Finsler-Hadamard
cu reversibilitate finită. Studiem următoarea problemă: ∆(−u)− µ u

d2
F (x0,x) = 1 în Ω;

u = 0 pe ∂Ω,
(PµΩ)

În continuare enumerăm rezultatele originale din această teză:

Capitolul 6: Teorema 6.1, Observaţia 6.2, Teorema 6.3, Propoziţia 6.4, Corolarul 6.5,
Exemplul 6.6, Teorema 6.7, Exemplul 6.8, Teorema 6.10, Obervaţia 6.11, Propoziţia 6.12,
Propoziţia 6.13.

Capitolul 7: Teorema 7.1, Observaţia 7.2, Observaţia 7.3, Observaţia 7.4,

Capitolul 8: Teorema 8.1, Teorema 8.2, Propoziţia 8.3, Teorema 8.4, Propoziţia 8.5,
Teorema 8.6, Propoziţia 8.7, Teorema 8.8, Propoziţia 8.9, Propoziţia 8.10.
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6
Soluţii multiple invariante faţă de

grupuri pe domenii de tip bandă
(strip-like)

În acest capitol vom prezenta anumite rezultate de multiplicitate pe domenii de tip bandă
(strip-like). Acest capitol se bazează pe articolele [21,22,25].

6.1 Soluţii multiple invariante faţă de grupuri

Considerăm următoarea ecuaţie cvasilineară cu condiţie la frontieră de tip Neumann, omo-
genă {

−∆pu+ |u|p−2u = λα(x, y)f(u) în Ω,
∂u
∂n

= 0 pe ∂Ω, (Nλ)

unde Ω = ω × RN−m, iar ω ⊂ Rm este mărginită şi deschisă cu frontieră netedă, p > N ,
N −m ≥ 2, ∆p este operatorul p-Laplace, λ este un parametru pozitiv, α ∈ L∞(Ω) este un
potenţial nenul cu suport compact, n este vectorul normal exterior la ∂Ω, şi f : [0,∞[→ R
este o funcţie continuă astfel încât f(0) = 0.

Scopul acestui capitol este studiul existenţei soluţiilor multiple pentru problema (Nλ), în care
spaţiul funcţional este W 1,p(Ω). În ceea ce priveşte lucrarea [19], dificultatea principală în
studiul problemei constă în nemărginirea domeniului Ω = ω ×RN−m. Într-adevăr, nu avem o
scufundare compactă pentru W 1,p(Ω) în spaţii Lebesgue. Pentru p > N , conform teoremei lui
Morrey (vezi [9]), scufundarea W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) este continuă, dar nu este compactă. Acest
fapt se datorează lipsei concentraţiei de compacticitate după anumite direcţii în domeniul de
tip bandă Ω = ω×RN−m. Pe de altă parte, Faraci, Iannizzotto şi Kristály [20] au demonstrat
un rezultat de scufundare compactă pentru funcţii cilindric simetrice pe domenii de tip bandă
în spaţii cu dimensiuni mici; şi anume, dacă p > N , atunci subspaţiul funcţiilor cilindric
simetrice ale lui W 1,p(Ω), notate cu W 1,p

c (Ω) este scufundat compact în L∞(Ω). Subspaţiul



(închis) al lui W 1,p(Ω), constând din funcţii cilindric simetrice, este definită prin

W 1,p
c (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : u(x, · ) este radial simetrică pentru orice x ∈ ω}.

Un astfel de rezultat de compacticitate, combinată cu o metodă variaţională potrivită, este un
argument promiţător în ceea ce priveşte studiul problemei (Nλ). În lucrarea [20], autorii au
combinat principiul simetriei critice cu rezultatul de scufundare compactă menţionat mai sus
şi un principiu variaţional al lui Ricceri pentru a studia existenţa şi multiplicitatea soluţiilor
problemei (Nλ).

Pentru a prezenta rezultatul nostru reamintim că u ∈ W 1,p(Ω) este soluţia slabă a problemei
(Nλ), dacă pentru orice v ∈ W 1,p(Ω) are loc∫

Ω
(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dxdy = λ

∫
Ω
α(x, y)f(u)vdxdy. (6.1.1)

Presupunem că N −m ≥ 2 şi fie

GN,m = {G = idRm ×O(k1)× ...×O(kl) : k1, ..., kl ≥ 2, k1 + ...+ kl = N −m}.

Fie G ∈ GN,m un element fixat. Spunem că o funcţie h : Ω → R este G−invariantă, dacă
h(g̃(x, y)) = h(x, y), pentru orice g̃ = idRm × g ∈ G şi (x, y) ∈ Ω. Funcţia h este numită
cilindric simetrică, dacă este idRm ×O(N −m)−invariantă.

Rezultatul principal al acestui capitol este:

Teorema 6.1 Fie p > N ≥ m+ 2, Ω = ω×RN−m, α ∈ L∞(Ω) o funcţie cilindric simetrică,
nenegativă, nenulă cu suportul compact K. Fie µ = dist(K, ∂Ω). Considerăm funcţia continuă
f : [0,∞[→ R astfel încât are loc egalitatea f(0) = 0 şi presupunem că:

i) MF = sup
[0,∞[

F <∞, unde F (s) =
∫ s

0 f(t)dt;

ii) lim
s→0+

f(s)
sp−1 = 0.

Mai mult, presupunem că există r > 0 astfel încât

iii) F (r) = max
[0,c∞(pMF ‖α‖L1 )

1
p ]
F < MF ;

iv) F (r)
rp

>
1

p‖α‖1

[
|Kµ \K|

µp
+ |Kµ|

]
.

Atunci, următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) Pentru orice G ∈ GN,m şi λ > 1, problema (Nλ) admite cel puţin două soluţii slabe
nenule, nenegative şi G−invariante.

(b) Pentru orice G ∈ GN,m, există λG > 1 astfel încât problema (NλG) admite cel puţin trei
soluţii slabe nenule, nenegative şi G−invariante.



Observaţia 6.2 (a) Deoarece f(0) = 0, fără a pierde din generalitatea problemei, putem
presupune că f este definită pe toată axa reală, punând f(s) = 0 pentru orice s ≤ 0. Pentru
s ∈ R considerăm F (s) =

∫ s
0 f(t)dt şi astfel are loc F (s) = 0 pentru orice s ≤ 0.

(b) Dacă u ∈ W 1,p(Ω) este o soluţie slabă a problemei (Nλ), atunci u ≥ 0. Într-adevăr, dacă
alegem v = u− = min{0, u} ca funcţie de test în (6.3.1), atunci din relaţia∫

Ω
(|∇u|p−2∇u∇u− + |u|p−2uu−)dxdy = λ

∫
Ω
α(x, y)f(u)u−dxdy = 0

rezultă că u− = 0.

(c) Dacă, pe lângă condiţiile de mai sus, presupunem că are loc

lim
s→∞

f(s)
sp−1 = 0,

atunci pentru valori mici ale parametrului λ > 0, problema (Nλ) admite numai soluţia trivială.
Într-adevăr, dacă u ∈ W 1,p(Ω) este soluţia slabă a problemei (Nλ), şi punem ca funcţie de
test v = u în relaţia (6.3.1), obţinem∫

Ω
(|∇u|p + |u|p)dxdy = λ

∫
Ω
α(x, y)f(u)udxdy ≤ λcf‖α‖L∞

∫
Ω
|u|pdxdy,

unde cf = max
s>0

|f(s)|
sp−1 > 0. Aşadar, dacă λ < (cf‖α‖L∞)−1, atunci u = 0.

Demonstraţia Teoremei 6.1 se bazează pe argumente variaţionale. Considerăm funcţionala
L : W 1,p

0 (Ω)→ R definită prin

L(u) =
∫

Ω
α(x, y)F (x, y)dxdy.

Funcţionala de energie asociată problemei (Nλ) este

Eλ(u) = 1
p
‖u‖p − λL(u).

Fie m ≥ 1 şi n = N −m ≥ 2 numere întregi, fie ω ⊂ Rm un domeniu mărginit cu frontiera
Lipschitz ∂ω, şi fie p > N un număr real. Considerăm Ω = ω × RN−m. Putem demonstra
într-un mod standard că Eλ este de clasă C1, iar punctele critice ale lui Eλ sunt exact soluţiile
slabe ale problemei (Nλ). Acţiunea grupului G pe spaţiul Sobolev W 1,p(Ω) este dată de

g̃u(x, y) = u(x, g−1y) pentru orice g̃ = id× g ∈ G, (x, y) ∈ Ω, u ∈ W 1,p(Ω).

Avem că G acţionează liniar, continuu şi izometric pe W 1,p(Ω), adică ‖g̃u‖ = ‖u‖ pentru
orice g̃ ∈ G şi u ∈ W 1,p(Ω). Fie

W 1,p
G (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : g̃u = u pentru orice g̃ ∈ G}



subspaţiul funcţiilor G−invariante în W 1,p(Ω). În caz particular, avem

W 1,p
idRm×O(N−m)(Ω) = W 1,p

c (Ω).

Un pas esenţial al investigaţiei noastre este următorul rezultat.

Teorema 6.3 Presupunem că m, N , Ω, ω şi p satisfac condiţiile menţionate mai sus, şi fie
G ∈ GN,m. Atunci scufundarea W 1,p

G (Ω) ↪→ L∞(Ω) este compactă.

Se ştie că o funcţie cilindric simetrică este şi G−invariantă pentru orice G ∈ GN,m. Datorită
principiului simetriei critice, punctele critice ale lui EGλ = Eλ|W 1,p

G (Ω) devin puncte critice şi
pentru Eλ, astfel, aceste puncte sunt şi soluţii slabe, G−invariante ale problemei (Nλ). Prin
urmare este suficient să garantăm existenţa punctelor critice pentru EGλ = Eλ|W 1,p

G (Ω).

În demonstraţia teoremei de mai sus utilizăm următorul rezultat.

Propoziţia 6.4

(a) Funcţionala LGλ este slab inferior semicontinuă.

(b) Pentru orice λ ≥ 0, EGλ satisface condiţia Palais-Smale.

O consecinţă imediată a Teoremei 6.1 este următorul rezultat.

Corolar 6.5 Fie p > N ≥ m + 2, Ω = ω × RN−m. Fie α ∈ L∞(Ω) o funcţie cilindric
simetrică, nenegativă, nenulă cu suportul compact K. Fie µ = dist(K, ∂Ω), f : [0,+∞[→ R
o funcţie continuă astfel încât f(0) = 0. Presupunem că

j) MF = supF[0,+∞[ < +∞;

jj) 0 este maxim local al lui F ;

jjj) există constantele r, δ astfel încât

0 < r < min

µ, lim
p→+∞

[
|Kµ \K|

µp
+ |Kµ|

]− 1
p

 ,
precum şi δ > 2 astfel încât

0 < F (r) = max
[0,δ]

F < MF .

Atunci, există p0 > N astfel încât pentru orice p ≥ p0 concluziile Teoremei 6.1 rămân
adevărate.



Figura 6.1: Ω, K, Kµ

Exemplu 6.6 Alegem Ω = [−1, 1]× R2 şi

K =
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1
4

}
.

Observăm că µ = dist(K, ∂Ω) = 1
2 , |K| =

π
6 şi |Kµ| = 4

3π.

Presupunem că

||α||L1 >
75π2

27 . (6.1.2)

Considerăm funcţia g : [0,+∞[→ R definită prin g(x) = sin5(2πx) şi numărul natural
k0 ∈ N, astfel încât k0 ≥ c∞

4
√

4‖α‖L1. Fie de asemenea funcţia h : [0,+∞[→ R definită prin
h(x) = 3

2 − 6
(
x− k0 + 1

2

)2
.

Construim următoarea funcţie

f(x) =
∞∑
k=1

1
k

(1− δk,k0) ·χ[k−1,k](x) · g(x) + δk,k0 ·χ[k0−1,k0](x) ·h(x), (∀) x ≥ 0,

unde χ[k−1,k] este funcţia caracteristică a intervalului [k − 1, k], şi δk,k0 reprezintă simbolul

lui Kronecker, adică δk,k0 =
{

0, dacă k 6= k0

1, dacă k = k0
. Funcţia f explicitată are următoarea formă

f(x) =


1
k

sin5(2πx), dacă x ∈ [k − 1, k], k 6= k0
3
2 − 6

(
x− k0 + 1

2

)2
, dacă x ∈ [k0 − 1, k0].

Vom arăta că funcţia F (x) =
x∫
0
f(t)dt este mărginită superior. Într-adevăr, din construcţie



Figura 6.2: Graficul lui f

rezultă că

max
x∈R+\[k0−1,k0]

F (x) = max
x∈[0,1]

F (x) =

1
2∫

0

sin5(2πx)dx = 8
15π .

Pe de altă parte, are loc

max
x∈[k0−1,k0]

F (x) =
k0∫

k0−1

[
3
2 − 6

(
x− k0 + 1

2

)2]
dx = 1,

ceea ce înseamnă că F este mărginită superior şi avem MF = 1.

Observăm că
lim
s→0+

f(s)
s3 = lim

s→0+

sin5(2πs)
s3 = 0. (6.1.3)

Dacă alegem p = 4, N = 3, utilizând relaţia (6.1.3) şi MF = 1, rezultă că F satisface ipotezele
i) şi ii) din Teorema 6.1. Inegalităţile 6.1.2 şi k0 ≥ c∞

4
√

4‖α‖L1 asigură faptul că ipotezele
iii) şi iv) din Teorema 6.1 sunt satisfăcute. În concluzie, putem aplica Teorema 6.1.

6.2 Un rezultat de multiplicitate

În acest paragraf aplicăm metodă prezentată în paragraful precedent pentru următoarea
ecuaţie cvasiliniară, cu condiţia la frontieră de tip Neumann neomogenă{

−∆pu+ |u|p−2 ·u = β(x, y)g(u(x, y)) în Ω
∂u
∂n

= λα(x, y)f(u(x, y)) pe ∂Ω, (Nλ)



unde Ω = ω × RN−m, iar ω ⊂ Rm este un domeniu mărginit cu frontiera ∂ω netedă.
Fie p > N , ∆p reprezintă operatorul p-Laplace şi λ este un parametru real pozitiv. Fie
α ∈ L∞(∂Ω)∩L1(∂Ω), β ∈ L1(Ω) doi potenţiali nenuli şi pozitivi, iar f, g : [0,+∞[→ R două
funcţii continue astfel încât f(0) = g(0) = 0.

În cele ce urmează vom stabili rezultatul principal al acestui paragraf. Fără a pierde din
generalitatea problemei, putem presupune că f, g sunt definite pe toată axa reală, dacă alegem
f(s) = g(s) = 0, pentru orice s ≤ 0. Notăm cu F şi G primitivele funcţiilor f respectiv g,
adică

F (s) =
s∫

0

f(t)dt şi G(s) =
s∫

0

g(t)dt.

Fie q, r astfel încât q < p < r. Presupunem că următoarele ipoteze sunt îndeplinite:

(A) lim sup
|s|→0

F (s)
|s|r

<∞ şi |f(s)| ≤ C(1 + |s|q−1);

(B) Există δ1 > 0 astfel încât
g(t) ≤ 0,∀ 0 ≤ t < δ1,

f(t) ≤ 0,∀ 0 ≤ t < δ1;

(C) Există q, r astfel încât q < p < r şi

lim
t→0

G(t)
|t|q

= 0

şi
lim
t→∞

G(t)
|t|r

= 0;

(D) Fie Kτ = {(x, y) ∈ ω × RN−m : ||y|| < τ}. Presupunem că

inf
(x,y)∈Kτ

α(x, y) > 0;

(E) Presupunem că p · c̃‖β‖1c
p
∞ < 1, unde c∞ reprezintă cea mai bună constantă de scufun-

dare a lui W 1,p(Ω) în L∞(Ω), şi c̃ = maxt∈R G(t)
|t|p < +∞;

(F) Există s0 ∈ R astfel încât F (s0) > 0.

Rezultatul principal al acestui paragraf este următorul.

Teorema 6.7 Presupunem că p > N ≥ 2, şi fie Ω = ω × RN−m, unde ω ⊂ Rm este un
domeniu deschis, mărginit cu frontiera ∂ω netedă. Fie α ∈ L∞(∂Ω) ∩ L1(∂Ω) şi β ∈ L1(Ω)
două funcţii pozitive, cilindric simetrice şi f, g : [0,+∞[→ R două funcţii continue astfel încât
f(0) = g(0) = 0 şi care satisfac condiţiile (A)− (F). Atunci, există λ0 > 0 astfel încât pentru
orice λ > λ0, problema (Nλ) are cel puţin două soluţii slabe nenule şi cilindric simetrice.



Întroducem funcţionalele I, J,Φ : W 1,p(Ω)→ R, definite prin

I(u) = 1
p
‖u‖p, J(u) =

∫
Ω
β(x, y)G(u(x, y))dxdy,

şi
Φ(u) =

∫
∂Ω
α(x, y)F (u(x, y))dxdy,

unde ‖ · ‖ este norma spaţiului W 1,p(Ω). Funcţionala de energie Eλ : W 1,p(Ω)→ R asociată
problemei (Nλ) este definită prin

Eλ(u) = I(u)− J(u)− λΦ(u).

Punctele critice ale funcţionalei de energie Eλ sunt soluţiile slabe a problemei (Nλ).

Deoarece p > N , subspaţiul funcţiilor cilindric simetrice ale lui W 1,p(Ω), notată cu W 1,p
c (Ω),

este scufundat compact în L∞(Ω) (vezi Teorema 6.3). Utilizând principiul simetriei critice
al lui Palais [73], punctele critice ale funcţionalei Fλ = Eλ|W 1,p

c (Ω) devin puncte critice ale
funcţionalei Eλ, deci sunt soluţii slabe, cilindric simetrice ale problemei (Nλ).

Prin urmare este suficient să studiem existenţa punctelor critice ale funcţionalei Fλ =
Eλ|W 1,p

c (Ω).

Observaţia 6.8 Datorită ipotezelor din Teorema 6.7, putem alege

λ0 = inf


1
p
||u||p − J(u)

Φ(u) : u ∈ W 1,p
c (Ω),Φ(u) > 0

 .

În continuare prezentăm un exemplu pentru funcţiile f şi g care satisfac condiţiile din Teorema
6.7.

Exemplu 6.9 Dacă alegem
f(s) = ln(1 + (s− 1)r+),

şi
g(s) = rsr−1(1− s)+,

atunci ipotezele (A),(B),(C),(E) şi (F) sunt satisfăcute cu t+ = max{0, t}.

În acest caz avem
c̃ = 1

r + 1− p ·
(

(r − p)(r + 1)
r(r + 1− p)

)r−p
.

Deci putem aplica Teorema 6.7.



6.3 O incluziune diferenţială subliniară

În acest paragraf considerăm următoarea problemă de incluziune diferenţială subliniară
eliptică , cu condiţia la frontieră de tip Dirichlet omogenă, adică{

−∆pu+ |u|p−2u ∈ λα(x, y)∂F (u(x, y)) în Ω,
u = 0 pe ∂Ω, (Pλ)

unde Ω = ω × RN−m, ω ⊂ Rm este un domeniu mărginit cu frontiera ∂ω netedă, p > N ,
N − m ≥ 2, λ este un parametru real pozitiv, α ∈ L∞(Ω) ∩ L1(Ω) este o funcţie axial
simetrică, nenegativă, nenulă, iar ∂F este gradientul generalizat al funcţiei local Lipschitz
F : R→ R. Pentru a prezenta rezultatul principal, reamintim că u ∈ W 1,p

0 (Ω) este soluţia
slabă a problemei (Pλ), dacă pentru orice v ∈ W 1,p

0 (Ω) există ξF ∈ ∂F (u(x, y)) pentru a.p.t.
(x, y) ∈ Ω astfel încât∫

Ω
(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dxdy = λ

∫
Ω
α(x, y)ξFv(x, y)dxdy. (6.3.1)

Presupunem că următoarele ipoteze sunt satisfăcute:

(A) inf
ω×B(0,R)

α(x, y) > 0, unde B(0, R) = {x ∈ RN−m : ‖x‖RN−m < R} ⊂ RN−m;

(F1) lim
|s|→0

max{|ξ| : ξ ∈ ∂F (s)}
|s|p−1 = 0;

(F2) lim
|s|→+∞

F (s)
|s|p−1 = 0;

(F3) Există s0 ∈ R astfel încât F (s0) > 0.

Rezultatul principal al acestui paragraf este următorul:

Teorema 6.10 Presupunem că p > N ≥ 2. Fie Ω = ω × RN−m, unde ω ⊂ Rm este un
domeniu mărginit cu frontieră netedă. Fie α ∈ L∞(Ω) ∩ L1(Ω) o funcţie axial simetrică,
pozitivă, satisfăcând condiţia (A), şi fie F : R→ R o funcţie local Lipschitz, care satisface
F (0) = 0 precum şi condiţiile (F1) − (F3). Atunci există λ0 > 0 astfel încât pentru orice
λ > λ0 problema (Pλ) admite cel puţin două soluţii slabe nenule, axial simetrice în W 1,p

0 (Ω).

Demonstraţia teoremei se bazează pe argumente variaţionale. Considerăm funcţionalele
I,L : W 1,p

0 (Ω)→ R definite prin

I(u) = 1
p
‖u‖p,L(u) =

∫
Ω
α(x, y)F (x, y)dxdy,



unde ‖ · ‖ este norma spaţiului W 1,p
0 (Ω). Funcţionala de energie asociată problemei (Pλ)

este
Eλ(u) = I(u)− λL(u).

Funcţionala Eλ este funcţie local Lipschitz pe W 1,p
0 (Ω). Un argument standard arată că

punctele critice (în sensul lui Chang) ale funcţionalei Eλ sunt soluţiile slabe ale problemei
(Pλ). Utilizând principiul simetriei critice nenetede (vezi [43]), punctele critice ale funcţionalei
Aλ = Eλ|W 1,p

c (Ω) devin puncte critice ale funcţionalei Eλ, deci aceste puncte critice sunt soluţiile
slabe, axial simetrice ale problemei (Pλ). Astfel, este suficient să studiem existenţa punctelor
critice ale funcţionalei Aλ = Eλ|W 1,p

c (Ω).

Observaţia 6.11 Dacă înlocuim condiţia (F2) cu

(F2)′ lim
|s|→∞

max{|ξ| : ξ ∈ ∂F (s)}
|s|p−1 = 0,

atunci pentru valori mici ale lui λ > 0, problema (Pλ) admite numai soluţia trivială. Într-
adevăr, dacă u ∈ W 1,p

0 (Ω) este o soluţie slabă a problemei (Pλ), şi alegem ca funçtie de test
v = u în relaţia (6.3.1), obţinem∫

Ω
(|∇u|p + |u|p)dxdy = λ

∫
Ω
α(x, y)ξFudxdy ≤

≤ λcF‖α‖L∞
∫

Ω
|u|pdxdy,

unde cF = max
s>0

max{|ξ| : ξ ∈ ∂F (s)}
sp−1 > 0. Prin urmare, dacă λ < (cF‖α‖L∞)−1, atunci

u = 0.

În continuare enunţăm două rezultate auxiliare, care sunt folosite în demonstraţia Teoremei
6.10.

Propoziţia 6.12 Pentru orice λ > 0 funcţionala Aλ : W 1,p
c (Ω)→ R este coercivă.

Propoziţia 6.13 Pentru orice λ > 0, Aλ satisface condiţia Palais-Smale nenetedă.



7
Soluţii multiple invariante faţă de

simetrizări

În acest capitol vom studia soluţiile următorului sistem de ecuaţii, soluţii ce rămân invariante
faţă de simetrizarea "cap":


−∆pu = λFu(x, u(x), v(x)) în Ω,
−∆qv = λFv(x, u(x), v(x)) în Ω,
u = v = 0 pe ∂Ω,

(Sλ)

unde λ este un parametru pozitiv şi N > p, q > 1, Ω = B(0, 1) ⊂ RN este bila de unitate,
F ∈ C1(Ω×R2,R) şi Fz reprezintă derivata parţială a lui F în raport cu variabila z. Sistemele
de tip (Sλ) au făcut obiectul unor investigaţii în cazul domeniilor mărginite, de exemplu,
în lucrările lui Boccardo şi de Figueiredo [27], de Nápoli, Mariani [48] şi monografia lui A.
Kristály, V. Rădulescu şi Cs. Varga [40].

Problema menţionată mai sus prezintă interes nu doar din punct de vedere matematic, ci şi
din perspectiva aplicabilităţii sale în fizica matematică. Problema (Sλ) este o generalizare a
ecuaţiei pendulului de torsiune. Un pendul de torsiune este un sistem fizic în care o bucată
de materie este legată de un arc, astfel încât mişcarea rezultată să conţină elemente ale unei
simple mişcări de pendul, precum şi ale unei mişcări de torsiune.

Pentru a prezenta rezultatul nostru de bază reamintim că (u, v) ∈ W 1,p
0 ×W 1,q

0 se numeşte
soluţie slabă a problemei (Sλ), dacă

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇w1dx− λ

∫
Ω
Fu(x, u(x), v(x))w1(x)dx = 0

∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇w2dx− λ

∫
Ω
Fv(x, u(x), v(x))w2(x)dx = 0,

(7.0.1)

pentru orice (w1, w2) ∈ W 1,p
0 ×W 1,q

0 .

În acest capitol considerăm spaţiul Sobolev W 1,α
0 (Ω) cu norma

‖u‖1,α =
(∫

Ω
|∇u|α

)1/α
cu α ∈ {p, q}.



Pentru β ∈ [α, α∗] avem scufundarea continuă W 1,α
0 (Ω) ↪→ Lβ(Ω), care este şi compactă, dacă

β ∈ (α, α∗). Spaţiul funcţiilor în care lucrăm este spaţiul Sobolev produs W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω)
înzestrat cu norma ‖(u, v)‖1,p,q = ‖u‖1,p + ‖v‖1,q. Notăm cu Cz cea mai bună constantă de
scufundare a lui W 1,z

0 (Ω) ↪→ Lz(Ω). Presupunem că următoarele ipoteze sunt îndeplinite:

(F1) F : Ω × R2 → R este continuă, (s, t) 7→ F (x, s, t) este de clasă C1, F (x, 0, 0) =
F (x, s, 0) = F (x, 0, t) = 0 şi Fs(x, s, t) · s−+Ft(x, s, t) · t− ≤ 0 pentru orice x ∈ Ω, s, t ∈
R, unde τ− = min{0, τ};

(F2) lim
(s,t)→(0,0)

F (x, s, t)
|s|p + |t|q = 0, uniform pentru orice x ∈ Ω;

(F3) lim
|s|+|t|→+∞

F (x, s, t)
|s|p + |t|q = 0, uniform pentru orice x ∈ Ω;

(F4) Există (u0, v0) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) astfel încât∫
Ω

F (x, u0(x), v0(x))dx > 0;

(F5) Presupunem că F (x, s, t) = F (y, s, t) pentru orice x, y ∈ Ω cu |x| = |y| şi s, t ∈ R şi de
asemenea pentru orice x ∈ Ω, a ≤ b şi c ≤ d avem

F (x, a, c) + F (x, b, d) ≥ F (x, a, d) + F (x, b, c);

(F6) Pentru orice x ∈ Ω şi s, t ∈ R avem

F (x, s, t) ≤ F (x, |s|, |t|).

Rezultatul principal al acestui capitol este următoarea teoremă:

Teorema 7.1 Fie p, q > 1 două numere reale şi fie Ω ⊂ RN bila de unitate. Considerăm
funcţia F ∈ C1(Ω× R2,R) care satisface ipotezele (F1)− (F6). Atunci există un numă real
λ0 astfel încât, pentru orice λ > λ0 problema (Sλ) are cel puţin două soluţii slabe, nenule,
invariante faţă de simetrizarea "cap".

Observaţia 7.2 Fie p = q = 2, atunci funcţia F : Ω×R×R→ R definită prin F (x, s, t) =
‖x‖ ln(1 + s2

+ · t2+) satisface ipotezele (F1)− (F6), unde τ+ = max{0, τ}.

Observaţia 7.3 Folosind ipotezele (F1) şi (F5), putem demonstra că

F (x, 0, 0) + F (x, s, t) ≥ F (x, 0, t) + F (x, s, 0), pentru orice t, s ≥ 0,

ceea ce înseamnă că
F (x, s, t) ≥ 0 oricare ar fi s, t ≥ 0.



Observaţia 7.4 Dacă

SF = Cmax sup
(s,t)6=(0,0)

|sFs(x, s, t) + tFt(x, s, t)|
|s|p + |t|q <∞,

atunci există un număr real λF astfel încât, pentru orice 0 < λ < λF problema (Sλ) are numai
soluţia trivială. Într-adevăr, soluţia sistemului (Sλ) este o pereche (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω)

astfel încât au loc:



∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇w1dx− λ

∫
Ω
Fu(x, u(x), v(x))w1(x))dx = 0

∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇w2dx− λ

∫
Ω
Fv(x, u(x), v(x))w2(x)dx = 0,

pentru orice w1 ∈ W 1,p
0 (Ω) şi w2 ∈ W 1,q

0 (Ω).

Alegem w1 = u şi w2 = v atunci, obţinem că

‖u‖p1,p + ‖v‖q1,q = λ
∫

Ω
(Fu(x, u, v)u+ Fv(x, u, v)v)dx ≤

≤ λ
SF
Cmax

∫
Ω
|u|p + |v|q ≤

≤ λ
SF
Cmax

(Cp
p‖u‖

p
1,p + Cq

q‖v‖
q
1,q) ≤ λSF (‖u‖p1,p + ‖v‖q1,q),

unde Cmax = max{Cp
p , C

q
q}. Dacă λ < 1

SF
în mod necesar avem că (u, v) = (0, 0).

Pentru a demonstra teorema principală folosim următoarele rezultate auxiliare.

1. Pentru oirce λ ≥ 0 funcţionala de energie Aλ : W 1,p,q
0 (Ω)→ R este coercivă.

2. Are loc inegalitatea Aλ(uH , vH) ≤ Aλ(u, v).

3. Fie λ ≥ 0 un număr real fixat şi {(un, vn)} ⊂ W 1,p,q
0 (Ω) un şir mărginit astfel încât

‖A ′
λ(un, vn)‖? → 0 când n→∞. Atunci, şirul {(un, vn)} conţine un subşir convergent

în W 1,p,q
0 (Ω).



8
Ecuaţii de tip Poisson pe spaţii

Finsler-Hadamard

Problema lui Yamabe a condus la studiul ecuaţiilor eliptice pe varietăţi Riemann. Contribuţii
importante în această direcţie au avut matematicieni de seamă ca Trudinger, Aubin, Hebey, A.
Chang şi alţii. Problema lui Yamabe conduce în mod natural la o ecuaţie eliptică cu derivate
parţiale în care apare operatorul lui Laplace-Beltrami, vezi T. Aubin [2] şi Hebey [33].

Studiul fenomenelor anizotrope a condus la o generalizare a operatorului Laplace, care în
literatura de specialitate are denumirea de operatorul lui Finsler-Laplace. Considerăm un
spaţiu Minkowski (Rn, F ), unde F ∈ C2(Rn, [0,∞)) este convexă, absolut omogenă (sau
pozitiv omogenă) cu F (0) = 0. Normei Minkowski F i se poate asocia operatorul lui Finsler-
Laplace. În ultimii ani proprietăţile acestui operator au fost studiate de mai mulţi autori, de
exemplu, Alvino, Ferone, Lions şi Trombetti [1], Bellettini şi Paolini [5], Belloni, Ferone şi
Kawohl [6], [26] şi alţii.

Obiectivul principal al acestui capitol este de a studia pe varietăţi Finsler ecuaţii de tip
Poisson, care conţin un termen singular. Operatorul lui Finsler-Laplace pe varietăţi Finsler a
fost introdusă şi studiată de către Ge şi Shen [30], Ohta şi Sturm [51].

Fie (M,F ) o varietate Finsler. In mod natural, putem să întroducem spaţiile de funcţii
W 1,2(M) şi W 1,2

0 (M) asociate varietăţii Finsler (M,F ). Mai exact, considerăm mulţimile de
funcţii

W 1,2(M) =
{
u ∈ W 1,2

loc (M) :
∫
M
F ∗2(x,Du(x))dVF (x) < +∞

}
,

şi fie W 1,2
0 (M) închiderea lui C∞0 (M) în W 1,2(M) relativ la norma

‖u‖F =
(∫

M
F ∗2(x,Du(x))dVF (x) +

∫
M
u2(x)dVF (x)

)1/2
, (8.0.1)

unde F ∗ este transformata polară a lui F.

În continuare, vom prezenta pe scurt principalele rezultate ale acestui capitol.

Teorema 8.1 Spaţiile de funcţii W 1,2(M) şi W 1,2
0 (M) nu au în mod necesar o structură de

spaţiu vectorial.



În continuare presupunem că (M,F ) este o varietate Finsler-Hadamard, n ≥ 3 cu constanta
de uniformitate lF > 0.

Scopul principal al acestui capitol este studiul ecuaţiei ∆(−u)− µ u
d2
F (x0,x) = 1 în Ω;

u = 0 pe ∂Ω,
(PµΩ)

unde Ω ⊂M este un domeniu mărginit, ∆ reprezintă operatorul Finsler-Laplace pe (M,F ),
dF este funcţia distanţă de la punctul fixat x0 ∈ Ω asociată metricii Finsler F şi µ ≥ 0 este
un parametru real.

Notăm cu B+(x0, ρ) = {x ∈ M : dF (x0, x) < ρ} bila "forward" cu centru în x0 şi de rază
ρ > 0. De asemenea considerăm funcţia σµ,ρ : (0, ρ]→ R definită prin

σµ,ρ(s) = 1
µ+ 2n

ρ2
(
s

ρ

)−√µ+
√
µ−µ

− s2

 , (8.0.2)

unde µ = (n−2)2

4 este constanta optimală a lui Hardy.

Utilizând simetrizarea anizotropă şi teorema lui Bishop-Gromov putem stabili următorul
rezultat de rigiditate.

Teorema 8.2 Fie (M,F ) o varietatea Finsler-Hadamard de dimensiune n ≥ 3, de tip
Berwald şi cu constanta de uniformitate lF > 0. Fie x0 ∈ M un element fixat. Atunci
următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) pentru orice µ ∈ [0, lF r−2
F µ) şi ρ > 0 fixat, funcţia uµ,ρ(x) = σµ,ρ(dF (x0, x)) este unica

soluţie a problemei (PµB+(x0,ρ));

(b) spaţiul Finsler-Hadamard (M,F ) este izometric cu un spaţiu Minkowski de dimensiune
n.

Următorul rezultat conţine proprietăţi ale constantei de uniformitate lF şi ale constantei de
reversibilitate rF asociate unui spaţiu Finsler (M,F ).

Propoziţia 8.3 Fie (M,F ) o varietate Finsler. Atunci următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(a) dacă lF > 0, atunci rF < +∞;

(b) dacă (M,F ) este un spaţiu de tip Randers cu S = 0, atunci lF > 0.

Următorul rezultat clarifică situaţia când spaţiile de funcţii W 1,2(M) şi W 1,2
0 (M) devin spaţii

liniare.



Teorema 8.4 Dacă (M,F ) este un spaţiu Finsler complet, de dimensiune n şi rF < +∞,
atunci (W 1,2

0 (M), ‖ · ‖Fs) este un spaţiu Banach reflexiv, unde Fs(x, y) =
√

F 2(x,y)+F 2(x,−y)
2 .

Următorul rezultat reprezintă o inegalitate de tip Hardy pe spaţii Finsler-Hadamard.

Propoziţia 8.5 Fie (M,F ) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n ≥ 3, cu S = 0.
Pentru un element fixat x0 ∈M , avem inegalitatea

∫
M
F ∗2(x,−D(|u|)(x))dVF (x) ≥ µ

∫
M

u2(x)
dF (x0, x)2 dVF (x), ∀u ∈ C∞0 (M), (8.0.3)

unde constanta µ = (n−2)2

4 este optimală şi nu este atinsă niciodată.

Următorul rezultat este interesant în sine.

Teorema 8.6 Fie (M,F ) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n ≥ 3, cu S = 0 şi
lF > 0. Fie Ω ⊆M un deschis, x0 ∈ Ω un element fixat şi µ ∈ [0, lF r−2

F µ). Atunci funcţionala
Kµ : W 1,2

0 (Ω)→ R definită prin

Kµ(u) =
∫

Ω
F ∗2(x,Du(x))dVF (x)− µ

∫
Ω

u2(x)
dF (x0, x)2 dVF (x)

este pozitivă şi strict convexă.

Următorul rezultat stabileşte un principiu de comparaţie pentru operatorul LµFu = ∆(−u)−
µ u
d2
F (x0,x) .

Propoziţia 8.7 (Principiul de comparaţie) Fie (M,F ) o varietate Finsler-Hadamard
de dimensine n ≥ 3, cu S = 0 şi lF > 0. Fie Ω ⊆M un domeniu deschis şi µ ∈ [0, lF r−2

F µ).
Dacă LµFu ≤ L

µ
Fv în Ω şi u ≤ v pe ∂Ω, atunci u ≤ v a.p.t. în Ω.

Următorul rezultat asigură existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei Poisson cu termen singular
pe varietăţi Finsler-Hadamard.

Teorema 8.8 Fie (M,F ) o varietate Finsler-Hadamard de dimensinue n ≥ 3, cu S = 0 şi
lF > 0. Fie Ω ⊆M un domeniu deschis şi κ ∈ L∞(Ω) o funcţie nenegativă. Atunci, problema
(Pµ,κΩ ) are soluţie unică, nenegativă.

Propoziţia 8.9 Fie (M,F ) = (Rn, ‖ · ‖) un spaţiu Minkowski şi fie x0 ∈ Rn element fixat şi
µ ∈ [0, lF r−2

F µ) fixat. Pentru orice ρ > 0, funcţia uµ,ρ(x) = σµ,ρ(‖x− x0‖) este soluţia unică
a problemei (PµB+(x0,ρ)).



În încheiere enunţăm un rezultat care compară soluţia ecuaţiei Poisson cu funcţia σµ,ρ.

Propoziţia 8.10 Fie (M,F ) = (Rn, ‖ · ‖) un spaţiu Minkowski, x0 ∈ Rn un punct fixat,
µ ∈ [0, lF r−2

F µ) şi ρ > 0 un număr fixat. Dacă ũµ,ρ este soluţia unică a problemei (PµB−(x0,ρ)),
atunci au loc inegalităţile

σµ,r−1
F ρ(‖x− x0‖) ≤ ũµ,ρ(x) ≤ σµ,rF ρ(‖x− x0‖), x ∈ B−(x0, ρ).
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