CONTRIBUTIILE
Scolii din Timisoara in teoria punctelor fixe

Scoala din Timisoara de teoria punctelor fixe, desi nu are o traditie foarte Tndelungata si
nici o echipa de cercetatori foarte numeroasa, a obtinut rezultate notabile in cateva domenii
relativ actuale si importante, stabilitatea Ulam-Hyers, teoria punctelor fixe in spatii metrice
probabiliste si fuzzy, aproximarea iterativa a punctelor fixe (iteratia Mann si variante). Aceste
rezultate au avut ecouri semnificative in literatura de specialitate si in mediile academice din
multe tari, comparabile cu cele din alte centre universitare din tara sau straindtate. Mentiondm
in mod special rezultatele regretatului profesor Viorel Radu relativ la stabilitatea Ulam-
Heyers, care au avut un impact major in domeniu.

Scoala timisoreand de punct fix a avut contributii de exceptie in studiul stabilitatii
generalizate in sens Ulam-Hyers pentru ecuatii functionale in spatii normate si f-normate, in
spatii metrice probabiliste si in spatii metrice fuzzy. In fapt, problema stabilititii unor ecuatii
functionale a fost redusd la o problemd de punct fix, prin identificarea unor metrici
generalizate potrivite si utilizarea unor teoreme de punct fix corespunzitoare.

Pentru o intelegere deplind a contextului, cateva considerente de ordin istoric sunt
necesare. In 1991, J.A. Baker[1.1] a utilizat o varianti a teoremei de punct fix a lui Banach
pentru a obtine stabilitatea Ulam-Hyers a unei ecuatii functionale neliniare. Reamintim ca in
cazul stabilitatii Ulam-Hyers ecuatiile sunt perturbate de o constanta pozitiva datd. Pand in
anul 2002, toate demonstratiile din acest domeniu (cu exceptia celei a lui Baker din 1991) au
utilizat metoda directd (a lui Hyers): solutia exactd a ecuatiei functionale este construita
explicit ca limita unui sir, pornind de la o solutie aproximativa data.

In anul 2003, V. Radu[1.2] a publicat in revista clujeani Fixed Point Theory un prim
rezultat de stabilitate Tn sens Ulam-Hyers-Rassias pentru ecuatia functionald a lui Cauchy,
utilizand pentru demonstratie Alternativa de punct fix a lui J. B. Diaz si B. Margolis [1.3] in
spatii metrice generalizate. In aceastd lucrare s-a aritat ci existenta solutiei exacte a ecuatiei si
relatia de estimare pot fi obtinute prin metoda punctului fix. Concret, plecind de la
proprietatea de contractivitate a unui operator J (de tip Hyers) s-a obtinut faptul ca primele
doud aproximatii succesive, pornind de la functia datd f, sunt la distantd finitd si, in plus,
punctul fix al operatorului J este aditiv.

Aceasta idee s-a dovedit a fi foarte utila pentru o mai bund intelegere a proprietatilor de
stabilitate, proprietati ce sunt legate de punctele fixe ale unui operator adecvat ales, cat si
pentru ca ofera demonstratii mult simplificate ale rezultatelor de stabilitate, in situatii foarte
generale.

Tn anii 2003-2004, in doua lucrari successive [3.1 - 3.2], a fost extins rezultatul mentionat
mai sus, obtinandu-se proprietafi de stabilitate generalizata in sens Ulam-Hyers, pentru
ecuatiile functionale ale lui Jensen si Cauchy, in spatii normate (ecuatiile functionale erau

perturbate de o functie de control # ce satisface o proprietate simpla de tip contractiv:
p@x,2x) =L -pkxx), L e (0.1).

Lucrarile [1.2, 3.1, 3.2] au avut si Incd au un impact deosebt in domeniul ecuatiilor
functionale in general, si in cel al stabilitatii Ulam-Hyers in special, datoritd noutatii si
simplitatii metodei folosite. Este demn de remarcat ca numarul total al citarilor pentu aceste 3
articole depaseste 950 pe Google Scholar. Sugestiva in acest sens este si ideea exprimata de
S.-M. Jung inlucrarea ([3.3], page 881): "Recently, L. Cadariu and V. Radu [8] applied the
fixed point method to the investigation of the Cauchy additive functional equation. Using
such an elegant idea, they could present a short and simple proof for the Hyers-Ulam stability
of that equation."”



Demersurile stiintifice au fost continuate 1n anii urmatori prin publicarea unor articole ce
demonstreaza proprietati de stabilitate pentru ecuatii functionale de tip cuadratic, cubic,
cuartic, monomial, in diverse spatii. Astfel, inlucrarea [3.4] a fost demonstratd o teorema de
stabilitate pentru ecuatia functionala de o variabila (wefep)& - f(x) —h&)= 0 4, spatii
Banach, folosind aceeasi tehnica a punctului fix.

Acest rezulat a fost utilizat apoi pentru a demonstra stabilitatea generalizata in sensUlam-

Hyers a ecuatiei neliniare fx) = F {x’ d (Mx])), in care f este functia necunoscuta. Forma
generald a ecuatiei precedente a condus la aplicarea rezultatului de stabilitate corespunzator
ntr-o serie de articole succesive ale altor autori, pentru diverse ecuatii functionale.

Metoda punctului fix a devenit una dintre cele mai populare tehnici utilizate Tn
demostrarea proprietatilor de stabilitate generalizata in sens Ulam-Hyers, pentru clase largi de
ecuatii (functionale, diferentale, integrale, cu diferente, etc), in diverse tipuri de spatii
(normate, probabiliste, metrice, fuzzy, nearhimediene, etc).

Studiul stabilitatii ecuatiilor functionale nu s-a limitat la utilizarea exclusiva a teoremelor
de punct fix de tip Diaz-Margolis. Astfel D. Mihet, L. Gavruta, L. Cadariu si V. Radu au
folosit teoreme de punct fix de tip Luxemburg-Jung, Bianchini-Grandolfi, respectiv
Matkovski-Rus, pentru functii de comparatie, extinzand o parte din rezultatele de ma isus.

In domeniul stabilitatii ecuatiilor functionale, se manifesta in ultimul timp un trend
general de a identifica clase cat mai cuprinzatoare de ecuatii, de diverse tipuri, ale caror
proprietati de stabilitate in sensUlam-Hyers sa fie demonstrate folosind teoreme de punct fix
pentru operatori ce satisfac proprietiti foarte generale. In aceastd directie se inscrie lucrarea
[3.5], unde a fost generalizat principalul rezultat de punct fix demonstrat de Brzdek et al. intr-
o lucrare anterioara pentru un operator neliniar, si a fost folosit apoi pentru a obtinere zultate
de stabilitate generalizata Ulam-Hyer spentru clase de ecuatii functionale de o singura
variabild, 1n spatii metrice nearhimediene, respectiv in spatiimetrice complete.

In acelasi cadru general oferit de teoria punctelor fixe V. Radu a obtinut si alte rezultate
semnificative. Dintre acestea amintim: caracterizarea normelor triunghiulare continue avand
proprietati de punct fix pentru contractii de tip Sehgal, o teorema de tip Banach pentru
contractii de tip Hicks, clase noi de aplicatii contractive in spatii metrice probabiliste si fuzzy,
formule pentru metrici de tip Fréchet si Ky-Fan generate de metrici probabiliste, metrici Lévy
pentru functii de distributie.

1) t-norme cu proprietatea de punct fix [R1]. Contractiile probabiliste (B — contratii)
au fost introduse in 1966 de cétre Sehgal, care a demonstrat o teoremd de punct fix in spatii
metrice probabiliste complete Tnzestrate cu t-norma Min. Incercand sa giseasca t-norme mai
slabe ca Min Tn care B-contractiile s aiba puncte fixe, Olga Hadic a introdus in 1978 un tip de
t-norme nearhimediene, in raport cu care se poate demonstra existenta punctelor fixe pentru
orice B-contractie. In 1984 V. Radu a dat o caracterizare a t-normelor continue de tip Hadic si
a aratat ca acestea sunt singurele t-norme continue cu proprietatea de punct fix.

2) Introducerea si dezvoltarea notiunii de aplicatie ¥ -contractiva in spatii metrice
fuzzy ([M1], [M11]) ca generalizare a unui tip de contractii fuzzy clasice. (peste 100 citari in
IS Web of Science).

3) Aplicarea teoriei punctelor fixe la stabilitatea ecuatiilor functionale in spatii
normate probabiliste si fuzzy ([M12], [M16]). Am initiat aplicarea teoriei punctului fix in
studiul stabilitdtii ecuatiilor funtionale In spatii normate probabiliste si fuzzy. Prin
identificarea unei metrici generalizate, am redus problema de stabilitate la o problema de
punct fix in spatii metrice. Ideea a fost preluata si utilizatd de mai multi autori (peste 185
citari tn ISI Web of Science)



4) Introducerea si studierea conceptului de p-convergenta secvensiald in spatii
metrice fuzzy. In [M7] a fost introdusd notiunea de p-convergenta secventiala in spatii metrice
fuzzy, mai slaba decat notiunea de convergenta clasica (in sensul lui George si Veeramani).
Legat de acest tip de convergenta, a fost introdus si studiat conceptul de spatiu fuzzy metric
principal, ca un spatiu fuzzy metric in care orice sir p-CoOnvergent este convergent, precum si
conceptul mai tare de s-convergensa in spatii metrice fuzzy.

Un alt concept pe care dorim sa-1 mentionam este cel de demicontractivitate. Interesul
pentru clasa de operatori demicontractivi este legat de faptul ca operatorii de proiectie
maximala care apar 1n algoritmii de proiectie pentru rezolvarea problemelor de fezabilitate
convexa, sunt demicontractivi. Trebuie de asemenea sd mentionam cad problemele de
fezabilitate convexa au aplicatii multiple (tomografie computerizata, prelucrarea semnalelor,
reconstructia imaginilor, etc.), fapt care explica numarul apreciabil de lucrari cu aceasta tema
care apar in prezent. Operatorii de proiectie maximald nu au proprietdti foarte bune de
netezime, de exemplu nu sunt continui, astfel ca determinarea unui punct fezabil (practic un
punct fix al operatorului) este o problema relativ dificild. Precizam ca algoritmii de proiectie
sunt cazuri particulare de iteratie Mann, astfel Incat problema revine la studiul proprietatilor
de convergenta ale iteratiei Mann si a numeroaselor ei variante.

Una din primele lucrari in care apare conceptul de demicontractivitate, intr-o forma
incipienta in spatii finit dimensionale, a fost publicata in anul 1973 [4.1]. Ulterior, in 1977,
conceptul a fost conturat mai precis si a fost extins la spatii Hilbert sub numele de Conditia
(A) [4.2]. In acelasi an a fost publicat un rezultat identic, autorii articolului, T.L.Hicks si
J.D.Kubicek, propunand termenul de demicontractivitate, termen care este utilizat in mod
curent pentru respectiva clasd de operatori [4.3]. Aceiasi autori au propus termenul de
coeficient de contractivitate pentru constanta numerica care apare in definitia contractivitatii.

Rezultatul principal din acea perioada de inceput se referd conditii de convergenta ale
iteratielt Mann in spatii Hilbert reale. Urmatorul rezultat este reprezentativ: Daca operatorul
este demicontractiv si satisface o anumitd conditie de netezime slaba (de exemplu, este demi-
inchis la zero), iar sirul de control satisface anumite restrictii, atunci iteratia Mann converge
slab la un punct fix. In cazul unui spatiu de dimensiune finita, in particular cazul algoritmilor
de proiectie, cele doud conditii asigud convergenta in norma. Rezultatul de mai sus a fost intr-
un timp relativ scurt extins la spatii mai generale (de exemplu la spaii Banach cu structura
speciald) sau la iteratii de tip Mann cu erori. Conceptul insusi de demicontractivitate a fost
generalizat in mai multe moduri, de exemplu a fost definitd clasa de operatori tare
demicontractivi. Un rezultat remarcabil ale acestei clase mai restranse il constituie faptul ca
iteratia Mann converge in normd fard conditii suplimentare, cerdndu-se doar ca sirul de
control sd fie limitat superior de o constantd (1 minus coeficientul de contractie). Alte

generalizari sunt clasele de operatori asimptotic demicontractivi, ¥ -asimptotic
demicontractivi, sau total asimptotic demicon-tractivi, clase pentru care este de asemenea
valabild proprietatea de convergenta in norma. Mentionez cd in momentul de fatd existd un
anumit interes pentru aceste clase; de exemplu, in ultimii 5 ani au aparut peste 20 de lucrari
care au n titlu conceptul de asimptotic demicontractivitate.

Un rezultat remarcabil privind structura punctelor fixe a unui operator demicontractiv
a fost dat relativ recent (2007) de G.Marino si H-K.Xu [4.10]. Ei au aratat ca multimea
punctelor fixe ale unui operator demicontractiv avand coeficientul de contractie subunitar este
inchisa si convexa. Proprietatea de convexitate a punctelor fixe este importanta iar rezultatul
mentionat constituie o imbunatatire semnificativa In acest domeniu, avand in vedere faptul ca
clasa de operatori demicontractivi este una din cele mai generale clase de operatori care
satisfac o conditie de contractie slaba. De exemplu, clasa de operatori demicontractivi include



clasa de operatori neexpansivi (este cunoscut cd multimea punctelor fixe ale unui operator
neexpansiv si demicompact este convexa).

O problema care a aparut de la primele lucrari asupra clasei de operatori demicon-
tractivi este gasirea unor conditii suplimentare care sa asigure convergenta in norma a iteratiei
Mann sau variante. In mai multe lucriri se pun conditii de compacitate a operatorului sau a
domeniului de definitie, conditii relativ tari si dificil de verificat in aplicatii. De exemplu in
[4.3] se cere ca operatorul I-T sa transforme multimile marginite si inchise in multimi inchise,
in particular conditia fiind indeplinitd daca T este compact, idee care a fost dezvoltata in mai
multe lucrari recente. Sunt interesante indeosebi conditiile suplimentare care sunt verificate de
operatorii maximali de proiectie in problemele de fezabilitate convexa.

Contributiile noastre n acest domeniu sunt de urmatoarele trei tipuri:

(1) Existenta unei solutii nenule a unei inecuatii variationale de tip dual. O astfel de
conditie apare in [4.2] si a fost utilizatd la demonstrarea convergentei iteratiei Mann 1n cazul
unui operator liniar care satisface o anumita conditie de pozitivitate. Conditia a fost dezvoltata
in mai multe lucrari, de exemplu in [4.4] a fost considerata aceiasi conditie in spatii Banach
cu o structurd speciala pentru iteratia Mann iar in [4.5] ea a fost utilizata ca si conditie supli-
mentara In cazul iteratiei Ishikawa.

(2) Conditia de @ -demicontractivitate. Conditia a fost introdusa in [4.6] si a fost pro-
pusd ca o conditie suplimentara de convergenta tare. Rezultatul principal al lucrarii este

urmatorul: Daca operatorul este atdt demicontractiv cat si ¢ -demicontractiv atunci iteratia

Mann converge in norma la un punct fix. Osilike [4.7] a observat ca de fapt conditia de 7 -
demicontractivitate este suficienta pentru convergenta in normd; pe de altd parte aceastd
conditie este relativ restrictiva, astfel cd, de exemplu, in cazul unei functii reale multimea
punctelor fixe trebuie sa fie situatd in extremitatea dreaptd a intervalului de definitie. In
aceiasi lucrare Osilike a extins rezultatele din [4.6] pentru iteratia Ishikawa in cazul

operatorilor Lipschitz @ -hemicontractivi.

(3) Obital expansivitate/cvasi-expansivitate. Recent [4.8], [4.9] au fost propuse doua
conditii de tip expansiv pentru convergenta tare a a iteratiei Mann, numite orbital
expansivitate si cvasi-expansivitate, respectiv (prin analogie cu orbital contractivitatea si
cvasi-nonexpansivitatea). In cazul unei functii reale conditia de cvasi-expansivitate coincide
cu cea de demicontractivitate, ceea ce corespunde cu faptul cd intr-un spatiu de dimensiune
finita nu sunt necesare conditii suplimentare.

In incheierea acestor randuri se cuvine si spunem ci aceste rezultate de exceptie in
domeniul teoriei, calculului si aplicatiilor punctelor fixe nu au aparut pe un teren gol. Ele s-au
datorat in buna masura inaintasilor din Timisoara in Invatdmantul universitar,matematicieni si
profesori de o inaltd tinutd profesionalda si morald, E. Arghiriade, N. Mihdileanu, Gh. Th.
Gheorghiu. I. Batea, M. Reghis.
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